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PRÉFACE. 


L'orsqii*un  ouvrage  élémentaire  obtient  quelque  succès  dans 
l'enseignement  y  il  y  a  nécessité  pour  TAuleur  de  tâcher,  à 
chaque  édition,  de  mettre  à  profit  les  avis  qui  lui  sont  donnés 
par  une  critique  éclairée.  Il  doit  surtout  se  tenir  au  courant 
des  méthodes  nouvelles  qu'il  juge  susceptibles  de  perfection* 
ner  les  théories  développées  dans  son  ouvrage. 

Pénétré  de  cette  obligation  qui  m'était  imposée  par  l'écou- 
lement assez  rapide  des  précédentes  éditions  de  mes  Éléments 
d^ Algèbre,  j'ai  repris  avec  soin,  dans  celle-ci^  tous  les  chapitres, 
pour  y  apporter  quelques  améliorations.  Je  me  contenterai  ici 
d'indiquer  les  principaux  changements. 

Dans  le  troisième  chapitre,  la  rédaction  du  paragraphe  re*- 
latif  à  l'extraction  de  la  racine  carrée  d^une  quantité  en  partie 
rationnelle  et  en  partie  radicale  du  second  degré,  a  été  refaite 
en  entier;  et  en  appliquant  la  formule  générale  à  X expression 
de  la  racine  carrée  des  imaginaires  du  second  degré,  j'ai  démon- 
tré que  ces  sortes  d'expressions  conservent  toujours  la  forme 
des  imaginaires  elles-mêmes.  C'est  à  la  lecture  de  l'ai 
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de  MM.  Mayer  et  Choquet,  publiée  depuis  deux  ans  seulemenl. 
que  je  dois  Tidée  de  cette  amélioration. 

J'ai  retranché  du  quatrième  chapitre  toute  la  partie  de  l'a- 
nalyse  indéterminée  du  second  degré  y  qui  se  trouvait  dans  les 
éditions  précédentes,  parce  qu'elle  n'offrait  pas  un  grand 
iatérêt. 

Dans  le  cinquième  chapitre,  j*ai  supprimé  également  la 
théorie  de  la  racine  cubique  des  nombres  entiers,  comme  faisant 
partie  de  mon  Arithmétique;  mais  en  compensation  je  me  suis 
étendu  davantage  sur  lejKmédé/dB^Ji  lacme  n^^'^  d'un  nombre 
entier,  et  sur  les  extractions  desTacîney  par  approximation, 
en  général.  J'ai  présenté  en  outre  d'une  manière  plus  complète 
qae  je  ne  l'avais  fait  jusqu'alors,  le  procédé  de  la  racine  m*^« 
.d'un  polynôme.  Enfin,  la  démonstration,  due  à  Euler,  delà 
formule  du  Unome  dans  le  cas^général,  ayant  été  l'objet  de 
quelques  critiques,  je  n'ai  conservé  que  celle  qui  est  fondée 
sur  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 

Dans  la  théorie  des  logarithmes,  qui  constitue  la  plus  grande 
partie  du  sixième  chapitre,,  j'ai,  renvoyé  à  mes  Éléments  d'à- 
rithmétiquCf  pour  la  manière  de  se  servir  des  tables,  et  je  me 
Sliis  borné  à  l'exposition  des  propriétés  des  logarithmes  et  de 
leurs  applications. 

L'introduction  dxx.septième  chapitre,  ayant  pour  objet 'îa  d{- 
visibilité  des  fonctions  entières,  »  été  'beaucoup  simplifi'ée  par 
la  suppression  de  tout  ce  qui  n'avaît  pas>un  rapport  îmmédrat 
avec  les  principes  de  lia  théorie  générale  des  équations.  La 
résolution  des  équations  réciproques  est  aussi -présentée  drmie 
manière  que  je  croi«  plus  simpîe  et  plus  satisfaisante. 

C'est  surtout  dans  le  huitième  cbapftreiqinitraite  dfrîa^r&o-. 
lutian  des  équations  numériquegy  que  d^mpoptaûtes  atmlétforft- 
tions  o»t  été  introduites.  Après  ^vt>ir,  leomme^dans  tes  pié^- 
dentés  édifions,  développé  tes  principes  rektife  tititr  ^limite» 
des  racines,  elles  conséquences^  qm  en ^dSrïienit,  ld>niéCbode^ 
des  racines  commenmvaôksei'les  àefa:^mMtoA^^d'^^^ 
mation  de'Eagi:«nge'ét  deNewIov^q^imc^kBieBtdieawl^^ 
où  une  seule  ramne  rieRe  ^esttomprùemê9i^^i$w»wnniim  mtien 
consécutifs,  j'aî  exposé  avee*to«t  te'mn'poBsible  le  < 
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DE  M.  StubMi  et  ses  applications  à  la  résolution  d'une  équa- 
tion numérique  quelconque.  Ce  beau  théorème ,  déjà  répandu 
dans  l'enseignement  par  la  publication  de  deux  nouyeaux 
ouvrages,  celui  de  MM.  Mayer  et  Ghoquet,  dont  j'ai  déjà  fait 
mention  9  et  le  Traité  d^ Algèbre  de  M.  Lefébure  de  Fourcy 
(qui  a  paru  tout  récemment),  ne  pouvait  manquer  de  faire 
partie  de  cette  nouvelle  édition  de  mes  Éléments  ;  et  je  n'ai 
rien  négligé  pour  en  faire  ressortir  toute  l'utilité.  Je  regrette 
que  la  trop  grande  étendue  de  ce  chapitre  (  qui  renferme  en 
outre  la  théorie  de  ï élimination)^  ne  m'ait  pas  permis  d'entrer 
dans  plus  de  détails  sur  un  théorème  analogue  de  MM.  Budan 
et  Fourier,  qui,  toutefois,  ne  conduit  pas  à  des  résultats  aussi 
complets  à  beaucoup  près,  que  celui  de  M.  Sturm  :  je  me  suis 
borné  à  en  présenter  l'énoncé. 

On  trouvera  encore  à  la  fin  de  ce  chapitre  deux  notes,  l'une 
en  deux  parties,  sur  les  polynômes  rationnels,  qui  se  trouvait 
dans  l'édition  précédente,  l'autre  sur  T élimination  qui  m'a 
été  communiqué  par  M.  Gérono,  principal  du  collège  de 
Lorient  (*). 

Peu  de  changements  ont  été  introduits  dans  les  deux  der- 
niers chapitres,  si  ce  n'est  dans  le  neuvième  d'où  j'ai  cru  devoir 
retrancher  le  paragraphe  de  Vextraction  de  la  racine  m»ème 
d'une  quantité  en  partie  rationnelle  et  en  partie  radicale  du  second 
degré,  comme  étant  peu  utile,  et  où  j'ai  fait  connaître  l'usage 
du  théorème  de  M.  Sturm  dans  la  discussion  de  l'équation  du 
troisième  degré. 


(*)  On  troaTera  h  la  fin  de  l'ouvrage  ane  seconde  note  sar  l'élimination,  par 
M.  Vincent;  elle  m'a  été  remise  beaucoup  trop  tard  pour  que  Je  pusse  la  placer 
immédiatement  après  celle  de  M.  Gérono. 
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ALGÈBRE. 


INTRODUCTION. 


1.  L'algèbre  est  la  partie  des  Mathématiques  où  Ton  emploie  des  si«- 
gnes  propres  à  abréger  et  k  généraliser  les  raisonnements  que  comporte 
la  résolution  des  questions  relatives  aux  nombres. 

On  distingue  deux  espèces  principales  de  questions  : 
Le  ihéorimey  qui  a  pour  but  de  démontrer  Texistence  de  certaines 
propriétés  dont  jouissent  des  nombres  connus  et  donnés  ;  et  le  problème, 
dont  Tobjet  est  de  déterminer  certains  nombres  d'après  la  connaissance 
d'autres  nombres  qui  ont  avec  les  premiers  des  relations  indiquées  par 
l'énoncé. 

2.  Les  éléments  principaux  dont  on  fait  usage  en  Algèbre,  pov 
parvenir  à  ce  double  but,  sont  ; 

1^  Les  lettres  de  l'alphabet,  qui  servent  à  désigner  les  nombres  sur 
lesquels  on  doit  raisonner.  Leur  usage  est  nécessaire,  soit  pour  abréger 
les  raisonnements,  soit  pour  les  généraliser,  en  ce  que  Ton  sent  mieux, 
pour  l'emploi  de  ces  lettres,  que  telle  ou  telle  propriété  appartient  à 
plusieurs  nombres  à  la  fois;  ou  bien^  s'il  s'agit  d*un  problème,  que  la 
fMinière  de  satisfaire  à  son  énoncé  est  indépendante  de  toute  valeur 
particulière  attribuée  aux  nombres  compris  dans  cet  énoncé. 

^  Le  signe  +,  dont  on  se  sert  pour  marquer  l'addition  de  deux  ou 
plusieurs  nombres,  et  qui  s'énonce  pltu. 

Ainsi,  25  +  36  s'énonce  35  plus  36,  ou  35  augmenté  de  86.  De 
même,  a  +  b  s*énonce  a  plus  5,  ou  le  nombre  désigné  par  a,  augmenté 
du  nombre  désigné  par  6. 

3"*  Le  signe  — ,  qui  s'énonce  m<nns,  et  dont  on  fait  usage  pour  mar- 
quer la  soustraction  de  deux  nombres  l'un  de  l'autre. 

Ainsi,  45  —  24  s'énonce  45  moins  24,  ou  45  dimmui  de  24,  on  bien 
eocore,  l'eœcès  de  45  sur  24. 
.    {fr^h  s'énonce  a  moins  6,  ou  a  diminué  de  b. 
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k^  Le  signe  de  la  multiplicatioD^  qui  est  X ,  ou  un  point  que  l'on 
place  entre  les  deux  quantités. 

Ainsi,  36  x  25,  ou  36  c  25, 8*énonce  36  mult^lU  par  25,  ou  le  pro^ 
duU  de  36  par  25. 

Lorsque  les  nombre  éultaott  9%ttt:tniiq|lq^a  multiplication  sont 
désignés  par  des  lettres,  on  convient  encore  de  les  écrire  les  uns  à  la 
suite  des  autres,  sans  interposition  de  signe. 

Ainsi,  ab  signifie  la  même  chose-que  ax6  ou  a  .  6;  abc  signifie  la 
même  chose  que  a  x  &  X  c>  ou  a .  & .  c. 

Il  est  bien  entendu  que  la  notation  ab  ou  abc,  qui  est  plus  simple 
que  celle  a  x  6  ou  a  xJfA  êyvat  peut  étueiaili^dyéé  que  lorsque  les  nom- 
bres sont  désignés  par  des  lettres;  car  si  l'on  Toulait,  par  exemple,  re- 
présenter le  produit  de  5  par  6,  et  qu'on  écrivit,  peur  abréger,  56,  on 
confondrail)c«tte  notation  ffvtNJf le  nmibi^  «^Infikml^Mftar  éerit^aiis  le 
sjTBtènirdèiimti.  Gelte^ivmirqtteHest  importamtè  pourles  cemmenK«ntB. 

5<*  Le  signe  de  la  division  qui  consiste  en  deiux  points  :,  que  l'ott 
place  enlre  le  dividende  et  Ife  divinwur,  ou  bien  encore  en  wrelmrre— , 
au*-dcssus  et  au-dessous  de  laquelle  on  placerespettivcfflettt^lte^i- 
dende  et  le  diviseur. 

Ainsi,  SA*  :  6,.«a*— ,  s*âu)noe  2b  dimi  pmr  6  ou  h^wOinidÊ 

24  par  6. 

^  ou  a  :  6  s'énonce  a  divisé  par  b.  On  dit  eneoreAMif  6. 
b 

a 
La^notation-r-est  k  plus  usitée. 
b 

&*  Le  coelfifiient,  signe  <pie  I!ob  ^onploie  pour  indiquer  FadditÂon 
de  plosieiirs  nond^es  égaux.  Ainsi^  au  lieu  d'écrire  itHra-i-a+a^^a 
qui  repréftonte  Taddition  de:5:a(«ihre8  égaux  à. a,  eu  écrit. Sa.  De 
même  lia. exprime TadditioA  de  .11  nemhreségaiix^Âta;  l^nJ^^Tadi- 
ditiende  ISl iMmibresréganx  autproditii de a^p»  h. 

Le  coefficient  est  donc  un  nombre  particulier  éonUà  Ifk^ga^tùke^d'mB 
autre-tt&mbre  f^^intépar  urne  im^phuimire  l^Orêi^  et  qui  mtttque 
combien  de  fais  on d^t prendrai  Ut  kttre  ou^lepmdmt^qm  vepi^i&Êimf 
les  lettres, 

H**  h'^eœpomnt^ià^at  4a«t  jqb-  fle.«eiiil«n(«'iiii.nomldrfiiâéM|;népar 
une  lettre,  doit  entrer  pIoMeors  foifi. tonne  >Caot£urid8ns^uD.  fffodnît. 
Ainsi^  ao:  lieu  4'ieriraaa>ca^a>(ii0ca>eiiitafa.a.<Kar-csi^  écrit  {ilus 
simplement  a^  que  Ion  prenonce  a  cinq,  ottf lfiiôt;aS|i^<'fHifi«aM»w 

On  appelle  puissance,  lerésdtatde  la>miiltiplicaftion:d6  plusieurs 
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nombres  égaux,  et  degré  de  la^nisfltMce,  la  quotité  des  nombres  égaux 
multipliés  entre  eux. 

V exposant  est  le  signe  de  ce  degré.  If  s'écrit  à  la  droite  et  ttn  peu 
attr'dessus  ^éTuneletfre,  et  tt  marque  combien  de  fois  la  quanM  expri- 
mée par  cette  lettre  doit  entrer  comme  facteur  dans  un  produit 

Tbur'fôire  sentir  toute  llmpt^rtîiïice  dfe  l'exposant  efdu  coeflScient 
en  Algèbre,  ^pptisèns  qu'on  veuille  exprimer  uti  produit  composé 
db  ¥  facteurs  é'gtmx  à  a,  de' 3'f  acteurs  égmx  à  6,  et  de  S  facteurs  égaux 
à  c;  oir  écrira  cW?l  au  lieu  de  aaaàShhcc, 

Veut-on  ensuite  exprhner  que  ce  dernier  résultat  doit  être  pris  T  fois, 
ou  doit  être  multiplié  par  7;  on  écrira  la^hh^.  Ceci  donne  une  idée  du 
teonwm*  deia  langue  algébrique. 

"8*'fce  signet/,  dtwit  on  ftit  précéder  un  nombre,  lorsqu'on  veut 
indiquer  que  l'on  a  à  extraire  de  ce  nombre  une  racine  d'un  certain 
3  4        ^ 

degré.  Ainsi.  \/  a  s'énonce  racine  troisième  ou  cubique  de  a.\/h  s'é- 
nonce racine  quatrième  de%é 

On  appelle  racine  2®,  3%  ^•....  d'un  nombre,  un  second  nombre  qui, 
^arit  êlèvé  à  h2*^i  *,*i^....  peisaance,  reproduit  le  premier  nombre. 

Nous  ne  ferons  usage  du  signe  \/  qu'à  partir  du  troisième  cbapitre. 

9^  Le  signe  au  moyen  duquel'on  exprime  que  deux  quantités  sont 
égales.  Ce  signe  est=;,  et  s'énonce  est  égale  à,  ou  égale. 

Ainsi,  pour  exprimer  brièvement  que  l'excès  de  36  sur  25  est  égal 
à  11,  on  écrit  36—25=11. 

C'est-à-dire,  36  moins  25  est  égalai^  ou  égale  11. 

10^  *Le  signe  d'iuégalité  >,  dont  on  se  sert  pour  exprimer  qu'une 
quantité  est  plus  grande  ou  plus  petite  qu'une  autre. 

Ainsi,  a>&  signffîë  a^pbis  grand  qua  b  om^supénefêr'  à  6,  a  <  6  si<- 
gnifie  a  movKdr^'qui&^h-^àVL.nnféritMr^ à  ii:;  cfesl^-dire  que  l'ouventure 
du  signe  doit  être  tournée  du  côté  de  la  plus  grande  quantité. 

D'après  l'exposé  précédent,  ««rvoit  que  l'on  peut  regarder  l'Algèbre 
comme  une  espèce  de  langue  qui  se  compose  de  signes  à  l'aide  desquels 
ou  suit  avec  plus  de  facilité  l'enchaînement  des  idées  dans  les  raison* 
nements  qu'on  est  obligé  de  faire,  soit  pour  démontrer  l'existence  d'une 
prqpidétéy  soi^pouri  trouver  «la  solution  d'un  problème. 

On  coitcevra  mieux  encore  l'utilité  des  signes  algébriques ,  par  les 
questions  suivantes^: 

PAEtflÈaB  QUESTION. 

:9.  «  Ln^  mwtm^'^haœi  mrnVws  •  asV  67'  yéenr  différence  est  19  ;  qu^ls 


Digitized  by  VjOOQIC 


12  INTRODUCTIOir. 

Solution. 

Tâchons  d*abord  d*élablir,  à  Taide  des  signes  dont  nous  sommes 
convenus  y  une  liaison  entre  les  nombres  donnés  et  les  nombres  incon- 
nus de  renoncé  : 

Si  le  plus  petit  des  deux  nombres  cherchés  était  connu,  on  aurait  le 
petit  grand  en  ajoutant  19  au  plus  petit.  Cela  posé,  désignons  le  plus 
plus  nombre  par  x;  le  plus  grand  peut  alors  être  désigné  par  a;  +  19  ; 
leur  somme  est  donc  s  +  x  +  19,  ou  2a?  -1-  19.  Mais,  d*après  l'é- 
noncé, cette  somme  doit  être  67.  On  a  donc  Tégalité  ou  IVgua- 
Iton....  2a?  4-  19  =  67. 

Or,  si  2x  augmente  de  19  donne  67  pour  résultat,  2x  seul  est  égal 
à  67  moins  19,  ou  2a;  —  67  —  19,  ou,  en  effectuant  la  soustraction , 
2x  =48. 

Donc  enfin ,  x  est  égal  à  la  moitié  de  hS ,  c'est-à-dire 

a:=-  =  24. 

Le  plus  petit  nombre  étant  24,  le  plus  grand  a?  +  19  est  24  +  19 , 
ou  kS. 

En  effet,  on  a     4^3  -f-  24  =  67,     et    43  —  24  =  19. 

Voici  le  tableau  des  calculs  algébriques  : 

Soit  a?.  •  • .  le  plus  petit  nombre, 

a?  -I-  19  est  le  plus  grand. 

48 
Éq..  2x4- 19  =  67,  d'où  2a?=  67— 19  =  48;  donc  x  =—=24, 

et  par  conséquent,    a;  4-  19  =  24  +  19  =  43. 
En  effet,  43  4-24=67,     43—24  =  19. 

Autre  solution. 

Soit  X  le  plus  grand  nombre, 
X  — 19  est  le  plus  petit. 

Éq..  2a? — 19  =  67,  d'où  2a?=67  4-  19=86;  donc  a?=— =43, 

et  par  conséquent,  a?  — 19  =  43— 19  =  24. 

On  voit  par  là  comment,  à  Faide  des  signes  algébriques,  on  parvient 
à  comprendre  dans  un  cadre  très-resserré  les  raisonnements  qu'on  est 
obligé  de  faire  pour  résoudre  un  problème;  raisonnements  qui,  écrits 
en  langage  ordinaire,  exigeraient  souvent  une  ou  plusieurs  pages. 
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.     SOLUTION   GÉNÉRALE  DE  CE  PBOBLJkMB. 

h.  La  somme  de  deux  nombres  est  a,  leur  âi/firenee  est  b.  On  de^ 
wêande  de  trouver  les  deux  nombres? 
Soit  â?....  le  plus  petit  nombre, 

œ  +  b  désigne  alors  le  plus  grand. 

£q..2â;  +  6  =  a,  d'où2ir=:a  —  6;donc«=  ■=»—.-,  et 

a     b  a     b 

par  conséquent,    a?  +  6  =  -— .-  —  ô  ~  2**" 2* 

Comme  la  forme  de  ces  deux  résultats  est  indépendante  de  toute 
▼aleur  particulière  attribuée  aux  lettres  a  et  b,  il  s'ensuit  que»  connais» 
sont  la  somme  de  deux  nombres  et  leur  différence,  on  obtiendra  le  plus 
grand  nombre  en  ajoutant  la  demirsomme  à  la  demi-^fférence,  et  le 
plus  petit,  en  retranchant  de  la  demi-somme  la  demi-différence. 

Ainsi,  que  la  somme  donnée  soit  237,  et  la  différence  99; 
,       237     99        237  +  99     336      ,^^ 
le  plus  grand  est  — -  +  y»  ^« g —  ^"X  "^        * 

.      ,         .     237     99        138      .^ 
et  le  plus  petit,  -^ ^,  ou  -^  =  69. 

En  effet,    168+69  =  237,    168  —  69  =  99. 

On  conçoit,  d'après  la  question  précédente,  Futilité  des  lettres  pour 
représenter  les  données  d'un  problème.  Comme  on  ne  peut  qu'indique 
sur  ces  lettres  les  opérations  de  rAritbmétique,  le  résultat  auquel  on 
parvient  conserve  la  trace  des  opérations  qu*il  faut  effectuer  sur  les 
quantités  connues,  pour  obtenir  les  valeurs  des  quantités  que  l'on  cherche 

Les  expressions  -  +  -  et  5—5'  ^t^^qucUcs  on  est  parvenu  dans  le 

problème  précédent,  s'appellent,  en  Algèbre,  des  formules,  parce 
qu'elles  peuvent  être  regardées  comme  comprenant  les  solutions  de 
toutes  les  questions  de  même  nature,  dans  l'énoncé  desquelles  on  fait 
seulement  varier  les  valeurs  numériques  des  données. 

DEUXIÈME  QUESTION.  — TnÉOBÈMEf 

5.  La  somme  de  deux  nombres  multipliée  par  leur  différence  donne 
pour  produit  la  différence  des  carrés  ou  des  secondes  puissances  de  ces 
deux  nombres. 

Ainsi,  soient  12  et  9  ces  deux  nombres  ;  leur  somme  est  21 ,  et  leur 
différence  3.  On  reconnaît  que  le  produit  21  *x  3  ou  63,  est  égal  à  l^-^- 
qui  est  le  carré  de  12,  diminué  de  81  qui  est  le  carré  de  9. 

1 
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Mais,  pour  mettie  en  évidence  cette  propriété,  quels  que  soient  les 
deux  nombres,  représentons  ces  nombres  par  les  lettrés  a  et  6.  La 
somme' sera  exprâoée  par  a  +  hy  et  la  diffi6Keiice.par.A>--Nli. 

Pour  former  le  produit  de  ces  dlniXlea^)I!easioBS,^0n•(Sll|n^ûaeta  d*aboid 
que  Ton  ait  à  multiplier  la  somme  a+6fpara,  «t^le  prodait  seca  ,a  x  a 
+  bxa,on  plus  simplement^  a'  +  ab  :  oar.il  fcuitprciidre^çhacane 
des  deux  partie^dont  a  +  6  est  composé,  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  a,  et  ajouter  les  deux  produits.  Mais  ce  n*est  point  par  n'tbift 
entier  qu'il  fallait  multiplier,  c'est  par  a  diminué  de  6;  ainsi  le  pro- 
duit a^  +  ah  est  trop  fort  du  prochiit  de  a+&  par  &,  c'est-ànlire'  du 
a6+6^.  IljEaiat  donc. retrancher. a& +6'  dupradullprécédent  a^'\'ab; 
ee  qu'on  indiquera  algébriquement  de  cette  manière  :.a'  +  ^^  —  àb 
«M.  6*.  Gomme  diailleurs  les  deux  produits  -^-ah,-^  a&,  se  détruisent 
réoiproquemait,  il.  vient  enfin. a'  —  b^  pour  le  produit  demandé. 

Ce  résultat  a'  --^  b^  ayant  été  obtenu  indépendamment  de  toute 
valeur  particulière  attribuée  à  a  et  6,  il  s'ensuit  que  le  théorème  énoncé 
est  vrai  pour  deux  nombres  quelconques. 

TROISIÈUE   QUESTION.  —  ZBliORàllS. 

6.  Si,  aux  deux  termes.  d*une  fraetion  proprement  dite ,  ou  d*un 
nombre  plut^ petit  que  l'unité,  on  ajoute  un  même  nombre  entier,  la 
iwuvelle  fmeiion  qui  en  résulte  est  plus. grande  quela  première. 

Soit—  la  fraction  proposée  ;  ajoutant  3' à  chacun  de'ses  deux  termes, 

g 

on  obtient  7^.  Ces  deux  fractions,  réduites  au  même  dénomintttetir, 
15  ' 

deviennent-—,-—;  or,  la  2«  fraction  est  évidemment  plus  grande  que 

la  première. 
Pour  reconnaître  si  le  thé^ème  énoncé  est  vrai,  ^elle  que^soltla 

fraction  proposée,  désignons  celle  fraction  par-,  en  supposant  a  <!)• 

Soit  m  le  nohibre  ajouté -aux  deux  termes  deicette  fraction;  il  en 

,    -  a+m 

Tésttlte.,..7-7— • 
6  +  1» 

Afin  de  comparer  les  deux  fractions,  il  faut  les  réduire  au  même 

dénominateur;  il  suffit  pour  cela  de  multipliex  les  deux  termes  a  et  b 

de  la  première  fraction  par  6+ m,  et  les  deux  ternies  delà  seconde 

par  6.  Or,  multiplier  «  par  6 +m,. revient  à  prendre  a  autant  àe  fois 
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qu'il  y  a  d'unités  dans  b,  plus  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  m; 
ce  qui  donne  ah+am.  On  prouverait  de  même  que  le  produit  de  b 

par  6 + »»  €St  6* + 6w,  ce  qui  donne  — — 7-  pour  la  première  fraction. 

De  même,  si  l'on  multiplie  les  deux  termes  de  la  seconde^— —   par  6, 

,,  M    ,1    *    .      ah'\'hm 

comme  on  la  vu, n*»  5, elle  devient^,  .  ,    . 

0^  +bm 

Les  deux  numérateurs  ab  -f-  am,  ab  -f  bm  ont  une  partie  commune 
ab;  et  la  partie  bm  du  second  numérateur  est  plus  grande  que  la  par- 
tie am  du  premier  numérateur,  puisqu'on  a  supposé  5>  a.  Donc  aussi 
la  seconde  fraction  est  plus  grande  que  la  première;  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

On  voit  d'ailleurs,  par  le  raisonnement  précédent,  qu'il  faut  que 

a 

-  soit  une  fraction  proprement  dite,  pour  que  le  théorème  soit  vrai; 

car  autrement,  la  seconde  fraction  serait  moindre  que  la  première, 
puisque  alors  on  aurait  a&+&tn<^a5+ani. 

7.  En  réfléchissant  sur  les  moyens  de  résolution  des  questions  pré— 
cédentes,  on  sentira  que  l'emploi  des  signes  algébriques  doit  donner 
lieu  à  des  règles  communes  à  plusieurs  questions.  C'est  ainsi,  par  exem- 
ple, que  dans  la  seconde  et  la  troisième,  on  a  été  conduit  à  effectuer 
la  multiplication  d'une  somme  a  +  b  ^av  un  nombre  a,  d'une  somme 
a  +  b  par  5,  d'un  nombre  a  par  une  somme  6  +  m.  D'où  il  résulte 
qu'en  établissant  des  préceptes  généraux  pour  trouver  les  résultats  des 
opérations  qu'on  peut  avoir  à  effectuer  sur  les  quantités  algébriques, 
on  aurait  des  moyens  fixes  de  résoudre  toutes  les  questions  relatives 
aux  nombres  par  les  symboles  algébriques. 

Cette  partie  de  l'Algèbre  a  pour  titre  :  La  manière  d'effectuer  les 
opérations  de  l'Arithmétique  sur  les  quantités  algébriques  ou  littérales, 
c'est-à-dire  sur  les  nombres  représentés  par  des  signes  algébriques. 

On  ne  peut  se  dissimuler  que  cette  partie  ne  soit  un  peu  aride,  peut- 
être  même  rebutante  pour  les  commençants;  mais  il  est  indispensable 
de  la  bien  posséder,  si  'l'on  veut  avancer  rapidement  dans  le  champ 
vaste  et  fécond  de  l'Algèbre. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

S  1".  DES  OPÉRATIONS  ALGÉBRIQUES- 


Définitions  préliminaires. 

8.  Toute  quantité  écrite  en  langage  algébrique,  c*est-à*dire  à  Taide 
des  signes  de  TAlgèbre,  s'appelle  quantité  algébrique  ou  quantité  litté» 
raie;  on  dit  encore  que  c*est  V expression  algéhnque  de  la  quantM 
proposée.  • 

Ainsi,  3a  est  Texpression  algébrique  du  triple  du  nombre  a;  5a'  est 
Texpression  algébrique  du  quintuple  du  carré  de  a;  la^b^  est  Texpres^ 
sion  algébrique  de  sept  fois  le  proatiu  au  cuDe  ûe  a,  multiplie  par  le 
carré  de  b. 

3a  —  ^b  est  Texpression  algébrique  de  la  différence  entre  le  triple 
de  a,  et  le  quintuple  de  6. 

2(j2  —  3^5  ^  /j^jï  ggj  l'expression  algébrique , du  double  du  carré 
de  a,  diminué  du  triple  produit  de  a  par  by  et  augmenté  du  quadruple 
du  carré  de  6. 

On  appelle  monôme ,  ou  quantité  à  un  seul  terme,  ou  simplement 
terme^  une  quantité  algébrique  qui  n'est  réunie  à  aucune  autre  par  le 
signe  de  V  addition  ou  de  la  soustraction  ;  et  polynôme^  ou  quantité  à 
plusieurs  termes,  une  expression  algébrique  composée  de  plusieurs  par- 
ties séparées  les  unes  des  autres  par  les  signes  +  ou  — .  Ainsi,  3a,  Sa', 
7a'6'  sont  des  monômes;  3a  —  56,  2a^  —  3a6+ W,  sont  des  poly- 
nômes..La  première  de  ces  deux  expressions  est  dite  un  bmome^  parce 
qu'elle  est  composée  de  deux  termes.  La  seconde  est  dite  un  trinôme, 
comme  étant  composée  de  trois  termes.., 

9.  La  valeur  numérique  d*une  expression  algébrique  est  le  nombre 
qu'on  obtiendrait,  si,  en  donnant  des  valeurs  particulières  aux  lettre^ 
qui  y  entrent,  on  effectuait  toutes  les  opérations  de  l'Arithmétique  que 
comporte  cette  expression.  Cette  valeur  numérique  dépend  évidem- 
ment des  valeurs  particulières  attribuées  aux  lettres,  et  doit  générale- 
ment varier  avec  elles.  Ainsi,  2a^  a  pour  valeur  numérique  54*,  lorsque 
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Ton  fait  a=3;  car  le  cube  de  3  est  27,  et  2  fois  27  donne  54.  La  valeur 
numérique  de  cette  même  expression  est  250,  lorsque  Ton  fait  a=S; 
car  le  cube  de  5  est  125,  et  2  fois  125  donne  250. 

Je  dis  généralement,  car^  dans  quelques  cas,  la  valeur  numérique 
d*nne  expression  algébrique  TCSle«oiM<«Rfe,.qBaiqa'on  fasse  varier  les 
valeurs  des  lettres  qui  y  entrent.  Ainsi,  dans  l'expression  a— 5,  tant 
qu*on  donnera  k  a.elk  b  iles  valeurs  croissantes  chacune  de  la  même 
quantité,  l'expression  ne  cbangera  pas. 

Soit,  par  exemple,  a=s7,  b=k;  il  en  résulter— 6=3. 

Soit  maintenant,  as=12ou7+5,  et  6=9 ou  4-f  5;il  en  résulte 
a— 6=12— 9=3,  etc. 

La  valeur  numétiçpUi  dltin  .poljFnome  ne  change  point  lorsqu'on 
intervertit  l'ordre  de  ses  termes,  pourvu  que  l'on  ait  soin  de  conserver 
àtlbons  lema  >  signes  refi^[iecti&.  Ainsi ,  les  polynômes  4a^ — 3a'6  +  5ac^ 
60©*— 3k**A+W,4tt'+5oc* — 3o'6,  ont  la  même  valeur  numérique* 
C'ifist  une  conséquence  évidente  de  la  nature  de  l'addition  et  de  la  sous- 
traction arithmétiques.  Mais  cette  observation  sera  très-utile  par  la  suite. 

10. .Des  difTérentff  termes  qui  composent  un  polynôme  donné,  les  uns 
sont  précédés  du  signe + ,  les  autres  du  signe  — .  Les  premiers  portent 
k  nom  ÛBiermês  addiUfs,  les  autres  s'appellent  soustracUfs.  On  appelle 
aussi  les  premiers,  termes  positifs,  et  les  autres,  termes  négatifs;  déno- 
BÛnations  assez  impropres,  que  Tusage  seul  a  consacrées. 

Le  premier  terme  d'un  polynôme  n'est  ordinair^nent  précédé  d'au- 
enn  signe;:  mais  s^s  il  est  censé  précédé  du  slgne+« 

ill^  On  appette  cftmarmon  d'un  terme^  chacun  des  facteurs  littéraux 
qui  composent  ce  terme,  et  degré  le  nombre  de  ces  facteurs  ou  dimen- 
flBiiSi.Jiie; coefficient. ne  compte  pas  pour  une  dimension.  Ainsi,  3a  est 
dittim  Iflvmeiàiane  dimension,. ou  du  premier  degré,  ou  linéaire.  Zab 
cst.dit  un  terme.à.deux  dimensions,  ou  du  second  degré.  7a'6.c'  étant 
hamémedwse.qtte  luaabecye&i  dit  à  six jlimensions  ou  dn  sixième 
ibgréu 

OBn^général,  7e  degré  on  Unûmbredes  dimensions  d'un  terme  s'estime 
jpOT'la\$efmme4i$\empiMaMH6dsS'leUru^^^    entrent  dans  ce  terme.  A  ce 
<éi^>  nouB  remarquerons.que,  d'apr^&sla  définition  de  l'exposant  (n^'â) 
iine  lettre  qui  n'a  pas  d'exposant  est  censée  avoir  1  pour  exposant. 
jAdnn,  IttâegrérdntfeeritieBa'iûf  ^t2+l  +  l+3,  Qu7. 

JSb  polyuMoe  eit  .dit  hamoginey  lorsque,  tous  ses  termes,  sont  de 
«Inie  ûagté'..  84--v264^j.3a^--4«à4'fc^Sa'<?---4c'+2(?'d:sont  des 
■yi>}woHwaJmaiogène>*.8ft?--A<t6^+  c  a^est  paaJiomogène. 

4â.!8n''«ppdle^tariiie«i0ffiii&iMMdes.  sont.composés  des 

nèoNS  lettres.  aiJacrtesjdcs.aémfls  expoianto; 
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AîDsrTiïft  et  3a5,  kuHI*  etltkl%^  sont  des  teraiBSwnblaUea.  8a'6 
et  lab^  ne  sont  pas  des  termes  semblabhs;  car  ils  sont  bien  wmpoiis 
des'raèmes  lettres,  mais  ks  mêmes  expci«Dt8  n'affiadcnt  (las  leaimémes 
léttiCfS'. 

n'^arrîve'soiiTrat  qn'nn  polynôme  renftrme,  dans  son  eififeaMODy 
plnsienre  termes  semblables,  et  alors  il  est  soneplible  desimplifioatÎML 

Sbit'le<poljnomQ  ka^h^  da^c-f^a^^  — -2a?&+7a'e— 6&';  enipaiit 
(«?«)  Fécrirê  mai  :  ka^b  —  ^Hf+l4^û  —  MH'0m''  —  W;«t, 
hé'h  —  2a^b  serédnit èvidemmeot àâa'6. 

7a'c  —  do'c  se' réduit  k'Hni^c;  done  ie'peJjPiianie^IiiMném^reyiaal 
à2a'ô+4a»c+9ac*  — 66'. 

Que  Ton  ait  dans  un  polynôme  quelconque,  les  termes 

D'abord,  la  somme  des  termes  addUife+2tt'6c'+6ii'ôc'+ila'èrc* 
est  égale  à  +  ida^bc^;  la  somme  des  termes  soustractifs  —  ka^be^  — 
9a%c^  est  égale  à  —  12a'6c'.  Donc  Tensemble  des  cinq  tenues  pro- 
posés se  réduit  à  +  19a'6c'  —  12o'6c^  ou  à+7o*5(ï". 

Il  peut  se  faire  que  la* somme  des  termes  soustractifis  soit^los' fbrte 
que  celle  des  tenues  addittfs.  Dans  ce  cas,  on.  soustrait  le  coefficient 
positif  du  coefficient  négatif,  et  Ton  affecte  le  résultat  du  signe  — . 
Ainsi,  que  Ton  ait+^'^  pour  lasomme  des  termes  positift,  et— -8a'6 
pour  la  somme  des  termes  négatif;  comm»— &?5  revient  à— Sa^6»— 
8a?6,il  s^'ensttit  que+Sa^& — 8a^b  équi?autà4-Sa'6— 5a'6  —  3a?6, 

D^oà  Touipeut  oonclure  cette  rè^  r  Pour,  e^rtr  la  réductùm,dêt 
kmwg  semblables,  formez  un  seul  terme  additif  de  tous  les  termes 
smhlables-préoédésidu  #t^na-f  :  ee  tpd  se  fait  enAjoutant  les  coefficients 
ie  oes  termes,  et  en  donnant  leur  somme  pour  coefficient  à  la  partie 
httiraèe  commune.  Former,  pa»-  le  même  mo|feii,,n»  seul  ternie  sautr 
tfoioUf  de-  tous  les  termesprécédés  du-  signe — ;  reiranchex  ensuite  la 
phsfetiiereomme  de  la  plue  grande,  eldotmex  au  résultat,  le  signe  de 
lapins  grm^de. 

(B  est  Imcd  essentiel  de  remarquer,  que  la. réduction  ne  doit.poatar 
que  sur  les  coefficients  et  jamais,  sur.  les. espûsanls.) 

Qn  tMmma,  d'après«eattefè^.<|B& 

6a'6  —  8a^6  —  9a'6  +  ISa'ô'  —  a'6   se  réduit  à  +  2m, 
"ïabc^—  abc^  —  7a6c*— 8à6t'  +  4a6Aerédbil  à  —  SabèK 

La  védueliondes  tcrmesjsemblables  est  une  espèce  d'opération,  .toute 
particulière  à  l'Algèbre,  qui  se  rencontre  dans  Yudditivn^  hstoustrac- 
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tion,  la  muUipKcation  et  la  division  algébriques ,  opérations  que  nous 
allons  maintenant  développer. 

Remarque.  Comme  ceUes-ci  doivent  ofifrir  à  l'esprit  des  élèves  la 
même  idée  que  les  opérations  analogues  de  TArithmétique ,  nous  nous 
dispenserons  d'en  répéter  les  définitions,  qui  doivent  être  suffisamment 
connues  dç  tous  ceux  qui  ont  vu  TAritÈmétique  avec  soin.  On  conçoit 
toutefois  que  les  procédés  ne  peuvent  plus  être  les  mêmes,  puisque  les 
symboles  sont  différents.  Tantôt  ces  opérations  se  réduiseift  à  de  simples 
indications,  tantôt  il  y  a  lieu  réellement  à  les  efiTecluer,  et  alors  il  faut 
des  règles  correspondantes  aux  symboles  que  Ton  emploie. 

De  T Addition  algébrique. 

13.  Soit  d'abord  à  ajouter  les  expressions  3a,  86, 2c;  on  a  pour  le 
résultat  de  cette  addition,  3a +56+ 2c,  expression  que  l'on  ne  peut 
simplifier  davantage. 

Soit  encore  à  ajouter  les  monômes  4a'6^  2a^6',  7a*5^  le  résultat  est 
4a'6'+2a'6'+7a'6',  ou  réduisant  (n«  12),...  13a'6'. 

Proposons-nous  maintenant  d'ajouter  les  polynômes 

3a^  —  kab,  2a»  —  dab+b\  2ab  —  W. 

!  Pour  former  un  seul  polynôme  qui  exprime  la  somme  de  ceux-ci, 
observons  qu'ajouter  au  nombre  exprimé  par  3a^  —  4a6,  le  nombre 
.  exprim^par  2a*  —  3a6+6^  c'est  y  ajouter  la  différence  entre  le 
,  nombre  d'unités  exprimé  par  2a'^+6*,  et  le  nombre  d'unités  exprimé 
par  3a6,  opération  que  l'on  ferait  aisément,  si  l'on  attribuait  des  va- 
leurs particulières  à  a  et  6;  mais,  comme  on  ne  saurait  l'exécuter  dans 
l'état  actuel  des  quantités,  on  remarque  qu'il  revient  au  même  d'ajouter 
d'abord  2a*+6^  à  3a^  —  kab,  et  de  retrancher  ensuite  3a6;  ce  qai 
donne  '^a^  —  4-06 +2a^ +6''  —  3a6,  ou  en  cbangeant  l'ordre  des 
termes  (n°  7),...  3a^  —  hab  +2o^  —  3a6 +6*.  De  même,  pour  ajouter 
2aô  —  W  à  cette  dernière  expression,  il  suffit  d'écrire  3a*  —  4a6+ 
2a*  —  3a6  +  6*+2a6  —  56*;  il  ne  s'agit  plus  actuellement  que  de 
faire  (n®  12)  la  réduction  des  termes  semblables,  et  il  vient  enfin  5a* 
•—  5a6  —  46*  pour  le  résultat  demandé. 

Comme  des  raisonnements  analogues  pourraient  s'appliquer  à  d'au- 
tres polynômes,  on  est  en  droit  de  conclure  cette  règle  générale  pour 
l'addition  de  deux  ou  plusieurs  polynômes  :  Écrivez  les  polynômes 
proposés  les  uns  à  la  suite  des  autres^  en  conservant  aux  termes  qui  les 
composent  leurs  signes  respectifs  y  et  faites  la  réduction  des  termes 
semblables,  s'il  y  a  liex*. 
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Voiei  quelques  exemples, 

10  Sa*  —  hab  —  26*  2»  7a'*  -  Zahe  —  iVe  —  9c»  +  ce/' 
+5a*  +  2a6  —  6»  +  8a6c  —  5a'6  +  3c'  —  W»c+  crf» 
+3a6— 26»  —  3c*  +  ka^h  —  8c»     +  96»c  —  3(P 

8a»+a6  —  56'  —  3c»;    Wb  +  5a6c  —  3ô'c  — 14c»+2c(P— ad*. 

Dans  la  pratique,  on  dispose  ordinairement  les  quantités  proposées, 
Us  unes  sous  les  autres,  comme  on  le  voit  dans  ces  deux  exemples;  tm 
fait  la  réduction  des  termes  semblables ,  et  Von  écrit  avec  leurs  signes 
respectifs  les  résultats  de  la  réduction.  Ainsi,  dans  le  premier  exemple, 
en  considérant  le  terme  3a',  comme  ce  terme  est  semblable  an  terme 
5a'  qni  se  troare  sur  la  seconde  ligne,  on  écrit  8a'  ponr  le  résultat  de 
la  réduction  de  ces  deux  termes  qu'on  a  soin  de  barrer  légèrement 
(comme  on  le  voit  pour  le  premier  terme).  Passant  ensuite  au  terme-^ 
hab,  on  le  réduit  avec  les  termes  -f  2a6  et  3a6 ,  ce  qui  donne  +  àb, 
qn'on  écrit  à  la  droite  de  8a',  et  l'on  barre  les  nouveaux  termes  qu'on 
vient  de  réduire.  On  continue  ainsi  l'opér^ftion  jusqu'à  ce  que  tous  les 
termes  soient  barrés  et  réduits. 

Le  léger  trait  qu'on  passe  sur  les  termes  sert  k  prévenir  l'omission  de 
quelques  termes  dans  le  résultat;  les  termes  non  barrés  sont  encore  i 
réduire. 

De  la  Soustraction  algébrique.  ^ 

14,  Soit  à  retrancher  46  de  5a;  le  résultat  algébrique  est  5a  —  46. 
De  même,  la  diflférence  entre  7a*6  et  ia^b  est  7a'6  —  4a'6,  ou  3a»6. 

Soit  maintenant  26  —  3c  à  retrancher  de  4a;  on  peut  d'abord  pré- 
senter le  résultat  de  cette  manière,  4a  —  (26  —  3c),  en  mettant  la 
quantité  à  soustraire  entre  deux  parenthèses  et  l'écrivant  à  la  suite  de 
la  première  quantité  avec  le  signe  — .  Mais  les  questions  exigent  sou- 
vent que  l'on  forme  un  seul  polynôme  de  cette  expression  :  et  c'est  en 
cela  que  consiste  principalement  la  règle  de  la  soustraction  algé- 
brique. 

Pour  parvenir  à  ce  but,  on  observera  que  si  a,  6,  c,  étaient  donnés 
numériquement,  on  ferait  la  soustraction  indiquée  par  26  —  3^,  puis 
on  retrancherait  le  résultat  obtenu,  de  4a;  comme  cette  soustraction  ne 
peut  être  effectuée  dans  l'état  actuel  des  quantités ,  on  commence  par 
retrancher  26  de  4a,  ce  qui  donne  4a  —  26;  mais  en  retranchant  26 
unités,  on  a  soustrait  un  nombre  trop  fort  de  3c  unités;  il  faut  donc 
rectifier  le  résultat  en  y  ajoutant  3c.  Ainsi,  l'on  a  4a  —  26  +  3c  pour 
le  résultat  delà  soustraction  proposée. 
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Soit  encore  5a^  —  hdb  +  35<j  —  P*k  soustraire  de  8a* —  2a6;  celte 
opération  peut  être  indiquée,  ainsi  : 

8a  —  2a*-~  (5a*  --  4«H'86c—  *•). 

Mft»^  -peur  rédmre  celte  ciprcssion-à-qn-flettl  polyoeme,  obscryorn 
^e  retrancher  5*à*  —  kah  +  Sbe  —  5'  revient  à  retranclrer  la  dflK- 
rence  entra  la  somme  5a* +36^;  des  termes  additifs,  et  la  somme  hah 
•f  b^  des  termes  ^oustractifs.  On  peut  d^abord  retrancher  5a'  +  3Sc,  ce 
gui  donne  8a'  —  2o6  —  5a*  —  dbe;  et  comme  ce  résultat  est  néces- 
sairement trop  faible  de  &*a&4'6',  il  faut  y  ajouter  cette  dernière  quan* 
tlté,et  il  vient 

Sa*  —  2aA  —  5a*  —  3bc+  kab  4-6*, 
oa  8a*  —  2a6  —  5a*  +  kab  — 3èc + 6*, 

tn  rétablissant  l'ordre^lestermes;  on  bien] ettfta^ en' réduisant, 

3a»  +  2a6  — 36c+6*. 

B*où^ron.peut.coii£lure>CBtle.riègle  générale  : 

Pour  soustraire  deux  polynômes  Vun  de  ïautrCyéerioex  à  la  smik 
duj^ol§Mme,doniilfa%U^80u$ir4ikeyT  autre  polynôme  enehangeant  les 
lignes- d&celuixi,  et  faites  la  réducUan  du  polynôme  risultanty  s'il  y 
a  lieu. 

On  trouvera  d'après  cette  règle, 

!•        5a'  —  4a*6  +  36*c     I    _  ^  ,      ^  .r  ju  iih^é^ 

2«        kab  —  crf  —  26*  +  SaM  ,    ,    ..^      K^t 

-  (Sut -.*erf+ 36*  +  âiï^)  f  =-a6  +  3cd^56. 

15.  On  peut  aussi,  d'après  cette  même  règle,  faire  subir  à  certains 
polynômes  quelques  transformations. 

Par  raemfle,        60^^  —  âa6  +  26*  —  26c, 

iment  à  6a*  _(âa6— 26*  +  2bc). 

De  même  7a*  —  8a*6—  We  +  66', 

tfeTODt.à.  7a*  -^8a*6  +  WV— 66'), 

^oUibiflD  «ncace^à  ïaf  -^80.^6 — {fr6*c — M^). 

Ces  transformations,  qui  consistent  à  décomposer  un  polynôme  en 
<deax  parties. séparées Fune  de  l'autre  par  le  signe—,  sont  très-utiles  en 
Algèbre. 

Msdt^Ueation  algébrique, 

^    16.  Noos  regarderons  comme  démonttié  un  principe  quiestgénéra- 
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letnent  aStnis^ifans  totnlto  Traités  d*Aiitlimétiqae  (t^oyé^r  pour  lâ  dé« 
moDSlration  mes  Eléments  d* Arithmétique,  n**  127),cVM'qtie]e'pitH- 
doit  dé  deux  oa  j^liisieitts  nombres  reste  le  même  dam  qnelqne  ordre 
qu'on  les^mnltitiHe; 

%  Ciëlift^ptisé;  comia^rons  d*dbord  le  cas  où  Ton  a  rm  monôme  à  mut- 
tïjptflerpar'tm  "monôme;  soit7a'6"  à  multiplierpar  ia'&. 

I?e«pression  dfe  ce  produit  peut  d'abord  s'écrire  «issi  : 

VhfB*'  X  ^(^h.  Mateon  peut  ta  simplifier,  en  obscryant  que^  d'apnfes  te 
TprincïpeçrtcéèentiErtia  sigtilfîcalion  des  symboles  algébrîqae»(nt«  S), 
elle  revient  à  7  x  ^  X  anaanhdb.  O^,  comme  les  coc^eientssotftde^ 
noinbreffparticdfiers,  rienn'empècbe  â*en  former  nnseal  en  lesmul^- 
tiplhint  entre  cqx  :  ce  qui  dorme  28' pour  coefficient  dd  produit*,  datm 
msx  îèltnes,  le  produit  «a<ioa  équivaut  à  a',  et  le  produit  9Bb\ii  ft\« 
ânsî,  Ton  obtient  pom*  résultat  final,  SSa^fc'. 

Soit  encore  VïcfVc^  à  multiplier  par  9«fVéP^\  ce  produit  tefienti 
«K  8  X  aaaaahUhdhceddy  ou  %a*ftVa».  D^oili  Ton  toit  que,  pour 
BroHipfierdeur  monômes  IVin  par  loutre,  ilfaut,  A.'^iwMjftieTlHdevx 
toefficienU  entre  eux;  2»  écrire  à  la  suitt  de  eeprodmt'tcmteg lé»  leîtiet 
qui  entrent  à  la  fois  dans  h  multipUeunde  et  le  wiultipHctcteHr,  en  af" 
fèeUmt  chaque  lettre  (f un  exposcmt  égal  à  lasomme  der  deux  expo*' 
mnts  dont  cette  même  lettre  est  affectée  dam  les  deuûf  fiwtmw;  9^  si 
tme  lettre  n'entre  que  dans  Vtm  des  facteurs^  ¥  écrire  amprodmPasm 
f  exposant  dont  elle  est  affectée  dans  ce  facteur, 

La  r^gle  relative  aux  coefficients  n*offre  aucune  diffieulté. 

Mais  pour  se  rendre  compte  delà  règle  éds exposants»  il  faut  obse^- 
Ter  qa'en  général,  nn  nombre  a  doit  se  trouver  autant  de  fois  facteur 
dains  le  produit,  qu'il  Test;  tianldans  le  mnltiplioande  que  dms^lemul- 
tiplicateur.  Or  {û^  2)  les^xposants  des  lettres  marquent  le'nombre*ée 
foÎ9  go 'elles  entrent  «omme  facteurs;  donc  la  sommn  des  deax«Kpcsants 
d^one  même  lettre  marque  le  nombre  de  fois  .qu'cffle  doit  être  docteur 
dans  le  produit  demandé. 

On  trouvera,  d'après  la  règle  préceHeme,  que 

Sa^bé^  X  7ahcd^  =    96tt»6?^éV, 
21'«»6*rrf  X  8ah(f   =  166rt*5Vi, 
kàbcxtdf     ^2Sahcdf, 

17.  Passons  à  la  multiplication  des  polynômes. 
;t  Soient  d'abord  deux  po'jnomes  a  +  ô+^etrf-}:/',  composés  de 
termes  tous  additifs;  on  peut  présenter  \e  produit  sous  la  forme  (a  +  6 
+r)  (<i4-f).  MaisOT  a  soirrait  besoin  de  former  nn  seul  polynewre  de 
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ce  produit  indiqué,  et  c'est  en  cela  que  consiste  la  multiplication  is 
deux  poly^nomes. 

Or,  il  est  évident  que  multiplier  la  somme  a+&  +  c  par  d  +  /^  re- 
vient à  prendre  a+&+<?  autant  de  fois  qu*il  y  a  d'unités  dans  d,  plus 
autant  de  fds  qu'il  y  a  d'unités  dans  f,  et  à  ajouter  les  deux  produits. 
Mais  multiplier  a+&+c  par  d^  c'est  prendre  d  fois  chacune  des  parties 
du  multiplicande,  et  réunir  les  produits  partiels,  ce  qui  donne  ad  + 
hd'\-cd.  De  même,. multiplier  a-f-6-|-c  par  f,  c'est  prendre  ftm  cha- 
cune des  parties  du  multiplicande,  et  réunir  les  produits  partiels.  Donc 
enfin  [a+h+c)  (d-ï-f)  =  ad-hbd+cd^af-^bf^cf. 

Ainsi,  pour  multiplier  deux  polynômes  composés  de  termes  tous  ad- 
ditifs, il  faut  multiplier  séparément  chacun  des  termes  du  multiplicande 
par  chacun  des  termes  du  multiplicateur,  et  ajouter  tous  les  produits. 

Si  les  termes  sont  affectés  de  coefiScients  et  d'exposants  ^  on  suit  les 
règles  prescrites  (n°  16)  pour  la  multiplication  des  monômes.  Par  exem- 
ple, (3a'-|-4a6+6')  (2a4-5ô)  donne  pour  produit,  6a'4-8a*6-f-2a6* 
-f  ISa'ô  +  20ab^  4-  86^  ou  réduisant,  6a'  +  23a'6  -f-  22a5*+56'. 
'y^  Pour  nous  rendre  compte  du  cas  le  plus  général,  conmiençons  par 
remarquer  que,  si  le  multiplicande  renferme  des  termes  additifs  et  des 
termes  soustractifs,  ce  facteur  exprime  une  différence  entre  le  nombre 
d'unités  marqué  par  la  somme  des  termes  additifs  et  le  nombre  d'unités 
marqué  par  la  somme  des  termes  soustractifs.  Même  raisonnement  par 
rapport  an  multiplicateur.  D'où  il  suit  que  la  multiplication  de  deux 
polynômes  quelconques  est  ramenée  à  la  multiplication  de  deux  binô- 
mes tels  que  a  —  b,c  —  d;  a  désignant  la  somme  des  termes  additifs, 
et  -—  6  la  somme  des  termes  soustractifs  du  multiplicande;  il  en  est  de 
même  de  c  et  de  —  d,  par  rapport  au  multiplicateur.  Voyons  donc 
comment  on  peut  effectuer  la  multiplication  exprimée  par  (a— ft)  {c — d). 

Or,  multiplier  a  —  b  par  c  —  d  revient  évidemment  à  prendre 
a  -—  5  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  c,  moins  autant  de  fois 
qu'il  y  a  d'unités  dans  d,  ou  bien,  à  multiplier  a-—  6  par  c,  et  à  re- 
trancher du  produit  celui  de  a — b  par  d.  Mais  multiplier  a  —  &  par  e, 
revient  à  multiplier  e  par  a  —  &  (en  vertu  du  principe  énoncé  n**  16), 
ce  qui  donne  ca  —  cb,  ou  ac  -—  bc.  De  même,  le  produit  de  a  —  h 
par  d  est  ad—  bd,*  et  comme  on  vient  de  voir  que  ce  dernier  pro- 
duit doit  être  retranché  du  précédent  ac  —  bc,  il  faut  (n"  14),  chan- 
ger les  signes  de  ad —  bd,  et  l'écrire  à  la  suite  de  ac^-^bc,  ce  qui 
donne  enfin 

(a--6)  (c  — (Q  =  ac—  6c  — ad-f-W. 

Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  manière  dont  ce  produit  vient 
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d'être  formé ,  on  verra  qoe,  efaii^  toute  multiplication,  #t  Ton  eomi-' 
dire  tous  les  termes  additifs  du  multiplicateur,  il  faut  multiplier  cha-^ 
cun  des  termes  du  multiplicande,  tant  additifs  que  soustractifs,  par  ces 
termes,  et  affecter  les  produits  partiels  de  signes  semblables  à  ceum 
dont  les  termes  du  multiplicande  sont  affectés,'  et  en  considérant  les 
termes  soustractifs  du  multiplicateur,  multiplier  de  même  chacun  des 
termes  du  multiplicande,  tant  additifs  que  soustractifs,  par  ces  termes: 
mais  affecter  les  produits  partiels  de  signes  contraires  à  ceux  dont  les 
termes  du  multiplicande  sont  affectés.  Quant  à  la  multiplication  par^ 
tielle  d'tin  terme  du  multiplicande  par  un  terme  du  multiplicateur,  on 
suit  les  règles  établies  pour  les  monômes  (n®  16). 
Soient  y  par  exemple ,  les  deux  polynômes 

4a»—  5a»ft   —  8ab^  +26», 
Cl  2a' -^   dab    ~   W, 

8a'  —  i0a'b  —  16a'6»4-4aV 

—  V2a'b  +  15a»6*  +  24aV— 6a6^ 

—  16a»6'  4-  20a*6»  +  32a6*  —86* 

8a*— 22a*6  —  17aV4. 48a^6»  +  26a6*  —  86*. 

Après  avoir  disposé  les  poljnomes  l'un  an-Jcssous  de  l'autre,  on 
multiplie  chacun  des  termes  du  premier  par  le  terme  2a*  du  second, 
ce  qui  donne  8a*  —  10a*6  —  16a'ô*  -f-  4a'6%  polynôme  dont  les 
signes  sont  les  mêmes  que  ceux  du  multiplicande.  Passant  ensuite  au 

terme  3a6  du  multiplicateur,  comme  ce  terme  est  affecté  du  signe , 

on  multiplie  chacun  des  termes  du  multiplicande  par  ce  terme,  en 
ayant  soin  d'affecter  chaque  produit  d'un  signe  contraire  à  celui  du 
terme  correspondant  du  multiplicande,  ce  qui  donne—  12a*6-|-15a'6* 
-f-24d*b'  —  6a6*,  produit  que  Ton  écrit  au-dessous  du  premier. 

On  /ait  la  même  opération  par  rapport  au  terme  W,  qui  est  aussi 
soustractif ,  ce  qui  donne  —  16a'6*  +  20a'6»  -f  32a6*  — .  86*.  On  fait 
ensuite  la  réduction  des  termes  semblables,  et  l'on  obtient  enfin  pour 
l'expression  la  plus  simple  du  produit, 

8a*  —  22a*6  —  lYa'6'  4-  4Sa'6'  +  26a6*  —  86*. 

La  règle  des  signes,  qui  est  la  plus  importante  à  retenir  dans  la 
multiplication  de  deux  polynômes,  peut  s'énoncer  ainsi:  Toutes  les 
fois  qyssles  deux  termes  du  multiplicande  et  du  multiplicateur  sont 
affectés  du  même  signe,  le  produit  correspondant  est  affecté  du  signe  +, 
(U  lorsque  les  deux  termes  sont  affectés  de  signes  contraires,  le  produit 
est  affecté  du  signe  — . 
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On  dit  «icore,,  en  Uttg^gie  ajgéhriçpje^  que  H-  multiglié  par  +,  jqu 
—  HttultipUé  par  —,  donne  -f-,  et  gue  —  multiplié  p^  -t:,  ou  +  mulr 
Ijplié  par. — ,  donne  — .  Maû  ce  dernier  énoncé,  qui  n'offre  aucun 
$eps  raisonnable  en  lui-même  (puisqu'on  ne  sait  ce  que  signifie  :  mul- 
tiplier entre  eux  des  syjuboles ,  non  .de  quantités,  mais  d'opérations 
arithmétiques),,  ce  dernier  énoncé ,  dis^,  doit  être  seulement  regjardé 
comme,  une  abréviation,  du  précédent 

tCe  n*est  pas  la  seule  circonstance  oàles  algébristes,  ^pour  abréger 
le  discours,  emploient.des  expressions  incorrectes,  mais,  qui  ont  Ta  van- 
tage  de  mieux  graver  les  règles  dans  la  mémoire. 

Nous  proposerons  pouc^  exercices  les  exemples  suivants  : 

i^\  Exemple.        3a'—  Ud^ef 

—  5a' tI-  kbd—8cf 

Prod.  simp.       — 15a*+37a»6d--29fl'c/:-a06'(f4-446cd/^--8?/^^ 
2«  Exemple,  Wfr»--&a^4-8a»W--3aV--aW 

2a6*  ^kabc  —26c'  ^+c' 

(         fo^fc*       tOa'6V+38a%V--3W6V  ' 

Produit  simplifié.  {   -^  4a'è'^— 46a?6?<^442<^^èc*  4-  7a?t'c* 

^  18.  "Nous  ferons  mnr  la  multipUcatîon  algébrique  pIuNcors^Ninar- 
qoes  fort  importantes, 
i.  PNmièrtmm^  Si  les  pdlynome»qu*o»  se  propose  denrahiplier  l'un 
par  l'autre  sont  homogènes  (n<»  If)  (et  la  plupart  des-  qu«s6«B8  qu'on 
dierche  à  résoudre  par  le  secours  de  TAlgèibre,  h»  questions  de  Qé^m 
métne  principalement,  oondukont  à  dO'SemblaUe&espfessioiis),  hpra^ 
duit  de-ees  deux  polynômes  est  uum  komogiM;  c'est»»  conséquent 
évidente'desrëgler relative» iaux ;ktt»e»«i aux  espesMrt» d«n&ki  mah' 
tiplication  des  quantités^  monemes.  E)n  outre,  le  degré  deeh^que^tetmm 
duproditiidoit  prtègal  â  la  êrnnmedeséêgrésde  deux  ienMt  fic«Z- 
eanqueê  e^  m^MpHoande  et  du  mÊtlt^Ucateur.  Ainsi,  dans  ,1e pranltr 
des  deuiL  exemples  précédents,  itom^  les  termes  du  mullipUcanâe  étent 
du  deuxième  degré,  ainsi  que  ceux  du  mv^ip^eateur ,  tous  kftdfjiUMii 
du  produit  ji(Hit  du  quatcième  degré.  Sans,  le  second^  le  nmUiplicande 
étant  du  cinquième  degré,  et  le  multiplicateur  du  troisième  degré,  le 
produit  est  du  buitiSBie  degré.  Ûdtteremarqae  sert,  dawla  pDttiqs^  à 
reconnahre  des  erreurs  deealcul  par  rapport  atx  exposants.  Kur^epuMi* 
pie,  si  rbtt  troore  que,  dans  l'Un  des  termes  dHm*protlalt'qui*Ml*êtve 
bomogène,  la  jomme  de»  expesants  est  égale  à  6^  tandis  qtl^'eile  etf 
égale  à7  dons  tousltsatffires  termes, Jl  y  «-evrevrvHNiiffesl^daqS' Tact* 
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dilion  des  eipasenls;  ei«la».«B  r«preiid  la  tmaU^Ucatian  des  deux 
tennes  qni  ont  formé  ce  produit  partiel. 

^  Secondement,  Lorsque,  dans  la  multipTicaltitm  che  detix  poîjnomes, 
le  produit  n*offre  aucune  réduction  de  termes  semblables,  h  nomère 
total  ÏÏes  termes  du  prodûU'est  égal  au  prot^t^iu  nombre  des  tarme^ 
du  multiplicande,  multiplié  par  le  nombre  i£^  termes  du  multipliva^ 
teur;  c'est  une  comnpnncfi  dr^la.  ràgle^Xn^'  17).  Aiivi^  que  ToDiait 
S  Xermes  dans  le  multiplicande  et  k  dans  le  multiplicateur,  il  y  en  t 
5  X  %  ou  20  dans  le  produit.  En  général ,  si  le  multii^licaiidie  se«om- 
pose  de  m  termes  et  le  muKipIicateur  de  n  termes,  le  produit  en  ren^ 
ferme  m,X  n. 

r  TroisUmement  Lorsqu'il  y  a  des  termes*  sembUablës,  la  nombre  lotit 
des  termes  du  produit  simplifié  peut  être  beaucoupnnmin'grand.  Maîff 
on  remarquera  que,  parmi  les  diligents  termes  du  «produit,  H  en  est 
qui  ne  penxaiL.Be  réduite a.?efiuaoacuniautrfr  :  ce  sont,  1"*  le  iârmepro^ 
venant  de  la  multiplication  du  terme  du  multiplicande  affecté  du  plus 
Tiaut  exposant  d'une  quelconque  des  lettres,  par  h- terme*  du  muHipli'' 
eateur  affecté  du  plus  haut  exposant  de  la  même tlettrt r  ^ 'le  terme 

1   provenant  de  la  multiplication  des  deux  termes  affectés  du  phts  faihh 

'  exposant  de  la  même  lettre.  "En  effet,  ces  deux  produits  partiels  doivtnt 
renfermer  celte  lettre  avec  un  plus  bant  ou  un  phrs  faible  exposant  que 

I  chacun  des  autres  produits  partiels;  par  conséquent,  îb  nepeurentètre 
semblables  aux  autres  produits.  Cette  remarque,  dont  la  vérité  se  déddt 

'    de  la  règle  des  exposants,  sera  d*une  très-grande  utilité  dans  la  dirision* 

19«  Pour  terminer  ce  qui  a  rapport  à  la  multiplication  algébrique^ 

nous  ferons  connaître  différents  résultats  de  multiplication,  d'un  usage 

k    fréquent  en  Algèbre. 

^  l""  Soit  proposé  de  former  le  carré  ou  la  seconde  puissance  d\in 
binôme  a  -V  b.  On  a^  d'après  les  principes  connus, 

I  (a+6)'=(a4-ô)(a4-6)  =  a*-{-2a5+6\ 

c'est-à-dire  que  le  carré  de  la  somme  de  deux  quantités  se  compose  du 
carré  de  la  première  quantité,  plus  le  carré  de  la  seconde,  plus  le  dou- 
WtijrodiiiiY'Aia  première  par  la  seconde, 

àxmif  aoilk  fonutnle.  carré  deSa^rf  8a^4;  en  a,  d'après  ce.gQi,Tieot 
d*widifc,.(&i»+8a?i)  »«  25a*+8Qa'6+6U*6^ 

[^  3f  Soit  à  former  le  carré  d'une  diSerence  a^^b^ 

I       On  a  {a—b)  «=  {a^){a^by^a?.^  2^+b'; 
^est^-dire-que  le  carré  de  la  différence  de  deux  quanjtUés  se  compose 
du  carré  ék  la.p'emièr^  plus  h  carré  de  ta  secohde,  moins  h  double 
produit  de  la  première  par  la  seconde. 
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Ainsi  (7a»6»-12a6«)  *=p  49aV— 163aV+lWa'ô*.  - 

^^3°  Soit  proposé  de  multiplier  a+6  par  a— 6. 

On  a  {a+b)  (a-^b)  =a  a'  —  6*.  Donc  la  somme  de  deux  quantités^ 
multipliée  par  leur  différence,  donne  pour  produit  la  différence  de  leurs 
carrés.  (C'est  le  théorème  démontré  n°  5.) 

Ainsi  (8a'+7a6»)  (8a»— 7aft«)  =6*a*— Wa»6\ 

On  peut,  en  combinant  ces  différents,  résultats,  trouver  les  produits 
de  certains  polynômes  plus  promptement  que  par  le  procédé  ordinaire* 
Soit,  par  exemple^  à  multiplier  5a'— 4^6+36'  par  5a'— 4ki6— 36'; 
si  Ton  remarque  que  la  première  de  ces  deux  expressions  est  la  somme 
de  deux  quantités  5a'— <ki6  et  36',  que  la  seconde  est  la  différence  de 
ces  deux  mêmes  quantités,  on  trouve  de  suite  pour  le  produit» 

(5a'— 4a6)'— (36')'=:25a*— *0a'6+16a'6'— 96\ 

20.  En  réfléchissant  sur  les  résultats  de  multiplication  que  l'on  vient 
d'obtenir,  on  voit  que  leur  composition,  ou  la  manière  .dont  ils  se  for- 
ment à  l'aide  du  multiplicande  et  du  multiplicateur,  est  tout  à  fait  in- 
dépendante des  valeurs  particulières  qu'on  peut  attribuer  aux  lettres 
a  et  5  qui  entrent  dans  les  deux  facteurs. 

En  principe,  la  manière  dont  un  produit  algébrique  se  forme  à  l'aide 
de  ses  deux  facteurs^  s'appelle  la  loi  de  ce  produit;  et  cette  loi  reste 
toujours  la  même,  quelles  que  soient  les  valeurs  atiribuées  aux  lettres 
qui  entrent  dans  les  deux  facteurs, 

21.  Enfin,  un  polynôme  étant  donné,  on  peut  quelquefois,  d'après 
son  inspection,  le  décomposer  en  facteurs,  ce  qui  est  souvent  utile. 

Soit  le  polynôme  25a* — 30a'6  +  15a*6'  :  il  est  évident  que  les 
facteurs  5  et  a'  entrent  dans  chacun  de  ses  termes.  Ainsi,  on  peut  met- 
tre le  polynôme  sous  la  forme  5a'  (5a'— 6a6+36').  De  même, 
Gia^fr^— 25a'6'  se  transforme  en 

(8a'6»  +  5a6*)(8a'6'— 5a6*). 

En  eff'et,  Q^a^b^  et  25  a^b^  étant  les  carrés  de  8a'6'  et  5a6%  il  s'ensuit 
que  l'expression  proposée  est  la  différence  de  deux  carrés,  et  qu'elle  est 
(n"*  19)  décomposable  dans  la  somme  des  racines  de  ces  carrés,  multi- 
pliée par  la  différence  des  mêmes  racines. 

De  la  Division  algébrique. 

22.  La  division  algébrique,  comme  la  division  arithmétique,  a  pour 
but,  étant  donné  un  produit  et  Vun  de  ses  fadeurs^  de  trouver  te  se- 
tond  facteur. 
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Considérons  d*abord  le  cas  de  deux  monômes. 

Soit  à  diviser  72a'  par  8a^  ce  que  Ton  indique  ainsi  :  •— -. 

On  demande  une  troisième  quantité  monôme  qui ,  multipliée  par  la 

seconde,  reproduise  la  première.  Or,  d'après  les  règles  établies  pour  la 

multiplication  des  monômes,  la  quantité  cherchée  doit  être  telle  que 

son  coefficient ,  multiplié  par  8,  donne  pour  produit  72,  et  que  Texpo- 

sant  de  la  lettre  a  dans  cette  quantité,  ajouté  à  3,  exposant  de  la  lettre  a 

dans  le  diviseur,  donne  pour  somme  5,  exposant  du  dividende.  Ainsi , 

Ton  obtiendra  cette  quantité  en  divisant  72  par  8,  et  retranchant  de 

72a' 
l'exposant  5  l'exposant  3,  ce  qui  donne  -^  =  9a*  ;  et  en  effet  on  a 

8a'  X  9a'  =  72a'. 
On  a ,  d'après  les  mêmes  remarques , 

^M^  =  ^^c;  et  en  effet,  7aô  x  5a'6c  =  S^Ve; 
lab 

d'où  l'on  voit  que,  pour  diviser  deux  monômes  l'un  par  l'autre,  il  faut 
i°  diviser  les  deux  coefficients  Vun  par  Vautre;  2"*  pour  les  lettres  com- 
munes au  dividende  et  au  dwiseur^  écrire  chacune  d'elles  à  la  suite  du 
toefficient,  en  l'affectant  d*un  eœposant  égal  à  l'excès  de  V exposant  du 
dividende  sur  celui  du  diviseur;  3°  écrire  à  la  suite  et  avec  leurs  expo- 
sants  respectifs,  les  lettres  qui  entrent  dans  le  dividende  sans  entrer 
ûans  le  diviseur. 

On  trouvera,  d'après  cette  règle, 

48a'6Vd      .  ,^^    150a'6«c(P       „  ,^,  ^ 
12^6^  =  *^^^^^  lô^W-  =  ^""'''^ 

(Voyez  le  n"*  2/1,  pour  le  cas  où  les  exposants  d'une  même  lettre 
sont  égaux  dans  le  dividende  elle  diviseur.) 

23. 11  résulte  de  la  règle  précédente  que  la  division  des  monômes  est 
impossible,  premièrement^  si  les  coefficients  ne  sont  pas  divisibles  l'un 
par  l'autre;  en  second  lieu,  si  certains  exposants  sont  plus  forts  au  divi* 
seur  qu'au  dividende;  en  troisième  lieu,  si  le  diviseur  renferme  une  ou 
plusieurs  lettres  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  le  dividende.  Dès  qu'une 
ou  plusieurs  de  ces  trois  circonstances  se  rencontrent,  le  quotient  reste 
sous  la  forme  d'un  monôme  fracUonnaire,  c'est-à-dire  d'une  expression 
moDome  dans  laquelle  entre  nécessairement  le  signe  algébrique  de  la 
division,  mais  qu'on  peut  souvent  simplifier. 

Soit ,  par  exemple ,  i2a*b^cd  à  diviser  par  8a^bc^. 

On  ne  peut  trouver  ici  pour  quotient  un  monôme  entier,  c'est-à-dire 
nn  monôme  débarrassé  du  signe  de  la  division,  parce  que  12  n'est  pas 

2 
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divisible  exactement  par  8,  et  qu-^n  outre  Texposant  de  c  est.moîns 
grand  au  dividende  qu'au  diviseur.  Ainsi,  on  présentera  le  quotient 

demandé  sous  la  forme   ^  ..  ,  s  maison  peut  simpuner  cette  expres- 
oa  our 

sion«  en  remarquant  que  les  faeteurs  ^^i  a%  br-ei  c,  étant  .communs  aux 

deux  termes  de  cette  fraction»  tl^n!empêche  de  l^&^pnx&er,;  etTon 

,    ,        3a'M 
a  pour  résultat,  — ^ — . 

En  général,  pour  simplifier  un  monôme  fractionnaire,  il  faut, 
1»  supprimer  le  plus  grand  faveur  eomni^u»  aua^  deux  coeffieients; 
2»  retrancher  le  plus  petit  des  deux  es^osants  d*une  même  lettre ,  du 
plus  grand,  et  écrire  la  lèUte  affectée  de  cette  différence  it exposants, 
dans  celui  des  deux  termes  de  la  fraction  ou  V exposant  était  le  plus 
grand;  3^  écrire  les  lettres  non  communes,  avec  leurs  exposants  res- 
pectifs,  dans  celui  des  deux  termes  de  la  fraction  où  ces  lettres  en* 
traient. 

On  trouvera  d'après  cette  nouvelle  règle, 

k8a^b'€d'       kad^   maVc'd^  mh^e    la'b  ^  1 
aea'ôVrfe'"  'dùce  êa'bc'à'  ^%a^d  'iW6*""2a^' 
Dans  le  dernier  exemple ,  comme  tous  les  facteurs  du  divîdende'se 
trouvent  au  diviseur,  le  numérateur  se  réduit  à  Yunité,  parce  que  eela 
revient  à  diviser  les  deux  termes  de  la  fraction  par  le  numérateur. 

2k.  Il  arrive  souvent  que  les  exposants  de  certaines  lettres  sont.les 
mêmes  au  dividende  qu'au  diviseur. 

Soit,  par  exemple,  à  diviser  2k€^h^  par  8a^b^;  comme  la  lettre  6  est 
affectée  du  même  exposant,  le  quotient  ne  doit  pas  !«  lœnfermer,  et 
2ha'b' 
Sa'b'~ 

SOUS)  une.  forme  propre  à  .conserver  ]a.irace,dÊla.lettre.&  qui  ta  disparu 
par  i'efiCei.  de  la  réduction. 

b* 
En  effet,  si  Ton  applique,  par  eont^enthn,  à  Texpression  ^  la  rè^e 

des  exposants  (n°  22), il  vient-  =  b\  Ce  nouveau  symbole  fr'  indi- 
que (n<'2)  que  la  lettre  entre  0  foû  comme  fadeur  dans  letqaotkiity 
OQ,  ce  qui  revient  au  même,  qu-dkiie  doît.pasy  entrer  ;jBais il ÎQâiqae 
en  même  temps  qu'elle  entrait  dans  le  dividende  etlediviieor^et^'jdle 
a  disparu  par  Teffet  de  l'epératioB.  Ces7inb0k.a£a2raBiage.de.eonser- 
verlatraoed'un  nombre  qui  faisait  |>artie,deia  cpnstion  que  Ton  avait 
en  vue  de  résoudre,  sans  changer  pour  eda  en  wn  le  résultat  ;  car. 
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Ton  a  Q  212^^^'  ^^^^  ^^  remarque  que  ce  résultat  3a.  peut  être  mis 


mVISION  INES  POLYNOMES.  M 

puisque  i'^proidenide  ^  qui,  d'aiUeus  ast  .%d  à  4  »  il  t^iwitt  qoe 
diib^  éffBtirmikBa'X  1  <ni  3a, 

Comme  il  importe  d^avoir  des  notions  exaetes  sur  l'orifine  et  k  si- 
^iûcation  des  symboleftemployéSien  Algèbre^  nous  nans  prc^oseronsde 
£aite  voirqu*^  général,  touUquanUté  a,  affectée  de  rfarpojtmto,  éq^ 
vaut  à  iy  cestràrdke  que  Vo»  a 

£n  effets  cette  expression  provient,  comne  nous  Tenons  de  le  dire, 

dece  que  a  est  affecté  du  même  exposant  au  difidende  et  an  divisenr 

,  a™ 

tf«Be  division  indiquée*  Ainsi  Von  a  a*»  = — (w  désignant  pour  plus  de 

généralité  le  nombre  entier  qui  aert  d*exposant  à  a).  Mais  le  quotient 

a"* 
de  tonte  quantité  divisée  par  elle-même  est  1  ;  donc  — = 1;  donc  aussi 

ranao^=l. 

Le  symbole  a^  n^est^  oonê  lef  répétom,  employé,  par  convention,  que 
poer  eossetver  dans  le  caleul  la  trace  d'une  lettre  qui  entrait  dans 
renoncé  dtune  question,  mais  qui  doit  disparaître  par  Teffet  d'une  divi- 
sion ;  et  il£8t  senvenlaéccssaire  de  conserver  cette  trace. 

DIVISION  DB  DEUX  POLVNOMBS. 

».  Soit  à  dïîiser  Utt^h^  +  lOo»—  Wo'6  —  iSb'  +  iab\  par 

Poursuivre  plus  facilement  les  calculs,  on  peut  les  disposer  ainsi  : 
Ma'b'  +  10a*  —  «8a'»  -  186^*  +*«*'  1     iJwS— Sa^S^* 

+  Si^b  —  tW  +  6g^6'  [  —  2a* + 8a6— 56» 

57a'6*  — «Oa'6— 15J*+4ai' 

^32a%^  +'40a^&— 24a6» 

25a^6'  —  156*  —  20a6' 
+20aô'  — .25aW  +  156*    


0 

Le  but  de  cette  opération  est,  comme  nous  rivons  déjà  dit  (a<>  âS), 
de.trow}erun4r^idè$iM,polifm>m€  ,qui,mtdti^ié  parJemondj^iffo^ 
étiÊiêeJe  premkr. 

JU  téadto^a  cette  défioitkA.^  de. IdE^gle  étaUie  .(n»  17)  .pour  1» 
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multiplication  des  polynômes ,  que  le  dividende  est  Tasseniiblage,  par 
addition  et  après  riduetion,  des  produits  partiels  de  chacun  des  termes 
du  diviseur,  multipliés  par  chacun  des  termes  du  quotient  cherché.  Cela 
posé,  si  l'on  pouvait  découvrir,  dans  le  dividende,  un  terme  qui  pro- 
vint, sam  réduction,*àe  la  multiplication  de  Tun  des  termes  du  diviseur 
par  Tun  des  termes  du  quotient,  alors,  en  divisant  Tun  par  l'autre  ces 
deux  termes  du  dividende  et  du  diviseur,  on  serait  sûr  d'obtenir  un 
terme  du  quotient  cherché. 

Or,  d'après  la  troisième  remarque  du  n°  18,  le  terme  10a*  affecté 
du  plus  haut  exposant  de  la  lettre  a,  provient,  sans  réduction,  delà 
multiplication  des  deux  termes  du  diviseur  et  du  quotient,  affectes  res- 
pectivement du  plus  haut  exposant  de  la  même  lettre.  Donc,  en  divisant 
le  terme  10a*  parle  terme  —  5a'  du  diviseur,  on  sera  certain  d'avoir 
un  terme  du  quotient  cherché.  Mais  il  se  présente  ici  une  difficulté, 
c'est  de  déterminer  le  signe  dont  le  terme  du  quotient  doit  être  affecté. 
Pour  ne  pas  être  arrêté  dorénavant  à  ce  sujet,  nous  allons  établir  une 
règle  qui  sera  la  règle  des  signes  de  la  division. 

Comme,  dans  la  multiplication,  le  produit  de  deux  termes  de  même 
signe  est  affecté  du  signe  +,  et  que  le  produit  de  deux  termes  de  signes 
contraires  est  affecté  du  signe  — ,  on  peut  conclure,  1^  que,  si  le  terme 
du  dividende  aie  signe  +,  et  celui  du  diviseur  le  signe  +,  le  terme  du 
quotient  doit  avoir  le  signe  -j-  ;  2°  que  si  le  terme  du  dividende  a  le 
signe  +  et  le  terme  du  diviseur  le  signe  — ,  le  terme  du  quotient  doit 
avoir  le  signe  — ,  parce  qu'il  n'y  a  que  le  signe  —  qui,  combiné  par 
multiplication  avec  le  signe  — du  diviseur,  puisse  reproduire  le  signe + 
du  dividende;  3°  que  si  le  terme  du  dividende  a  le  signe  —  et  le  terme 
du  diviseur  le  signe  +,  le  quotient  doit  avoir  le  signe  — ;  4"  enfin,  si 
le  dividende  a  le  signe  —  et  le  diviseur  le  signe  — ,  le  quotient  doit 
avoir  le  signe  -f 

En  résumant,  on  voit  que  cela  revient  à  dire  : 

Si  les  deux  termes  du  dividende  et  du  diviseur  sont  de  même  signe, 
h  quotient  doit  être  affecté  du  signe +;  et  s'ils  sont  affectés  de  signes 
contraires,  le  quotient  doit  être  affecté  du  signe  — .  On  dit  encore  par 
abréviation, 

+  divisé  par+,  et  —  divisé  par  — ,  donnent  +; 
—  divisé  par-j- ,  et  +  divisé  par  -7-,  donnent  — . 

Revenons  à  notre  objet. 

Dans  l'exemple  proposé,  10a*  et  —  5a'  étant  affectés  de  signes  con- 
traires, leur  quotient  doit  avoir  le  signe—;  d'ailleurs  10a*  divisé  par  5a' 
donne  2a'  (n<>  22);  donc  —  2a'  est  un  terme  du  quotient  cherché.  Après 
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ravoir  écrit  au-dessous  du  diviseur,  on  multiplie  chacun  des  termes  du 
diviseur  par  ce  terme,  puis  on  soustrait  le  produit  —  8a'6  +  10a*  — 
6a'6^,  du  dividende,  ce  qui  se  fait  en  écrivant  ce  produit,  avec  des 
signes  contraires,  au-dessous  du  dividende,  et  en  opérant  la  réduction. 
Il  vient  ainsi  pour  résultat  de  la  première  opération  partielle, 

57a»6»  —  40a'6  — 156*  +  hab\ 

Ce  résultat  se  compose  de  produits  partiels  de  chacun  des  termes  du 
diviseur  par  chacun  des  termes  qui  restent  à  déterminer  au  quotient. 
On  peut  donc  le  regarder  comme  un  nouveau  dividende,  et  raisonner 
sur  lui  comme  sur  le  dividende  proposé.  On  est  ainsi  conduit  à  prendre, 
dans  ce  résultat,  le  terme —  4>Oa'6,  affecté  du  plus  haut  exposant  de  a, 
et  à  le  diviser  par  le  même  terme  —  5a'  du  diviseur.  Or,  d'après  les 
principes  précédents,  —  kOa^b  divisé  par  — -  5a',  donne  pour  quotient 
+  8a&,  nouveau  terme  qu*on  écrit  à  la  droite  du  premier.  Multipliant 
chacun  des  termes  du  diviseur  par  ce  terme,  et  écrivant  les  produits 
avec  des  signes  contraires,  au-dessous  du  second  dividende,  puis  faisant 
la  réduction,  on  trouve  pour  résultat  de  la  seconde  opération, 

25a'6»  — 156*  — 20a6'; 

divisant  encore  25a'6'  par  —  Sa',  on  a  pour  quotient, —  S6'  qui  forme 
le  troisième  terme  du  quotient.  Multipliant  le  diviseur  par  ce  terme,  et 
écrivant  les  termes  du  produit,  avec  des  signes  contraires,  au-dessous 
du  troisième  dividende,  puis  faisant  la  réduction,  on  obtient  pour  résul- 
tat 0.  Donc  —  2a'  +  8ab  —  56',  ou  8a6  —  2a'  —  56',  est  le  quotient 
demandé;  ce  qu*on  peut  d*ailleurs  vérifier  en  multipliant  le  diviseur 
par  ce  polynôme  :  le  produit  effectué  doit  être  égal  au  dividende. 

En  réfléchissant  sur  les  raisonnements  précédents,  on  voit  que, 
comme,  dans  chaque  opération  partielle,  on  est  obligé  de  rechercher 
le  terme  du  dividende  affecté  du  plus  haut  exposant  de  Tune  des  lettres, 
et  de  le  diviser  par  le  terme  du  diviseur  affecté  du  plus  haut  exposant 
de  la  même  lettre,  on  éviterait  cette  recherche,  si  Ton  avait  le  soin 
û* écrire  a  priori  les  termes  du  dividende  et  du  diviseur,  de  manière  que 
les  exposants  d^une  même  lettre  allassent  en  décroissant  de  gauche  à 
droite.  C'est  ce  qu'on  appelle  ordonner  le  dividende  et  le  diviseur  pat 
rapport  à  une  même  lettre.  Au  moyen  de  cette  préparation ,  le  premier 
terme  à  gauche  du  dividende,  et  le  premier  terme  à  gauche  du  diviseur, 
sont  toujours  les  deux  termes  qu'il  faut  diviser  Tun  p*ar  l'autre,  pour 
avpir  un  des  termes  du  quotient;  et  il  en  est  de  même  dans  toutes  les 
opérations  suivantes  parce  que  les  quotients  partiels  et  les  produits  du 
diviseur  par  ces  quotients  sont  continuellement  ordonnés. 
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Voici  le  tabeau  des  calcnb  de  Texesiple  précédent,  apris  qoe  Pou  9l 
ordonné  les  deux  pol  jnomes, 

10a»—  48a»J+51aV  +  4aJ»—  156*  )  — 5a*+  hah  +  3b* 
■-  lOg*  +  8a'b  +  6ay  I  —  2a«  +  8a6  —  S»»  ' 

—  iM)a'6  +57a»6»  +  4a6«  — 156» 
+  40a'6— 32a*6»  — 24a6' 

+  25a'6'— 20a6»— 186» 
—  25a»5*+20a5»+156* 

26.  De  là  on  pcirl  conclure  la  règle  soivanteponr  diriser  deaxpotf* 
nomes  Tan  par  l'antre  :  Ajn'ès  avoir  ordonné  le  âmâendt  H  le  diviêewr 
par  rapport  à  une  même  lettre,  divisez  le  premier  terme  à  gauche  dk 
dividende  par  le  premier  terme  à  gauche  du  diviseur,  vous  ohtenet 
ainsi  le  premier  terme  du  quotient;  mtdtipliez  le  diviseur  par  ee  terme, 
et  retranchez  le  produit  du  éRvidende  proposé.  Divisez  ensuite  le  pre^ 
mîer  terme  du  reste  par  le  premier  terme  du  diviseur^  vous  obtenez  ninêi 
le  second  terme  du  quotimU;  multipUsx  le  diviseur  par  ce  second  terme, 
et  retranchez  le  produit,  du  résultat  de  la  première  opération.  Conti-' 
nuez  ainsi  les  opérations ,  jusqu'à  ce  qu'enfin  vous  obteniez  pour  r#- 
sultat  0  :  AUQUEt  cas,  la  division  sst  dite  xxAcra» 

Lorsque  le  premier  terme  du  dÎTidende  ordonné  n'est  pas  exactement 
divisible  (n*"  23)  par  le  premier  terme  dtt  diviseur  aussi  ordonné,  c*est 
nn  signe  que  la  division  totale  est  impossible,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  a 
pas  de  polynôme  entier  qui,  multiplié  par  le  diviseur,  puisse  reproduire 
le  dividende.  Et,  en  général,  on  reconnaît  qu'une  division  estimpos^ 
sible,  lorsque  le  premier  terme  de  Vun  des  dividendes  partiels  n'est  peu 
divisible  par  le  premier  terme  du  dwiseur. 

2i7.  Nous  remarquerons,  en  passant,  que,  s*f  1  y  a  quelque  analogie 
entre  la  division  arithmétique  et  la  division  algébrique,  par  rapport  à 
la  manière  dont  les  calculs  sont  disposés  et  effectués,  elles  ontentre  elles 
cette  différence  essentielle,  que,  dans  la  division  arithmétique,  les  chtf^ 
fires  du  quotient  s'obtiennent  par  tâtonnement,  tandis  que,  dans  la  di« 
vision  algébrique,  le  quotient  que  l'on  obtient  en  divisant  le  premier  tenue 
d'un  dividende  partiel  par  le  premier  terme  du  divisenr,  est' toujours 
nn  des  termes  du  quotient  cherché.  Si  cette  division  partielle  ne  pe»t 
s'efiéclner,  on  doit  conclure  tout  de  suite  que  la  division  totale  est  im- 
possible. Sous  ce  rapport,  la  division  algébrique  est  plus  simple  qat  la 
division  arithmétique. 

En  oulre,  rien  n*empêcherait  de  commencer  l'opération  ptrila  dr^ife, 
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aa  lieu  de  la  commencer  par  la  gancbe,  puisque  alors  ce  serait  opérer 
SOT  les  termiesiafieQtés  des  plus  faibles  exposants  de  la  lettre  par  rap*> 
port  à  laquelle  on  a  ordonné.  Dans  la  division  arithmétique,  on  ne  peut 
trouver  le  quotient  qu*en  commençant  par  la  gauche. 

Enfin,  telle  est  l'indépendance  der opérations  partielles  que  comporte 
le  procédé,  qu'après  avoir  soustrait  du  dividende  total  le  produit  du 
diviseurïrarlëprcnrier  terme  trouvé  au  quotient,  soustrattion  indis- 
pemahlè,  on  peut,  à  là  seconde  opération,  diviser  Tim  par  l'autre  les 
deux  termes  dû  nouveau  dividèmie  et  du  diviseur,  affeetés  du  plus  haut 
exposant  d'iône  lettre  dîSërente  de  celle  que  l'on  avait  considérée  d'a- 
bord, et  Ton  obtiendra  encore  xin  dés  termes  du  quotient  qui  restent  à 
déterminer.  Si  I'ob  conserve  la  même  lettre,  c'est  parce  qu'il  n'y  a  pas 
de  raison  pour  en  dianger,  et  que  les  deux  polynômes  étant  déjà  ordon- 
ner par  rapporta  la  première  lettre,  les  premiers  termes  à  gauche  dans 
le  dividende  cf  le  diviseur  sont  propres  à  donner  un  terme  du  quotient, 
tandisi|ue,  si  l'on  changeait  là  lettre  >  il  faudrait  chercher  de  nouveau 
les  termes  affectés  du  plus  haut  exposant  de  cette  lettre. 

Second  exemple. 

28.  Diviser  2iœY  4-  SS^jf»  +  «gajy^—  %»  —  66^»  —  18a?*y 
par  Sjf' — 8;p*-^6*y; 

Voici  le  tableau  des  calcul^  en  ordomiant  par  rapport  à  y  : 


^  re^.  aOjîi/*— 39a:y +21a;y— 18«*îf-56aî^ 
— a0a?y*+2ii^V+32a^y? 

^  teste 15a?y+53a?y— 18^-860?'^ 

■fl8a?y--18a?y--24a?^y 

3«  reste +35a?y— 4ar*y— 56^* 

— 35a;yH-42a:»y+86aî» 

reste  final. .. .  0 

Comme  il  importe  auK  commenç^nts/deseJEaniliariser  avec  les  opé- 
rations algébriques,  et  surtout  de  calculer  promptement,  nous  allons 
traiter  de tnouTteau  le^emier  exemi:^,  en  indiquant  les  simplifications 
qirïl  est  à  propes  d%tnxhif  m' 

Elles  consistent,  commeenr  Arithmétique,  à  soustraire  du  «dividende 
chaque  prodoit  partiel,  immédiatement  après  avoir  formé  ce  produit. 
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1"  reste..+20V--39a?V+21a?V— 18a?*y56a?'^  !  -  Sy'-^-kxy'—Sx'y-j- 
2«  reste...->15a?Y+53a;^i/"— 18a?*y— 563?*^ 
3«  reste ....     4-35a;y — 4.2a;*î/— 56a?^ 


reste  final. ...  0 

Si  Ton  divise  d'abord  —  40i/*  par  5t/S  il  vient  pour  quotient, — 8y*. 
Multipliant  5y'  par  —  8y',  on  a  —  40i/%  qui,  changé  de  signe,  donne 
+  /frOf/^,  terme  qui  détruit  le  premier  terme  du  dividende. 

De  même,  —  6œyX — 8t/'  donne+,  et  pour  la  soustraction,— 48a? j/*, 
qui,  réduit  avec  +  68a?t/*,  donne  pour  reste  +  20art/*.  Enfin,  —  8a;' 
X  —  8y'  donne  +,  et  pour  la  soustraction,  —  Qkx^y^  qui,  réduit  avec 
-|-25a?V>  donne  —  39a?V'  I^®  résultat  de  la  première  opération  est 
donc  +  20a;i/*  —  39a?'t/'  suivi  des  autres  termes  du  dividende  qui 
n*ont  pas  été  réduits  avec  les  produits  partiels  déjà  obtenus. 

On  opère  sur  le  nouveau  dividende  comme  on  a  opéré  sur  le  divi- 
dende primitif,  et  ainsi  de  suite. 

Troisième  exemple. 

Soit  à  diviser  95a— 73a'+56a*  —  25  —59a' 
par  —  3a'+5  —  lla+7o'. 

56a*  —  59a»  —  73a'  +  95a— 25  .7a»  —  3a^—  lla+S 
1"  reste. . ..—  35a»  +  15a'  +  55a— 25) 8a  —5 

2«  reste....  0 

29.  Il  peut  arriver  que  Tun  des  polynômes  proposés,  ou  tous  les  deux, 
renferment  plusieurs  termes  affectés  d'une  même  puissance  de  la  lettre 
par  rapport  à  laquelle  on  veut  ordonner. 

Comment  doit-on,  dans  ce  cas,  disposer  les  polynômes  et  effectuer  la 
division? 

Soit  à  diviser 

lla'6  -  19a6c  +  10a»—  15a'c  +  3a6'  +  156c'  —  56'c 
par  5a'+3a6  —  56c. 

On  remarque  que  les  deux  termes  lla'6  —  15a'c  peuvent  être  mis 
sous  la  forme 

(116  — 15c)  a',  OU 


116|a- 


—  15cl 

en  écrivant  une  seule  fois  la  puissance  a*,  et  plaçant  à  gauche,  dans  une 
même  colonne  verticale,  l'ensemble  des  quantités  qui  multiplient  cette 
puissance;  ce  polynôme  multiplicateur  s'appelle  alors,  par  extension 
(n"  2),  le  coefficient  de  a». 
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[Cette  seconde  inaDière  de  réunir  les  termes  affectés  d'une  même 
puissance  est  préférable  à  la  première,  sous  deux  rapports  :  1<^  parce 
que,  s'il  y  a  beaucoup  de  termes  dans  le  dividende  et  le  diviseur^  on  a 
de  la  peine  k  les  faire  tous  tenir  sur  une  même  ligne  horizontale; 
2^  parce  que,  comme  le  coefficient  de  chaque  puissance  doit  être  lui- 
même  ordonné  par  rapport  à  une  seconde  lettre,  on  est  obligé,  si  le  pre- 
mier terme  est  soustractif,  de  faire  éprouver  aux  termes  une  modiBca-^ 
tien  qui  peut  induire  en  erreur  lorsqu'on  emploie  la  première  manière. 
Soit,  par  exemple,  l'expression  —  156*a'  +  7bca^  —  8c^a^;  la  modi- 
fication consiste  à  mettre  cette  expression  sous  la  forme 

—  (156'  -  76c+8c')  a'. ...  (no  15); 

au  lieu  que  par  la  seconde,  on  l'écrit  ainsi  :  — - 155'  a' 

+   76c 

et  de  cette  manière,  on  a  l'avantage  de  conserver  à  chaque  .terme  le 
signe  dont  il  était  d'abord  affecté.] 

Pareillement,  —  19a6c+3a6'  s'écrira  +    36'|a. 

—  196c| 

Cela  posé,  voici  comment  on  effectuera  l'opération  : 


10a'+116 
—15c 


a'-h  36» 
—196c 


a'+  36' 
.—  96c 


a— 5ô'c+I56c'   )Sa'H-36g-56c 
2a  +  6  —3c 


a_56^c-f.l56c* 


!•'  reste.     4-  56 
—15c 
^  reste... 

Divisant  d'abord  10a'  par  5a',  on  a  2a  pour  quotient. 

Retranchant  le  produit  du  diviseur  par  2a,  on  obtient  un  premier 
reste.  Divisant  la  partie  affectée  de  a'  dans  ce  reste  par  5a',  on  a  pour 
quotient  6  —  3c.  Multipliant  successivement  chaque  partie  du  diviseur 
par  6  —  3c,  et  retranchant  chaque  produit,  on  trouve  pour  résultat  0. 
Donc  2a+6  —  3c  est  le  quotient  demande. 

Pour  nous  rendre  compte  d'une  manière  générale  du  cas  précédent 
qui  est  le  plus  compliqué  de  la  division,  désignons  le  dividende  par  ka* 
+Ba'+Ca'-hDA-f-E,  et  le  diviseur  par  AV+B'a-hC 

[C'est  un  usage  en  Algèbre^  lorsqu'il  doit  entrer  dans  une  question 
un  grand  nombre  de  quantités,  d'en  désigner  d'abord  un  certain  nom* 
bre  par  des  lettres  différentes  ;  et,  pour  ne  pas  trop  multiplier  le  nombre 
de  lettres,  de  désigner  les  autres  par  les  mêmes  lettres  accentuées.  Les 
accents'...".;.'"  se  prononcent  pimc,  seconde,  tierce,] 
Dans  ces  deux  polynômes,  chacun  des  coefficients  A,  B,  G,  D,  £,  A', 
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B',  C,  désigne  Tassemblage  de  plusieurs  termes.  Ainsi,  Aa*  représente 
tonte  la  partie  du  dividende  affectée  de  a*,  et  ainsi  des  autres.  Cela 
posé,  puisque  le  plus  haut  exposant  de  a  est  4  dans  le  dividende  et  2 
dans  le  diviseur,  il  doit  aus.  '  être  égal  à  â  dans  le  quotient,  qui  est  alora 
de  la  forme  AV+B'a+  C*.  Pour  déterminer  la  partie  de  ce  quotient 
affectée  de  la  plus  haute  puissance,  on  remarque  que  le  produit  des 
deux  parties  A'o*  et  AV  ne  peut  éprouver  aucune  réduction  avec  les 
autres  produits  du  diviseur  par  le  quotient^  et  par  conséquent  doit  être 
égal  à  la  partie  Aa*  du  dividende,  affectée  de  la  plus  haute  puissance. 
Donc  réciproquement,  si  Ton  divise  Aa*  par  A'a',  on  doit  avoir  la 
partie  A'o*  du  quotient;  cela  revient  k  diviser  A  par  A',  puisque  a* 
divisé  par  a^  donne  a'.  Si  A  et  A'  sont  eux-4néai€8<ks  polynômes  oom*' 
posés  d'une  ou  de  plusieurs  lettres,  on  agit  sur  eux  ainsi  qu'il  a  été  dit 
précédemment,  ce  qui  exige  qu'on  ordonne  d'abord  les  deux  polynômes 
par  ranK)rt  k  l'Ime  des  lettres  qui  y  eatre&ti  Voilà  pourquoi  n9us  av^ms 
dit  plus  haut  qu'en  écrivant  les  termes  afifèctés  d'une  même  ptnssaiiee 
dans  une  colonne,  il  faut  avoir  soin  de  les  ordonner  par  rapport  à  une 
seconde  lettre;  on  les  ordonnerait  même  par  rapport  à  une  troisième 
lettre,  si  plusieurs  termes  d'une  colonne  renfermaient  un  même  expo- 
sant de  la  seconde  lettre. 

La  partie  A'a^  étant  obtenue,  on  multiplie  chacune  des  parties  du 
diviseur  par  A'à',  et  l'on  retranche  au  fur  et  à  mesure  les  produits  par- 
tiels qu'on  obtient,  ce  qui  donne  un  premier  reste  sur  lequel  on  opère 
comme  sur  le  dividende  proposé. 

Voici  deux  nouveaux  exemples  du  cas  qui  nous  occupe.  (On  a  en 
soin  d'y  joindre  les  divisions  partielles  que  nécessite  l'opération  prin- 
cipale.) 


126» 

a'+286» 

0»+  106* 

1  a  \ 

-  296e 

— 316'c 

—66V 

1 

+  15c' 

—  96c» 
+15c' 

1 

+156' 

0*+ 106» 

a 

— 256»c 

-QbV 

—  Ue* 

+  15c' 

36 

—  6c 


a-f^* 


4*  I  a'+S*'  I 
3«  I      "de*  1 


0 
Première  dvmion  partielU. 

126'— 296c-i-18e»  -,   3b— Se 

'<~kb—: 


—  96c-|- . 
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Deuxième  dbniion  parUeÙe. 

— 96(;».f  15c»   I   56'— 3c» 


29 


s»  66 
—10 

+236 
—20 

a' — 36» 
+226' 
—316 
+  8 

a^+46.' 
-96» 
+56 
-5^ 

a4^.-ai 

-96» 
+2TA 
-20 

a» 

■ 

+126»  a* 
—236 
+  ^ 

+36 
-5 

«+6«-â6 

H-4  I    -1  I 


0 

Première  division  partielle. 
66  —  10  I  36  —  5 
0 

Deuxième  c^inon  partidle. 
— 96'4-276— 20  ^       36— S 
4-126—20  )[  —36-1-4 
0 

Ti^aisième  division  partielle, 
i26"~236-t-5  ^  36--5 
—  364-5  )  46—1 


Quatrième  division  partielle, 
36  —  8  \  36  —  5 

3IXi.  Il  9xiMQ.;uo  .aotre.x:a3  assez.  iioRortaot  dans  la  dividooialgébei- 
que;  e'eei.  cêbd  oà  le  polynôme  dividende  contient  une  ou  plusieurs 
iettree  que  ne  renferme  pas  le  diviseur^  Qn  pourrait  ordonner  les  deux 
polynômes  par  rapport  à  l'une  des  lettres  communes,  et  faire  la  division 
commet^à  IWdihaîre.  Mais  il  y  a  un  moyen  beaucoup  plus  simpk^*ob< 
tenir  le  quotient. 
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Supposons,  par  exemple,  que  le  dividende  contienne  diverses  puis- 
sances de  la  lettre  a,  et  que  cette  lettre  n'entre  pas  dans  le  diviseur  (on 
dit  alors  que  celui-ci  est  indépendant  de  a).  £n  ordonnant  le  dividende 
par  rapport  à  a,  on  peut  le  mettre  sous  la  forme  Ao*  +  Ba^  -f-  Ca^  -f- 
Da+E,  k  étant  supposé  le  plus  haut  exposant  de  a  dans  ce  polynôme; 
À,  B,  C,  D,  E,  sont  des  monômes  ou  polynômes  qui  ne  renferment  pas 
a.  Soit  d'ailleurs  M  le  polynôme  diviseur,  indépendant  de  a. 

Cela  posé ,  puisque  le  diviseur  multiplié  par  le  quotient  doit  repro- 
duire le  dividende,  et  que  le  diviseur  M  ne  contient  pas  a ,  il  est  clair 
que  le  quotient  doit  être  un  polynôme  affecté  des  mêmes  puissances  de 
la  lettre  a,  que  celles  qui  se  trouvent  dans  le  dividende.  Ain^  ce  quo- 
tient est  nécessaif ement  de  la  forme  A' a*  +  BV  4-  C'a*  -f-  D'à  +  E'. 
Or,  si  Ton  conçoit  que  ce  quotient  soit  trouvé ,  et  qu'on  ait  multiplié 
successivement  le  diviseur  tout  entier  par  chacune  des  parties  A'a^, 

B'a%  C'a^...,  les  produits  seront  A'Ma*,  B'Ma%  C'Ma' ,  et  comme 

ils  ne  peuvent  éprouver  entre  eux  aucune  réduction ,  puisque  la  lettre 
ordonnatrice  y  est  affectée  d'un  exposant  différent,  ils  doivent  être  res- 
pectivement égaux  aux  termes  Aa*.,  Ba^  Ca^..**»  du  dividende. 

Ainsi  Ton  a 

A'M  =  A,  d'où  A'  =  A  :  M, 
B'M  =  B,  d'où  B  =  B  :  M, 
CM  =  C,  d'où  C  =  C  :  M, 

et  ainsi  de  suite  ;  d'où  l'on  déduit  cette  proposition  générale. 

Pour  quun  polynôme  or dofmé  par  rapport  à  une  certaine  lettre,  soit 
exactement  divisible  par  un  polynôme  indépendant  de  cette  lettre ,  il 
faut  que  chacun  des  coefficients  des  diverses  puissances  du  premier  po^ 
lynome  soit  exactement  divisible  par  le  second.  Les  coefficients  des  di^ 
verses  puissances  de  la  lettre  dans  le  quotient ,  ne  sont  autre  chose  que 
les  quotients  successifs  de  la  division  des  coefficients  du  polynôme  divi' 
dende  par  le  polynôme  diviseur. 

Soit  à  diviser  le  polynôme 

par  6* — c^. 

Le  dividende  ordonné  par  rapport  à  a ,  peut  être  mis  sous  la  forme 
{W'hb^C'^dhc^'^(^)a^+{db*c—3bcy'\'b'—2bV'{'bc';  effectuant 
es  trois  divisions  partielles  marquées  par 

Sy-f-Pe  — 35c»— es    36'c  — 36c'    5»  — 2ôV  +  6c» 
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on  trouve  pour  quotients,  Sb  +  c^Zbe,  6'— &c';  ainsi  Ton  a  pour  le 
quotient  total,  (364-c)  a^+36ca-f-6'— 6c*. 

Les  deux  derniers  quotients  Sbc  et  V — 5c'  peuTent  s'obtenir  plusai* 
sèment  que  par  le  procédé  ordinaire,  si  Ton  observe,  1«  que  36'c — Sfcc* 
équivaut  (n»  21)  à  36c  (6»— c')  ;  2»  que  6*  —26V  +  6c*  équivaut  à  b 
(6»-.26V+c*),  ou  6  (6«— c")',  (  n»  19). 

Nous  observerons  à  ce  sujet ,  que,  s*il  existe  des  règles  générales  popr 
effectuer  toutes  les  opérations ,  ces  règles  peuvent  souvent  être  simpli- 
fiées; et  il  ne  faut  jamais  négliger  d'employer  ces  simplifications, 
lorsque  Toccasion  s'en  présente*  On  ne  s*en  conforme  que  mieux  à  l'es- 
prit du  langage  algébrique. 

31.  Parmi  les  différents  exemples  de  division  algébrique ,  il  en  est 
un  remarquable  par  ses  applications,  et  qui  se  rencontre  si  souvent  dans 
la  résolution  des  questions,  que  les  algébristes  en  ont  fait  une  espèce  de 
théorème.  On  a  vu  (n°»  5  et  19)  que  (a  -f-  6)  (a — 6)  donne  pour  pro- 
duit a*  —  6*  ;  donc,  réciproquement  a' — 6*  divisé  par  a  — 6,  donne 
a-|-6  pour  quotient. 

En  divisant  également  a*— 6*  par  a — 6,  on  trouve  un  quotient  exact 
etégalàa*-i-o6+6\ 

De  même ,  a*  —  6*  divisé  par  a  —  6 ,  donne  pour  quotient 
a'^a'b-^ab^+b\ 

Ce  sont  des  résultats  qu'on  peut  obtenir  en  suivant  le  procédé  ordi- 
naire de  la  division  ;  et  l'analogie  porte  à  conclure  que,  quelque  grand 
que  soit  l'exposant  qui  affecte  les  deux  lettres  a  et  6 ,  la  division  se  fait 
encore  exactement  ;  mais  l'analogie  n'est  pas  une  certitude  rigoureuse. 
Pour  acquérir  cette  certitude,  désignons  par  m  l'exposant,  et  essayons 
la  division  de  a^-^b"*  par  a— 6. 

am  —  6«    »    a  —  6 


1"  reste -*-  a™—'  6  —  6™    J    a'"-'» 

ou  bien ,  6  (a"»""'  —  6"»—»). 

Divisant  d'abord  a*"  par  a,  on  a  pour  quotient  a"*'',  d'après  la  régit 
des  exposants  (n"*  22).  Le  produit  de  a — 6  par  a"*--'  étant  soustrait  du 
dividende,  on  a  pour  premier  reste  a'»~'6— 6",  expression  qu'on  peut 
mettre  sous  la  forme  6  (a'"  «— 6«— i).  D'oùl'on  voit  que^si  l'on  suppose 
a*"-'  — 6"—'  divisible  exactement  par  a — 6,  il  en  est  de  même  de 
a" — 6";  ce  qui  veut  dire  que,  si  la  différence  des  puissances  sembla- 
bles d'un  certain  degré  de  deux  quantités,  est  divisible  exactement  par 
la  différence  de  ces  mêmes  quantités ,  la  difiTérence  des  puissances  d'un 

degré  plus  grand  d'une  unité  est  aussi  divisible.  Or, — — ^donnc  un 
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quotient  exact  et  égal  à  a+b;  donc  ■  donne  un  quotient  eiact  et 

^al  à  a'+  h r-^,  ou  a*+ô(a+6),  ou  bien  encore,  a'+at+6^. 

^* J* 

Pareillement, r-  donne  un  quotient  exact  et  égal  à  o'+i 

a— 6 

i— ^,ûua»  +  6(a»  +  a6  +  6*),oua'  +  a"ô+a5'^       et  en 

g£i>éraly r-  donne  un  quotient  exact  et  égal  i  a*-'  -f  a'»-^^ -h 

o"-35»+ +a6'»-*-f6"^'« 

L'exactitude  de  i;ette  proposition  se  vérifié  àporteriarij  en  eflec^ 
tuant  la  multiplication 

(o«»-»+a«»-*6+a'"-3ji4. +iJ«->+6»i-»)  (a  —  6). 

On  reeonnait  que  les  produits  partiels  w*  et  — •  5"*  sont  les  seuls  qui 
ne  se  détruisent  pas  dans  la  réduction.  Par  exemple,  en  multipliant 
a^—'b  par  a ,  on  trouve  pour  produit  a"^'6  ;  mais  si  Ton  multiplie  a"»—» 
par  —  6,  il  vient  pour  produit  —  a"»-"»6,  terme  qui  détruit  le  précé* 
deoLllen  est  de  même  des  autres  termes. 

Nous  engageons  les  commençants  à  réfléchir  sur  le  moyen  de  dé- 
monstration précédent ,  qui  est  assez  souvent  employé  en  Algèbre. 

32.  Nous  avons  donné  (n<>*  23,  26)  les  caractères  principaux  aux* 
quels  on  reconBaitqn'une  division  de  quantités moncmies  ou polyno* 
mes  n*est  pas  >exacte,  o'est-ji-dire  qu'il  n'existe  pas  de  troisième  quantité 
alg^rique  entière  qpi,  multijdiée  par  la  seconde,  r^roduise  la  pre-' 
mière. 

Nous  ajouterons,  quant  aux  polynômes,  que  souvent  on  reconnaît , 
i  leur  inspection  seule,  qu'ils  ne  penvoit  être  divisiUes  l'un  par  l'autre. 
Lorsque  ces  polynômes  renferment  Amx  ou  plusieurs  lettres,  il  faut, 
avant  d'ordonner  par  rapport  à  l'une  d'elles  en  particulier,  jeter  un 
oonp  d'oeil  sur  les  deux  termes  du  dividende  et  du  diviseur,  affectés 
respectivement  du  phis^  haut'exposant  de  chacune  des  lettres  Si,  pour 
mie  de  ces  lettres^les  termes  du  |du8  haut  exposant  nesont  pas  divtf-» 
siUes  l'un  par  l'aolre,  on^peut  condureqnela  diviâon  totale  «st  imposa 
tibia  Cette  remarqudsle  doit  se  répéter  dans*  diaecme  des  opérations 
que"  comporte  lei  pfoeédé. 

Séit^  par'exemple,  12a'*  —  8à*ft+7(i5*— 116'  à  diviser  par4a*  — 
8àfr+36'.  Si  l'o»'a  égard  àla  lettre  a,  la  division  paratf  possible;  mats 
eu  égard  à^aletlrc  6,  la^division  est  impossible,  pnisq\ie  -^  116*  n'est 
pas  divisiMcTpar  36\ 
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Nons  terminerons  par  les  considérations  suivantes  : 

1*"  Un  polynôme  ne  peut  jamab  être  divisible  par  mi  autre  polynôme 
renfermant  une  lettre  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  dividende;  car  il  est 
impossible  qu'une  troisième  quantité^  multipliée  par  mne  seconde,  dé« 
pendante  d'une  lettre,  donne  un  produit  indépendant  de  cette  lettre. 

2^  Un  monôme  n*est  jam»s  divisible  par  un  polynôme»  parce  que 
(n''  18)  tout  polynôme  multiplié  par  un  autre,  donne  au  produit  au 
moins  deux  termes  qui  ne  se  réduisent  pas. 

S"*  Un  polynôme  ne  peut  ètr^;  divisible  par  un  monôme,  qu'autant 
qae  celui-ci  divise  exaetement  chacun  des  termes  dû  dividende,  et  le 
quotient  s'obtient  en  mettant  en  évidence  le  facteur  commun  à  tous  les 
termes. 

§  N.  Des  fraetims' àlgibrifMs  ou  littérales, 

BM'flês  gramdeonnmm'dimsur. 

33.  Les  fractions  alf^ébriques  <)otvent  offrir  è  l'esprit  la  même  «eeep- 

3  11' 

lion  que  les  fractions  arithmétiques,  telles  q\ie-r, —...;  c'est-à-dire 

qtfSfsrert'ccmcevoir  qu*on  ait  divisé  l'miité  enautant  de  parties  égales 
qu'il  y  a  d'unités  dans  le  dénominateur  (le  dénominateur  pouvant  d'aU* 
leurs  être  un  monôme  ou  un  polynôme),  et  qu'oD  prenne*  une  de  ces 
parties  autant  de  fois  qu^il  y  a  d'unités  dans  le  numérateur.  I>ês-lor»> 
l'addition,  la  soustraction,  la  multiplication  et  la  division  ddvent  s'effec- 
tnersuivant  les  règles  ét9J[)lie9  en  Arithmétique  pour  le  calcul  des  frac^ 
tiens.  Toutefois,  on  doit  se  conformer,  dans  les  applioations  de  ces- 
règles,  aux  procédés  indiqués  précédemment  pour  le  calcul  des  quan- 
tités algébriques  entières,  monômes  ou  polynômes.  Ainsi,  il  serait  super- 
flu de  s'y  arrêter  ;  nous  aurons,  par  la  suite,  assez  d'occasions  de  nous 
familiariser  avec  ces  règles. 

La  réduction  des  fractions  algébriques  à  leur  plus  simple  expression 
mérite  néanmoins  quelques  développements  particuliers. 

Lorsqu'une  division  de  quantités  monômes  ne  peut  s'èffbctoer  exac^ 

tement,  on  l'indique  à  Taide  du  signe  connu,  et  dans  ce  cas,  le  quotient 

se  présente  sous  là  forme  d'une  fraction  que  nous  avons  déjà  appris  à 

simplifier  (n®  23).  Quant  aux  expressions  fractionnaires* polynômes, 

voici  quelques  cas  dans  lesquels  il  est  aisé  de  les  réduire, 

a*—h^ 
Soit, pour  premier  exemple, l'expreasioB,^^  />a-fe»' 

OaTCBOrarque  queeette  frAetkm  peut  (n»  19)  être  «Bse  sous  la  fonme 
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^ — l\rr — -;  supprimant  le  facteur  a— 6  commun  aux  deux  termes, 

a+6 

on  obtient  pour  résultat. . . . r, 

a — 0 

Soit  encore  1  expression ^  3     ^  ^^ — . 

Cette  expression  se  décompose  ainsi  : 

5a(a'— 2a64-6')        ,.       5a  (a— 6)» 

supprimant  le  facteur  commun  a  (a — b),  on  trouve  pour  résultat. . .  • 
51(0—6) 

8a     • 

Les  cas  particuliers  que  nous  Tenons  d'examiner  sont  ceux  où  les 
deux  termes  de  la  fraction  sont  décomposables  dans  le  produit  de  la 
somme  par  la  différence  de  deux  quantités,  dans  le  carré  de  la  somme 
ou  de  la  différence  de  deux  quantités  ;  et  l'habitude  du  calcul  apprend 
à  opérer  ces  décompositions  lorsqu'elles  sont  possibles. 

Mais  les  deux  termes  de  la  fraction  peuvent  être  des  polynômes  plus 
compliqués,  et  alors  leur  décomposition  en  facteurs  n'étant  plus  aussi 
facile,  on  doit  avoir  recours  au  procédé  du  plus  grand  commun  divi- 
seur. 

Cette  théorie,  intimement  liée  à  celle  des  équations,  ne  laisse  pas 
que  de  présenter  quelques  difficultés.  Aussi  notre  intention  est-elle  de 
n'en  donner  ici  qu'une  partie ,  sauf  à  y  revenir  plus  loin ,  et  lorsque 
nous  aurons  acquis  les  matériaux  nécessaires  pour  l'établir  d'une  ma- 
nière complète. 

Théorie  élémentaire  du  plus  grand  commun  Diviseur  algébrique, 

34.  Le  plus  grand  commtm  diviseur  de  deux  polynômes  est  le  po- 
lynôme le  plus  grand  par  rapport  aux  exposants  et  aux  coefficients, 
qui  divise  exactement  les  deux  polynômes  proposés. 

La  propriété  caractéristique  du  plus  grand  commun  diyisenr  est 
que,  si  Ton  divise  les  deux  polynômes  proposés  par  leur  plus  grand 
commun  diviseur,  les  quotients  qui  en  résultent  sont  premiers  entre 
eux,  c'est-à-dire  ne  renferment  plus  aucun  facteur  commun. 

Cette  proposition  est  évidente  ;  car  soient  A  et  B  les  polynômes  don- 
nés, D  leur  plus  grand  commun  diviseur,  A'  et  B'  les  quotients,  on  a 
nécessairement 

A=:A'xDetB=jB'xD. 

Or,  si  A'  et  B'  avaient  encore  un  facteur  commun  d,  il  s'ensuivrait 
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que  (f  X  D  serait  un  diviseur  commun  aux  deux  polynômes  et  plus  grand 
que  J)f  soit  par  rapport  aux  exposants,  soit  par  rapport  aux  coe£Eicients; 
ce  qui  serait  contre  la  définition  de  D. 

35.  On  a  vu  en  Arithmétique,  1°  Que  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  deux  nombres  entiers  contient  comme  facteurs  tous  les  diviseurs 
particuliers  communs  aux  deux  nombres,  et  ne  peut  pas  renfermer 
d^autres  facteurs; 

2*^  Que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  entiers  est 
le  même  que  celui  qui  existe  entre  le  plus  petit  nombre  et  le  reste  de 
leur  division, 

La  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique  repose  éga- 
lement sur  ces  deux  principes,  pour  la  démonstration  desquels  nous 
renvoyons  au  septième  chapitre. 

Ceci  admis,  supposons  d'abord  qu*il  s'agisse  de  trouver  le  plus  grand 
çoiùmun  diviseur  entre  les  deux  polynômes 

a»  —  a^b+UV  —  W  et  a»  —  5aô+ W.  • 

Première  opération. 

'  rrkuà—ab^—db'^]     a+W 

ou  bien,  4-196^  (a— 6). 

Deuxième  opération. 
o'— 5a&-f46"  )   a—  6 


-kab-^-W  »   a — 46 


0 

ce  qui  donne  a — b  pour  le  plus  grand  commun  diviseur. 

Commençons  par  diviser  le  polynôme  du  plus  haut  degré  par  le  po- 
lynôme du  plus  faible  degré  ;  le  quotient  est,  comme  on  le  voit  dans  le 
tableau  ci-dessus,  a+46;  et  l'on  obtient  pour  reste....  19a6' — 196'. 

Il  résulte  du  second  principe,  que  le  plus  grand  commun  diviseur 
cherché  est  le  même  qpie  celui  qui  existe  entre  ce  reste  et  le  polynôme 
qui  a  servi  de  diviseur. 

Mais  19a6^ — 196'  pouvant  être  mis  sous  la  forme  196'  (a— &)>  on 
voit  quelle  facteur  196^  divise  ce  reste  sans,  diviser  a'  —  5a6  -h  46'; 
donc,  en  vertu  du  premier  principe,  ce  facteur  ne  peut  entrer  dans  le 
plus  grand  commun  diviseur;  ce  qui  veut  dire  que  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  entre  les  quantités  a'  —  8a64-46',  196'  (a— 6),  et  par 
conséquent  entre  les  deux  quantités  proposées^  est  le  même  que  celui 
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qui  existe  entre  a*—  5aft+S^  et  a  —  b.  Ainsi  Ton  peut,  sans  ineon- 
Ténient,  supprimer  ce  facteur,  et  la  qucstidnr^st  ramenéeèebercber  te. 
plus  grand  commun  diviseur  entre  a'  —  8aè+^  et  a*-ô. 

Divisant  maintenant  le  premier  deces^cnxpolyTiomespar  le  second^ 
on  a  pour  quotient  exact,  a — hh;  donc  a — b  est  leurphis  grand  com- 
mun diviseur,  et  par  conséquent,  c'est  aussi  leplus  grand  commun  divi- 
seur  des  deux  poljnomes  proposés. 

Reprenons  le  même  exemple,  en  ordonnant  lés  deux  polynômes  par 
rapport  à  b, 

—  6»  -f-  3a5»  —  a'b  +  a»  et  W  —  5a6  4-  a«. 

PttmUre  opiration* 


_  3a6*—   a*6  4-   M   (  —  36      ,  —  3a 
""  12a62  —  4a^fe4-  i6â' 

ou  bien,  +19a'( — 6+a). 

D^umème  Qpéraikn, 

~  oft  +  q^  j  —46-1- a 
0 

ce  qui  donne  — 6 + a  ou  a*^  ponr  le  pfais  grand  commun  diviseur. 

Au  premier  abord,  on  est  embarrassé  pour  faire  la  division  des  deux 
polynômes,  parce  que  le  premier  terme  —  36'  du  dividende  n'est  pas 
divisible  par  le  premier  terme  46'  du  diviseur.  Mais  si  l'on  observe 
que  le  coefficient  4  de  celui-ci  n*est  pas  facteur  de  tous  les  termes  de 
46'— 5a6+a',  et  qu'ainsi,  en  vertu  du  premièrTirincipe,  4iiesaiirait 
faire  partie  du  plus  grand  eomnran  diviseur,  on  peut;  sans  aucun  incon- 
vénient, introduire  ce  facteur  dans  le  dividende,  cr  qui  donne —  12&' 
4-12a6*  —  4c?6+4a';  et  alors  la  division  des^deuxpremiers  termes 
devient  possible. 

l^f^tuant  cette  division,  on^  trouve  pour  ^ptotient -^  36,  et  potir 
reste, — 3a'6  —  a'6-|-4a'. 

Comme,  dans  ce  reste,  Texposant  de  6  est  encore  égal  àcehri  du 
diviseur^  rren  n'empêche  de  continuer  la  division,  en  multipHânt'  de 
^nouveau  ce  reste  par  4,  afin-  de  rendre  possiWè  la  division  des  ^ènx- 
premiers  termes* 

Cette  préparation  fdîté,  il  Vient  —  12a6»^4a'6-Hiee?  qui-  divisé 
pariK'—  5er6-i-o',  donne  pour  quotient  —  3a  (qu'on  nséjparera  du 
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premier  par  une  Tîrgole,  comme  n'ayant  aaoune  liaison  avec  lui),  et 
ponr  reste,  —  19a'6H*ttfl*. 

Ce  dernier  reffopeniwitve  mettrerecHii  la  forme  19a'  (^-4  X  a),  on 
supprime  le  foeteor'tOo',  comme  ne-rbisant  pas-partieda  plus  grand 
oommnn^  difisenr;  et  la  qnestMmestTameoée  à  chercher  le  (dus  grand 
commun  diviseoreotro  W  ~  dté^a*  et^-^ftrHi*. 

Divisant  ces  deux  polynômes  l'un  par  l'autre,  on  trouve  pour  ^uo- 
toiC^eKaet,  «— JU4*a;  donc  — -  è-fit  oq^h^  est  Je  plus  grand  commun 
difiseortiherché. 

B^.  Ihmtee'ttàiBB  'exemple,  comme  dans  tona^eas  où  l'exposant  de 
la  lettre  principale  est  plus  grand  d'une  unité  dans  le  dividende  que 
dans  le  diviseur  >  on  pent  abré^  l'opération  en  multipliant  tout  de 
suite  le  dividende  par  le  carré  duxoefficient  du  premier  terme  du  divi- 
seur. On  conçoit  en  effet  que,  par  ce  moyen,  le  premier  quotient  partiel 
qu'on  obtient  doit  renfermer  ce  coefficient  k  la  première  puissance* 
MuRîpUant  le  dîvbeur*  par  lé  quotient,  et  faisant  la  réduction  avec  le 
dividende  ainsi  préparé,  on  a  un  résultat  qui  doit  encore  contenir  le 
coefficient  comme  facteur,  et  la  division  peut  se  continuer  jusqu'à  ce 
qu'on  obtienne  un  reste  de  plas^fuble  degré  que  le  diviseur,  par  rap- 
port à  la  lettre  principale. 

Voici  le  tableau  des  opérations: 

Première  opéroUan^ 
lultiplication  par  16^  ou  par  le  carré  de  i. 

— &8ft'4-48a6»--16a'64-16a»  \  W«^-8a6+a« 


~12afe^>^  4a'6+i6<t'  V  —126— 3a 
t"  reatei  • .  — 10a'6-M9a» 
M  bien,      19a»(— ft+a). 

Deuxième  opération. 
W»~5a5+a»  1  —  6+a 


ÏT 

N.  B.  Si  Texposant  de  la  lettre  principale  dans  le  dividende.smrpas- 
sait -de  denx,  de  tnois  unités.  «  mu  ^  l'expesftatidt  la*  même  lettre  dans  le 
divîsemv  il  laudraîtinmltipUer  le  dividende  par  la  troisième  ou  la  qua- 
trième'puissaace  du  coeffietMtt  du  premier  termedu  divisevrvCdaest 
ttaàècfinoevoir; 

37.  Soient^  pour  second  exemple^ 
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15a*  +  lOa'b  +  ia'ft'  +  6a^b^  —  3a6* 
et  i'^.a'b^  -H  38a'6'  +  t6a6* — 106*. 

Avant  de  procéder  à  la  division  de  ces  deux  polynômes,  commen- 
çons par  observer  que  le  premier  contient  a  comme  facteur  commun 
dans  tous  ses  termes;  et  puisque  ce  facteur  n'entre  pas  dans  le  second 
polynpme,  on  peut  le  supprimer,  comme  ne  faisant  pas  partie  du  com- 
mun diviseur. 

Par  la  même  raison,  le  facteur  26^  étant  commun  à  tous  les  termes 
du  second  polynôme  et  n'entrant  pas  dans  le  premier,  peut  être  sup- 
primé. Ainsi  la  question  est  ramenée  à  dhercher  le  plus  grand  commun 
^  diviseur  entre  les  polynômes 

15a*  +  lOa^ft  4-  Wô'  +  6a6»  —  36* 
et  6a'4-19d'6-|-8a6'— 56» 

Première  opération, 
30a*4-20a^6-+-  8a'6'+12a6«r-66*  )  6a*4-19a'6H-8a6'->86» 
— 75a»6— 32a'6^4-37a6'-.66*  )  5a    —256 
— 150fl85— 64a'6'4-  74a6»->-126* 
F  4-411a'6*.4-274a6'— 1376* 

ou  bien  1376^(3a'-f  2a6— 6*). 

Deuxième  opération^ 
6a»4-19a*6+  8a6'— 56'  >  3aH2a6— 6^       » 


U-56^) 

'—56^  i 


+15a'6+10a6^— 56^  )  2a  +56 
0 
Donc  3a*+2a6— 6*  est  le  plus  grand  commun  diviseur. 

En  suivant  la  même  métbode  que  dans  l'exemple  précédent,  il 
faudrait  multiplier  tout  le  dividende  par  le  coefficient  6  du  premier 
terme  du  diviseur ,  ou  plutôt  par  le  carré  de  6  ;  mais  comme  15  et  6  ont 
un  facteur  commun  3 ,  il  suffît  évidemment  de  multiplier  tout  le  divi- 
dende par  2,  facteur  de  6,  qui  n'entre  pas  dans  15. 

Cette  préparation  faite,  on  effectue  la  division,  ce  qui  donne  d'abord 
un  reste  dont  le  1*'  terme  est  ^—  75a'6.  Comme  75  contient  encore  le 
facteur  3  qui  entre  dans  6,  il  suffît  de  multiplier  ce  reste  par  2  pour 
continuer  la  division  qui,  étant  effectuée,  donne  pour  l'^'  reste  princi- 
pal, 411a*6»-f-274a6»— 1376*. 

Or,  il  est  facile  de  reconnaître  que,  dans  ce  reste,  il  existe  un  facteur 
commun  1376^  ;  et  puisque  ce  facteur  n'entre  pas  dans  le  second  poly* 
nome,  on  peut  le  supprimer,  comme  ne  faisant  pas  partie  du  commun 
diviseur  ;  et  la  question  et  ramenée  à  rechercher  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  les  polynômes 
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6a^-f-19a'6-f-8a6'— 56' 
et  •       3a'-f  2ab  —bK 

Effectuant  la  division  de  ces  deux  polynômes,  on  trouve  pour  quotient 
exact,  2a+56;  ainsi  le  reste  3a^+2a& — 6'  est  le  plus  grand  commun 
diviseur  cherché. 

38.  Remarque,  On  pourrait  demander  si  les  suppressions  qn*on 
opère  dans  le  cours  du  calcul,  de  facteurs  communs  à  tous  les  termes 
deFun  des  restes,  n*ont  pour  objet  que  de  simplifier  les  calculs,  ou  bien 
si  ce  sont  des  opérations  mdispenêàbleê.  Or,  on  peut  aisément  recon- 
naître que  ces  suppressions  sont  nécessaires  ;  car  si,  dans  l'exemple  pré- 
cédent, on  ne  supprimait  pas  le  facteur  1376',  il  faudrait,  pour  rendre 
possible  la  division  du  premier  terme  du  nouveau  dividende  par  le  pre-* 
mier  terme  du  diviseur  multiplier  tout  le  dividende  par  1376';  mais 
alors  on  introduirait  dans  le  dividende  un  facteur  qui  se  trouverait 
aussi  dans  le  diviseur  :  d'où  il  résulterait  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  cherché  se  compliquerait  du  facteur  1376'  qui  ne  devait  pas 
d'abord  en  faire  partie. 

L'exemple  suivant  est  propre  à  confirmer  ce  qui  vient  d'être  dit. 

39.  Soit  à  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  deux 
polynômes 

a6  +  2a'  —  36'  —  kbc  —  ac  ^  c^ 
et  9ac  +  2a'  —  5a6  +  4c'  +  86c  —  126'. 

Première  opération. 


%^^b  l  a  — 
—  c  I      — - 


2a'4-6  I  a  — 36'  \   2a' —  56  |  a— 126' 
46c  j  +  9c   I      -f    86c 

+    4c' 


66  I  a  4-   9b' 
—  lOcl      —126c 


—   6c' 
on  bien,  (36  —  5c)  (2a  +  36  -f  c). 

Deuxième  opération. 

2a'  —  56  I  a  —  126'   \  2i  +  36  +  c 
-|-9c  I      4-    86c 

-4-  4c 


_ 

86 

a  — 

126' 

4- 

8c 

+ 

86e 

+ 

kc* 
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Donc  2a+36+cestl»pliiftgwiBd  commun  diviseur. 
Après  avoir  ordonné  les  deux  polynômes,  on  peut,  sans  aucune 
préparation ,  effectuer  leur  division ,  ce  qui  donne  pour  premîevttesle 

66  \a^  W 

-10c        —126c 

-   Se». 

J?our  continuer  l'opération^^  Jaudrait,«û  prenattt  le.sw«d  prijf- 
Bome*pour diiidendeet  ee  reste /poorîài\âienT,imultiplief  le  nouvena 
dividenëepar  66— 10c,  ou  8ki^^einent,.p3r  36— ^5c,  paite  que  le 
iacteur  2'e&tre  d^  dam  le  1^  terme  du  dhidrandej  màs  aranft  d'ef** 
lectuer  «eUe  multiplication,  voyonsisi  ceiacteuf  86— ô«meditâ«rait 
vpas  le  second  termcdu  rester  savoir  :J96?—426o-*  8c*. 

Or,  cette  divisioii  réussit  et  donne  pour  quotient  exact,' 36-+'c;  d'eu 
il  suit  que  k  reste  peut  se  mettre  sous  la  forme 
(36— Se)  ('âa+36+c). 
Comme  le  fecteur  36 — 5c  se  trouve  dans  ce  reste,  et  n'entre  pas  dans 
le  nouveau  dividende  [  puisque  ce  facteur  étant  indépendant  de  la  lettre 
a,  devrait  (  n°  30  )  exister  entre  les  coefficients  des  diverses  puissances 
de  cette  lettre,  ce  qui  n'est  pas  ] ,  on  peut ,  sans  aucun  inconvénient , 
le  supprimer. 

Cette  suppression  est  d'ailleurs  indispensable,  parce  qu'autrement  on 
devrait  introduire  ce  facteur  dans  le  dividende;  et  alors,  les  deux  poly- 
nômes contenant  un  facteur  comamm  qu'ik  n'avaient  pas  auparavant, 
le  plus  grand  commun  diviseur  serait  échangé  ;  il  s»  compliquerait  du 
facteur  36-*  6c  qui  ne  devait  pas  en  faire  partie. 

La  suppression  faite,  on  effectue  la  nouvelle  division ,  ce  qui  doxine 
un  quotient  exact  ;  donc  2a  4-  36  +  c  est  le  plus  grand  commun  divi- 
seur. 

&0.  Nous  proposerons,  pour  dernier  exemple,  de4rouver  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  le  polynôme 

a*-f3a'64-W6»--6a6'+26* 
et  le  polynôme  4a?6*h2tf6'— 26*, 

ou  simplement ,  2a'+a6— ^6%  pmquv^k  fiicteur  26  peut  être  supprime 
dans  le  second. 

Première  ofirathn. 

8a*4-2W6-|-32a^6^— Way+166*  1  2a>-|-o6-6' 

4-20a^6+36a'6'— 48a6»-M66*  j  4a'-Hl0a6-M;i6* 

4-26ft'6'— 38o6^-Me6* 

— 51a6»+296S 
oubien  — 6X51a— 296). 
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Petimime  opéraUcm. 

Multiplication  par  2601,  carré  de  51. 

5202a'+2601a6-2601fc'  )    51a— 


— {B02a'+2958a6  ÇÎ02a+108% 

+5559a6— 2601&' 


H^ 


» 


-^559a6+31616' 
2«  reste  +  5606^ 

E^exposant  4e  ta  lettre  a  d«»  le  diTidende,  surpassant  de  deux  unités 
celaî  de  la  même  lettre  dans  le  diviseur,  on  multiplie  tout  le  dividende 
par  le  cubede2,  c'estrà-dire  par», Cette  préparation  faite,  on  effectue 
trois  divisions  consécutives,  et  Ton  obtient  pour  premier  reste  prineipal, 
—  51(10^4-296*.  Supprimant  le  Hausteor  6'  dans  ce  reste,  on  a  pour 
nouveau  diviseur,  —  51a +  296,  ou  diangeant  les  signes,  ce  qui  est 
permis,  51a— 296/  le  nouveau  dividende  est  d'ailleurs  2a'  +  ab-^bK 

Moltipliant  ce  dividende  par  le  carré  de  51 ,  ou  par  2601,  puis  ef- 
fectuant la  division,  on  obtient  pour  2"  reste  principal,  -f-5606';  ce 
qui  démontre  que  les  deux  polynômes  proposés  sont  premier*  entre  eux, 
c'est-à-dire  n'ont  aucun  facteur  commun.  En  effet,  il  résulte  du  second 
principe  (a**  35),  que  le  plus  grand  commun  diviseur  doit  se  trouver 
comme  facteur  dans  le  reste  de  chaque  opération;  ainsi  il  devrait  diviser 
le  reste  5606^•  mais  ce  reste  est  indépendant  de  la  lettre  principale  a; 
donc,  si  les  deux  polynômes  pouvaient  avoir  un  cosmmn  diviseur^ il 
devrait  Uxemdépendant  de  a,  etpar  conséquent  (  n"* 30  )  se  trouver 
comme  facteur  dans  les  coefficienlB  des  divecses  puissances  de  cette  lettre 
que  renferme  chacun  des  deux  polynômes  proposés^  ce  qui  n'a  évidem-r 
ment  pas  lieu. 

Ces  exemples  suffisent  pour  mettre  les  commençants  au  fait  de  la 
marche  qu'il  faut  suivre  pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  deux  polynômes. 

41.  Règle  afoiÉRALE.  On  commence  par  supprimer  dans  les  deux 
polynômes  les  facteurs  monômes  communs  à  tous  les  termes  de  chacun 
et  eux.  (  Il  peut  arriver  que  le  facteur  monôme  qui  se  trouve  dans  le 
dividende,  et  celui  que  renferme  le  diviseur,  aient  eux-mêmes  un  di- 
viseur commun  ;  dans  ce  cas ,  on  le  met  à  part  comme  devant  faire  par- 
tie du  commun  diviseur  cherché.  )  Cette  suppression  faite  on  prépare 
le  dividende  de  manière  à  rendre  possible  la  division  de  son  premier 
terme  par  celui  du  diviseur  (  Voyez  n^*  35  et  36  )  ;  puis  on  effectue  la 
division,  ce  qui  donne  un  certain  reste  de  degré  moindre  que  le  diviseur, 
et  dans  lequel  on  supprime  les  facteurs  monômes  ou  polynômes  que 
peuvent  renfermer  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  la  lettre 
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principale.  On  prend  ensuite  ce  reste  pour  diviseur^  le  second  polynôme 
pour  dividende  y  et  Von  opère  sur  ces  deux  polynômes  comme  sur  les 
précédents.  On  continue  cette  série  d'opérations  jusqu'à  ce  qu'on  ob^ 
tienne  un  reste  qui  divise  exactement  le  reste  précédent;  atiquel  cas  le 
reste  diviseur  est  le  plus  grand  commun  diviseur ,  ou  bien,  jusqu'à  ce 
^u'on  obtienne  un  reste  UfDÉPEifPANT  de  la  lettre  principale,  ce  qui  indi- 
que (n<*  40]  que  les  deux  polynômes  proposés  sont  premiers  ektre  eux, 
à  moins  qu'ils  n'aient  un  facteur  commun  indépendant  de  la  lettre  ^ 
lequel  facteur  n'aurait  pas  été  découvert  dès  le  commencement  de  l'o- 
pération. 

N*  B.  Il  existe  des  cas  où  ce  procédé  n*est  pas  suffisant;  mais  nous 
y  reyiendrons  par  la  suite. 

Voici  de  nouveaux  exemples  auxquels  on  peut  appliquer  le  procédé 
tel  que  nous  venons  de  l'indiquer. 

et  2mjp^g'—  4tnp* — mp^q +3mp^. 

Le  p.  g.  c.  d.  esip — g[, 

2o  Sea*'— iSa*^— 27a*4-9a% 

et  27a'^6^— 18a*6'— 9a'6^ 

Le  p.  g.  c.  d.  est  9a'  (a — 1). 

La  théorie  des  quatre  premières  opérations  de  l'Algèbre  et  celle  du 
plus  grand  commun  diviseur  suffisent  pour  la  résolution  d'un  très- 
grand  nombre  de  questions.  Nous  nous  réservons  d'établir  plus  loin  de 
nouvelles  règles,  à  mesure  que  nous  en  sentirons  la  nécessité,  et  nous 
allons  passer  de  suite  à  la  résolution  des  problèmes  du  premier  degré. 
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CHAPITRE  IL 

DES  PROBLÈMES  DU  PREMIER  DEGRÉ. 
Notions  préliminaires  sur  les  équations. 


42.  On  ne  considère  ordinairement  en  Algèbre  qae  les  problèmes 
dont  les  énoncés,  traduits  algébriquement,  donnent  lieu  à  des  équations. 
En  réfléchissant  sur  la  résolution  du  problème  (n*^  3),  on  peut  voir  que 
cette  résolution  se  compose  de  deux  parties  distinctes.  Dans  la  première, 
on  écrit  algébriquement  les  relations  que  l'énoncé  de  la  question  éta- 
blît entre  les  quantités  connues  et  les  quantités  inconnues.  On  parvient 
ainsi  à  Texpression  de  deux  quantités  égales,  que  Ton  appelle  équation. 
Telle  est  (n®  3)  l'expression  2a?+ô=a.  Dans  la  seconde  partie,  on  dé- 
duit de  réquation  du  problème  une  suite  d'autres  équations,  dont  la 
dernière  donne  enfin  la  valeur  de  l'inconnue  au  moyen  des  quantités 

connues  :  tel  est  le  résultat  ir= — - — auquel  on  est  parvenu.  C'est  ce 

Â 

qu'on  appelle  résoudre  V équation. 

Comme  les  règles  à  suivre  pour  mettre  un  problème  en  équation 
sont  un  peu  vagues^  nous  commencerons  par  nous  occuper  de  la  se- 
conde partie,  qui  est  soumise  à  des  règles  fixes  et  invariables. 

D'après  la  définition  d'une  équation,  toute  équation  se  compose  de 
deux  parties  séparées  l'une  de  l'autre  par  le  signe = .  La  partie  à  gauche 
se  nomme  le  premier  membre,  et  la  partie  à  droite,  le  second  membrt. 

On  considère  plusieurs  espèces  d'égalités  : 

1*^  L'égalité  qui  existe  entre  des  nombres  connus  et  donnés  àprioriy 

mais  représentés  par  des  lettres  :  telles  sont  les  égalités  a  —  6=c  —  û^, 

a     c 

T=-,  qui  se  vérifieraient  immédiatement  si  l'on  mellait  à  la  place  de 

a,  bf  e,  d,  les  nombres  particuliers  pour  lesquels  on  suppose  que  ces 
égalités  existent.  Elles  conservent  le  nom  à' égalités. 

3 
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2°  L'égalité  évidente  d'elle-même,  celle  qui  se  vérifie  dans  son  état 
actuel;  telles  sont  les  égalités 

25= 12+13,  3a  —  56=:a  —  h^2a  —  W. 

On  les  appelle  identités  ou  égalités  vérifiées. 
3<'  Enfin,  l'égalité  quinehseivéiifiejqb'if  rès  qu'on  y  a  substitué  à  la 
place  d'une  ou  de  quelques-unes  des  lettres  désignant  des  inconnues, 
certains  nombres  dont  les  valeurs  dépendent  des  nombres  connus  et 
donnés  qui  entrent  dej^  dans  Pégàlité» 

Pour  la  distinguer  des  autres  égalités,  on  la  nomme  équation,  et  c'est 
celle  dont  nous  avons  à  nous  occuper. 

Il  est  encore  une  autre  espèce  d'égalité  dont  nous  parlerons  plus  loin, 
c'est  Y  équation  identique. 

On  partage  les  équations  à  une  seule  inconnue  en  différentes  classes  : 
celles  où  l'inconnue  n'entre  qu'à  la  première  puissance  sont  dites  du 
premier  degré;  telles  sont  les  équations  ^a;-f  S  ss  17  —  5x,  a^r-^ô  = 
ejHrd. 
L'équation  2aî^— A»=?5  —  2jp',  est  dite  du.2«  d^ré. 
L'éqaalion  W  —  Sa?*+ax=*2j?'4-llf  est  dite  du  3«  degré.  En, gé- 
néra^ le  d^gré  d'une  équation  est  le  .plus  ^and  des  exposants  dont 
l'inconnue  est  affectée  dans  l'équation. 

On  distingue  aussi  les.  équations,  en  éj[uai^<ms  numéri^wes  jei  en 
équations  Zi^téro&ir.  Xif s  premières  ^sont/celles  qui  ne  ^renferment  que 
des  iM)mbres  particuliers,  à  l'exception  de.  l'inconnue,,  qui.est  to(\|ours 
désignée  par  une  lettre.  Ainsi  ks^^  3=2â?+'$,  3^;'  —  <ir=?8,  sont  des 
équations  numériques.  Elles  sont  la  traduction  algébrique  de  problè- 
mes dont  les  données  sont  dos  «ombres'-parlionèifin. 

Les  équations  aa;+(=câ?+(^,  aâ;'+&irsc,  sont  des  équations  lit- 
térales. Les  données  du  problème  sont  représentées,  par  des  lettres.- Il 
est  d'usage,  pour  distinguer  dans  une  équation  les  quantités  connues 
des  inconnue^  de  désigner  celles-ci  par  les  dernières  lettres  de  Talpha- 
bet,  Xj  y,  Zy  etc. 

Ces  notions  établies,  voyons  comment  une  équation  du  premier  degré 
à  une  seule  inconnue  étant,  donnée,  on  peut  parvenir  à  la  résoudre^ 
c'est-à-dire  à  trouver  pour  Vineonnue  un  nombre  qui,  substitué  à  la 
place  de  cette  inconnue  dans  T équation, y  satisfasse^  (miie^j  rende  le 
premier  membre  id^iquement  égal  au  second. 

$  h  JÈquations  du  premier  degré  àuaejieule  isioûnnae. 

43.  On  doit  xcjgarder  comme  mjifÎRfi^tf.cûmmiinii  toutes  les  éfiua- 
tions,  qu'on  peut^soBs  troubler.  uae.é(iuaUoii9.1''fyoiclcr  À  se»  deux 
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d'abord  égalité  entre  les  deux  membres,  il  y  juttenon  égaillé  «ptès 
les  opérations  dont  on  vient  de  parler. 

Gela  posé,  voici  deux  tta&sformations  3*un  usage  continuel  dans  la 
résoIu^on  des  équatÎMU» 

Première  trjOMfarmaUém^ljoa^ij^l»  étm.  «embies  id'aBe«é9Q«tioii 
sont  des,po}ynûmes.£ntki^ÀkestMQffcttt/oé0€«uro^  traniposeff  cer<* 
tains  termes  d'oxiintmbre'danMaiiMilML 

Soit  réqoation  &x —  6=8-|n3ffM>P^r<di^9ii^  «  de^eette  éqturfion, 
il  faut  tâcher  de  Tavoir  seule  dans  le  premier  membre.  Or,  si  Ton  re- 
tranche, en  premier  ]Miù^  des  denx  mcttlbres,  Pegalité  n'est  pas  trou- 
blée (d'après  le  principe  précéflent),  et  l'oû  a  ^r— 6  — 2aî=8.  D'où 
l'on  Toit  que  le  terme  2ûp,  qui  était  additif  dans  le  second  membre,  dé- 
ifient ^SKmàtractif  dans'le  premier. 

-ISn  sacondiieu,  si  Ton  ^oùte^  aux  deux  jn((emihres,XégaCté  n'est  pas 
trotiHëe,'d'rtm  t 

Jia^e — SLB+6=:t8H^6, 

ou,  comme  les  deux  termes  —'^,-1-0,  se  détruisent, 

Sar— ar=:8-h6. 

Aonc  le  terme  qui  était  6oiis(r«tif  dans  le|>reaiiiHr  actaibte,  passe  dans 
le  second  membre  avec  le  signe  de  l'addition. 

Sait  encore  r«quaAioii.«a:+^'=^d  —  cjp*  Sà¥m  «joute  aux  deux 
membies  c^;,  et  qu'on  en  fetiamàe  A>.ii  viani 

eu  réduisant,  'ax-\rcx^d — 6. 

(Doue  ea  géaà»!»  )Ka«)P|ki'im<  faïUpmmm^  Mrm  am  itmért  itm 

hk.  Deuxième  transformation.  Soiiyent  encore,  les  termes  d'iine 
içgàniiaa,  sonfiicaotioiiBoiMis^  «t  il  ùmtht  mmmmkmtmalktxpi  tirait 
fHedes-Kraws  MaMara*8oiti**é<(nilion 

2a?     3     ...      X 
Z      k  5 


Réduisona:4'dM«il  toutes  ks  iractiims4  ota  même  dénominateur, 
d  après  le  procède  connu;  il  vient  "gÂ"""^  ^^^  +  -gQ  >  et,puisqu  on 
paiifc  (iif«4«^«tolMliG»rte  tl0Mtda0ii^  mu^ 
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tiplioDS-les  par  60 ,  ce  qui  revient  évidemment  à  supprimer  le  dénomi- 
nateur 60  dans  les  termes  fractionnaires^  et  à  multiplier  chaque  terme 
entier  par  60;  on  obtient 

40â;-*45  ==660+120^. 

Remarquons,  pour  la  pratique  de  cette  opération,  qu'on  peut  passer 
immédiatement  de  Téquation  proposée  à  celle  qu'on  vient  d'obtenir,  en 
se  dispensant  d'écrire  le  dénominateur  commun ,  et  ayant  soin  toutefois 
de  multiplier  chacun  des  termes  entiers  par  ce  dénominateur. 

Soit,  pour  second  exemple,  l'équation 

&D     4ur      .«.      7     idx 

î2~ir""""8 — 6"- 

Les  dénominateurs  ont  évidemment  des  facteurs  communs,  et  le 
plus  petit  nombre,  multiple  de  ces  dénominateurs^  est  24.  (Yoy.  Arith' 
métique^  n^  152.  )  C'est  donc  à  ce  dénominateur  qu'il  faut  réduire 
toutes  les  fractions. 

Effectuant  cette  opération,  et  omettant  le  dénominateur  commun  24, 
on  trouve  lOa?—  3a»— 312  =  21— 52ar. 
(On  a  eu  soin  de  multiplier  le  terme  entier  — 13,  par  24.) 

La  nouvelle  équation  est  exacte,  puisque  après  avoir  réduit  les  frao 
lions  au  même  dénominateur,  on  a  multiplié  les  deux  membres  par  le 
même  nombre  24. 

Nous  pouvons  déduire  de  là  cette  règle  générale  :  Pour  faire  dispa^ 
raitre  les  dénominateurs  d*une  équation^  commencez  par  former  le  niuZ- 
tiple  leplus  simple  possible  de  tous  les  dénominateurs.  (Ce  nombre  est  le 
produit  de  tous  les  dénominateurs,  s'ils  n'ont  pas  de  facteurs  communs.) 
Multipliez  ensuite  chaque  terme ^  s'il  est  entier,  par  ce  multiple,  et,  s*il 
est  fractionnaire,  par  la  quotient  de  ce  multiple  divisé  par  le  dénomi^ 
nateur  du  terme  sur  lequel  vous  opérez,  et  omettez  le  dénominateur  de 
ce  terme» 

Nous  engageons  les  commençants  à  se  bien  pénétrer  de  la  règle  que 
nous  venons  d'établir,  parce  qu'elle  donne  l'équation  la  plus  simple 
possible,  sans  dénominateurs. 

Soit,  pour  nouvelle  application,  l'équation  littérale 

ax     2c'i       ,        Uc^œ      5a»     2c»      „. 
0         ab  a*         6*        a 

Le  multiple  le  plus  simple  de  tous  les  dénominateurs  est  évidemment 
a^&».  Ainsi,  multiplions  chaque  terme  entier  par  a^b%  et  chaque  terme 
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fractionnaire  par  le  quotient  de  a*b*  divisé  par  le  dénominateur  de  ce 
terme.  11  vient,  après  ces  opérations, 

45.  Appliquons  les  principes  précédent|^  la  résolution  de  l'équation 

Elle  devient  d'abord,  par  la  transposition  des  termes  —  3  et  2^, 

kx — 2a?  =  5  +  3^    on  réduisant,  2a?  a  8. 

8 
Bivisant  les  deux  membres  par  2,  on  trouve  enfin  â?  =  ^  ~  &• 

Et  en  effet,  si  Ion  substitue  &  à  la  place  deâ?  dans  l'équation,  il  vient 
4  X  4— 3  =  2  X  4+  5  ou  13:=  13. 
Soit^  pour  second  exemple,  l'équation  traitée  {n^  44), 

82?     4a?  7     13« 

Ï2~T~^^""8       êT' 
On  obtient  d'abord,  en  chassant  les  dénominateurs, 
10a?-.32fl?— 312= 21  -  i2x. 

Transposons  les  termes  en  œ  dans  le  premier  membre,  et  les  termes 
connus  dans  le  second  ;  Téquation  devient 

10^  —  32a?  +  52a?  =  21  +  312 ,  ou  en  réduisant,  30a?  =  333. 

333    111 

Divisant  les  deux  membres  par  30,  on  obtient  x  =  -—  =  -777-;  résul- 

tat  qu'on  vérifierait  en  remplaçant  x  par  cette  valeur  dans  l'équation 
proposée. 

Soit  encore  l'équation  ( 3a — a?  )  (  a — h  )  4-  2aa?=46  (  a;+  a); 
il  faut  d'abord  effectuer  les  multiplications  indiquées ,  afin  de  réduire 
les  deux  membres  à  deux  polynômes ,  et  de  pouvoir  ainsi  dégager  l'in- 
connue X.  Or ,  si  l'on  applique  la  règle  établie  (n*»  17)  pour  la  inultipli- 
cation  des  polynômes,  il  vient  3a^ — ax — 3a6H-&a7+2aa?=4&a?H-4a5; 
d'où,  transposant  et  réduisant,  ao;— 3&a?=7a6 — 3a'.  Observons  main* 
tenant  que  oo;— 35a?  est*  la  même  cbose  que(a — 3h)  x,  ce  qui  donne 
(a — 36)  a?=7a6— 3a*.  Divisant  enfin  les  deux  membres  par  a  — 36, 
on  trouve 

7a6— 3a* 
''^     a-36- 

En  général,  pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré,  quelque 
compliquée  qu'elle  soit,  '  faut,  1^  commencer  par  chasser  les  dénomi-- 
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mieursj  ^*iê^m^'9i  ePtffmmf^y  d(mfb9dém*mmiiiUes^ifi:i'llqmtàB^ 
toutes  les  opérations  algébriques  gt»  >r  yrrfKitfwity  mi  pmmeni  amm 
à  une ^uati(rtt: ébmt  ks.dêum  membreâ  sont^iesi ppl^omes^  entiers;  2^ 
transposer  dans  un  même  membre  (c'est  ordinairement  le  premier  ) 
tous  les  termes  affectés  de  V^onnue,  et  dans  TàutTt  membre ^  lester^ 
mes  connus;  S"*  réduire  à  Mn-^emLtetfme  tom.les  termes  affectés  de  x, 
si  l'équation  est  numérique;  et  si  l'équation  ej^y^lgébrique,  former  de 
tous  ces  termes  un  seul  produit  composé  de  deux  facteurs ,  dont  Tun 
soit  X ,  et  V autre  V emevMe  des  qnanfkéi^  quïï-mtdiiplwnt  %,  réunies 
avec  leurs  signes  respectifs;  k^  enfin,  diviser  les  deux  membres  de 
Véquation  par  le  nombre  owh  polynemv'fwmultiplkfl'meonniteitet 
effectue!^  la.divisifm  s'Uasip^ssibiu 

Voici  un  exemple  assez  compliqué,  où  la  règle  précédente  doit  êice 
appliquée  dans  tonies  de&  parties.  Eé&audre  Féquation 

a— 6  a  +  è  b      ' 

En  faisant  d*abord  disparidtrelia  désoiMiatenw^^oni» 

b{a  +  by  (a?— 6)— 8«î(«»-^)«.6  (a^fc)  (4a6  — 6*) 
—26  (  a'  — 6»  ),  X  +.(a'-.6»)  (^*~ôa?),- 

effectuant  les  multiplications  indiquées; 

a'^bx  +  ^ab^x  +  8*a?—  a^"*  —  Saî*» — 5*—  3h%+  Îà5»=i 
4a'«*— a6^~4a6'+6*-^2a'6a?-t-26'a?+a*— a'6^— a'6a?+i';i?; 

transposant  et  réduisant, 

4a'6a?  +  2a6'a?— 26'a?=4a^6''— 6a6'  +  26*  +  3a'b  +  a*/ 
réumstaitt  en  un  seol  téus  k^^membm  ^k^iktéi'mi 

6(4a*+  2a6-26'»)ar  =  i^a'»»*— eaS^^H-SS^  +  Sa^i'+a*; 

donc  enfin,  x  =.  -'^  ^à-^^^-^b^-^^b^ 

H&ai*  ■*-2c6~2tf) 

erpressiott  qui  tte  peut  setéduireà  un  polynôme  entrer  (iï*9By. 

46.  SîTon-  avéît  une  équation  telle  qu«  3i?-2=s4a;— T;ârfeoudt»e^ 
en  transpôsaïit  îés  termes  affectés  de  x  dans  le  premfer  miemBté,  et  Tes' 
termes  connus  dans  le  second ,  on  trouverait  Sx  —  kx  =  2—7,  ou  ré- 
duisant, — ar=— 5.  Pour  interpréter  ce. résultat,  il  sufifit  d'observer 
qu'on  peut  intervertir  l'ordre  de  la  transposition,  c'est-à-dire  faire  passer 
au  eontf&ire  led  tmo^i  affkté»  d«  x  dtt«'lë'<MeOtté'metillà«t  ctf<fni 
donne  7— 2t=4«p— 8^»,  d*où  5»»a?j  otîhi^^n&tt,x^$it*m^^'èh'^Srt 
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qne,  toutes  les  fois  qu'on  parvient  à  un  résukat  tel  que  —  a; =—5,  il 
n'y  a  qu'à  changer  les  signes  des  deux  membres. 

Cela  revient  évidemment  à  transporter  les  termes  a£fectés  de  l'incon- 
nue dans  le  second  membre,  et  les  termes  connus  dans  le  premier,  et 
réciproquement. 

Nous  pouv(ms  maintenant  passer  à  la  résolution  des  problèmes 

47.  Nous  avons  déjà  dit  que  la  première  partie  de  la  résolution  algé- 
brlqae  d'un  problème  n'est  soumise  à  aucune  règle  bien  fixe.  Tantôt 
renoncé  dnproblème  fournit  sur-le-champ  l'équation,  tantôt  on  est  obligé 
de  déméier  d^ns  l'énoncé  les  conditions  qui  sont  de  nature  à  former  l'é- 
quation; tamtôt,  enfin,. ce  ne  sont  pas  les  conditions  elles-mêmes  de 
l'énoncé  qu'il  faut  tiadéire  algébriquement,  mais  bien  des  conditions 
que  Ton  peut  reg^^der  comme  conséquences  des  premières.  On  appelle 
2hrs^câïesrci,cùnditi(m»ea^îieitài,  et  celles  qu'on  en  déduit,  conditions 
im^lieitei,  C^endant  nous  donnerons,  avec  M.  Lacroix ,  un  précepte 
dont  l'appliGation  bien,  entendue  conduit  toujours  à  l'équation.  En 
voici  l'énoncé  :  Regarder  le  problème  comme  rétolti^  et  indiquer,  à 
T aidé  des  M^nes^  algébr%qu$$  sur  les  quantités  connues,  représentées, 
soitpur  des  nombres,  soiipaf  des  lettres,  et  sur  l'inconnue  toujours 
reprisenth  parwM  leUre^  les  mimes  raisonnements  etles  mêmes  opéra- 
fions  qu'U  faudrait  effectuer  pour  vérifieir  la  valeur  de  l'inconnue,  si 
cette  valeur  était  donnée. 

On  obtient,  par  ce  moyen ,  deux  expressions  algébriques  difiérentes 
d'une  même  quantité,  qui  renftrment  le  caractère  de  l'inconnue;  on 
les  égale  entre  elles ,  et  l'on  a  réquation  du  problème. 

Appliquons  ce  précepte  aux  problèmes  suivants  : 

Premier  problème.  Trouver  unnombre  dont  la  moitié,  le  tiers,  et  le 
quart,  augmentés  de  45,  donne  pour  somme  kkQt 

Soit  x  le  nombre  cherché;  s*  ;r,  r»  désigneront  la  moitié,  le  tiers  et 
z  d   4 

le  quart  de  ce  nombre.  Or,  il  faut,  d'après  l'énoncé,  que  ces  trois 

parties,  plis  45,  donnent  en  somme  448  ;  on  a  denc,  peur  l'équalîon  dû 

proUème, 

X        X        s         ,  M  t  t  ck 

^.+  -  +  ^+45  =  448. 
00,  retranchant  4&des  deux  membres, 

X       X.       X.        ,-.«, 

^,  chassaûties  dénommateuns,  (ctt  -h4a}  4-  ix  «  4836. 
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réduisant,    13a?  =  4836;    donc    œ  =  -j^  =  372. 
En  effet, 

079        070        5¥T0 

fil^-fif +  ^  +  45  =  186  + 124  +  93  -f  45  =  448. 
2  3  4 

Celle  question  est  du  genre  de  celles  qui,  en  Arithmétique,  se  ré- 
aolvent  par  la  règle  de  fausse  position;  et  Ton  voit  avec  quelle  facililé 
l'Algèbre  fait  connaître  la  réponse  à  la  question. 

Second  problème.  Quelqu*un  engage  un  ouvrier  pour  48  jours. 
Chaque  jour  qu'il  travaille,  il  reçoit  24  sous,  et  à  chaque  jour  d'oisi^ 
veté,  on  lui  retient  12  sous  {pour  sa  nourriture);  au  bout  de  hS  jours, 
il  reçoit  pour  solde  de  son  compte,  25Kv  4v  ou  504  sous.  On  demande 
le  nombre  de  jours  de  travail  et  le  nombre  de  jours  d'oisiveté. 

Si  nous  connaissions  ces  deux  nombres,  en  les  multipliant  respectî* 
vement  par  24  et  12,  puis  retranchant  le  dernier  produit  du  premier, 
on  devrait  trouver  504  pour  résultat;  indiquons  ces  opérations  à  Taide 
des  signes  algébriques. 

Soit  a?  le  nombre  de  jours  de  travail;  48  —  œ  représente  alors  le 
nombre  de  jours  d'oisiveté  ;  24  x  a?,  ou  24a?  désigne  la  somme  que  l'ou- 
vrier gagne;  et  12  (48  —  œ)  la  somme  qu'on  doit  lui  retenir;  on  a 
donc  pour  Téquation  du  problème, 

24ir  — 12(48  — ar)*=:  504; 

effecluant  les  calculs,  24aî  —  576  -f-  12iP  =  504  ; 

donc  S6x  =  504  +  576  =  1080, 

1080   ^^ 

d'où  48  — a:=  48— 30  =  18. 

Ainsi  l'ouvrier  a  travaillé  pendant.  30  jours,  et  s'est  reposé  pendant 
18  jours.  En  effet,  pour  30  jours  de  travail ,  il  aurait  dû  recevoir 
24  x30,  ou  720  sous;  mais  il  s'est  reposé  18  jours,  pour  lesquels  on  a 
dû  lui  retenir  12  x  18,  ou  216  sous;  or  on  a 

720  —  216=504. 

On  peut  généraliser  ce  problème,  en  désignant  par  n  le  nombre  total 
des  jours  tant  de  travail  que  d'oisiveté,  par  a  la  somme  que  l'ouvrier 
doit  recevoir  pour  chaque  jour  de  travail,  par  b  la  somme  qu'on  doit  lui 
retenir  pour  chaque  jour  d'oisiveté,  enfin  par  c  le  résultat  du  dé- 
compte. Soit  toujours  œ  le  nombre  de  jours  de  travail,  n — x  exprime 
alors  le  nombre  de  jours  d'oisiveté  ;  donc  ax  et  6  (n  -  w)  désignent  la 
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somme  que  Touvrier  doit  rece?oir  et  celle  qu'on  doit  lui  retenir.  Ainsi, 
on  a  pour  l'équation  du  problème, 

ax  —  6  (n  —  a:)  =  c, 
d'où  ax^^hn   -^-ix^s^  e^ 

(a  +  6)  a?  =  c  +  in; 

donc  *  =  TÎT' 

(e-^-hn)      an'\'hn  —  c  —  on 
et  par  conséquent,  nr^x^U'^  — --7-  = , 

ou,  réduisant,  n  —  a?  = r-. 

a  +  0 

Troisième  problème.  JJn  renard  poursuivi  par  un  lévrier  a  60  saufs 
et  avance.  Il  en  fait  9  pendant  que  le  lévrier  n'en  fait  que  6  ;  mais 
3  sauts  du  lévrier  en  valent  7  du  renard.  Combien  le  lévrier  fera-t-il 
de  sauts  pour  atteindre  le  renard? 

Il  est  clair,  d'après  l'énoncé,  que  le  chemin  à  parcourir  par  le  lévrier 
se  compose  des  60  sauts  d'avance  du  renard,  plus  du  chemin  que  ce- 
lui-ci parcourt  à  partir  du  moment  où  le  lévrier  se  met  à  sa  poursuite. 
Donc,  si  l'on  pouvait  trouver  les  expressions  de  ces  deux  chemins  au 
moyen  d'une  même  inconnue,  il  serait  facile  de  former  l'équation  du 
problème. 

Soit  X  le  nombre  de  sauts  faits  par  le  lévrier.  Puisque  le  renard  fait 
9  sauts  pendant  que  le  lévrier  en  fait  6,  il  s'ensuit  que  le  renard  fait 

9      3 

-,  ou  -  sauts,  pendant  que  le  lévrier  en  fait  1,  et  par  conséquent,  qu'il 

Sx 

en  fait  un  nombre  exprimé  par  ~  pendant  que  le  lévrier  en  fait  un 

nombre  marqué  par  x.  On  pourrait  croire  que,  pour  obtenir  l'équa- 

3 
lion,  il  suffit  d'égaler  xi60  -{•  -x;  mais  en  agissant  ainsi,  on  com- 
mettrait une  erreur  manifeste  ;  car  les  sauts  du  lévrier  sont  plus  grands 
que  ceux  du  renard,  et  l'on  égalerait  alors  des  nombres  hétérogènes, 
c'est-à-dire  des  nombres  rapportés  à  une  unité  différente.  Il  faut  donc, 
pour  lever  la  difficulté,  exprimer  les  sauts  du  renard  en  sauts  du  lé- 
Trier,  ou  réciproquement.  Or,  suivant  l'énoncé,  3  sauts  du  lévrier 

7 
Talent  7  sauts  du  renard  ;  donc  1  saut  du  lévrier  vaut  >  sauts  du  renard, 

o 

7x 
et  par  conséquent,  x  sauts  du  lévrier  en  valent  —du  renard. 

3. 
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Donc,  enfin,  on  a  Téqualion  --.  =  60  4-  5.*» 

ou,  chassant  les  dénominateurs,  l%'â;=360-f-94; 

d'où  &r=xa60  et  0^73. 

Ainsi ,  le  lévrielr  fera  72  sauta  pour  atteindre  le  renard;  pendant  ce 
3 
temps,  le  renard  en  fêta  72  x  ^9  ou  108. 

VérifioaUon. 

7Sb<ï 

Les  72  sauts  du  lévrier  vdent — r — 9  ou  168  sauts  du  renard,  et 

o 

Ton  a  éridemment  168»6a+108. 

Les  deux  prcdalèmes  suivants  méritenl  toute  l'atteAtioa  des  éIèfeft^««iE 
ce  qu*ib  offrent  des  exercîoes'da^  calcul. 

48.  Quatrième  problème.  Un  père  ^  a  U^  enfants  ordonne  jiaft 
êon  testament  que  son  bien  soU  partagé  de  la  memiàre  swwante  :  le.pre-' 
mier  doit  avoir  une  somme  a,  plus  la  i^éme  partie  de  $é  quiresie^  le  se^ 
cond  une  somme  2a,  plus  la  n^ème  partie  de  ce  qui  resté  après  qu'om^a 
soustraU  la  l'*'  part  et  2a;  le  troisième  enfin  doit  avoir  une  somme^Sà^ 
plus  la  n<ème partie  de  ce  quireete  après  qu*on  asoustrait  Us  deuivpre^ 
mières  parts  et  3a.  Le  bien  est  entièrement  partagé  ;  on  demtmda  la 
valeur  du  bien. 

Désignons  par  a  le  bien  du  père«  Sa  ,  à  r»de  de  eettequanlké,  nous 
pouvions  former  les  expressions  algébriques  des  trois  parts,  nous  re« 
trancherions  leur  somme  du  bien  total  x,  et  le  reste  égaU  à  zéroy  ddn*-^ 
nerait  Téquation  du  problème.  Tâchons  donc  de  déterminer  successive- 
ment ces  trois  part^. 

Puisque  x  désigne  le  bien  du  père,  x  —  a  est  ce  qui  reste  après 

qu'on  a  retranché  a;  ainsi  l'on  a  peur  la  part  du  premier  enfant, 

j?  •**  a 

a  -I ,  ou,  réduisant  rentier  en  fraction, 

n 

:  — -^- — — .  .   .  .  t»'part; 

n 

PoiSr  former  k.sefionde  part,  il fautiretranchetUe «.oâttepremiàre 

part  et  2a,  ce  qui  donne  or  —  2ia S  on,  réduisant  les 

entiers  en  fraction  et  effectuant  la  soustraction, 

>.iiw*-,  ,  ,  .  ,  1*»  reste. 

n 
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Or,  la  secMide  part  se  ouopose  de  2a  plus  la  nf^ne  partie  de  ce 
reste:  on  a  douer  pour  eette  aeconde  paii,  2a  +  ^^  ^^  ^-t-g» 
ovLy  réduisant  l'entier  en  fraction^ 

2an*  H-  iwp  —  San  —  op  -f-  a 

;? •2'p-t. 

Si  Ton  retnncbadf  .âRjes  deux  premiàres  parta  et  3a»  il  yieot 

„       (an  r|-  4^— ^av    (3Mi^4'nM?^^  Sa» —  «  4-  ai 

jp  —  ôa -v  ^  ■     , , 

tu  »! 

on,  réduisant  an  même  dénominatenr «t  ainpiifiant^ 
n'a?  —  6an*  —  2fM?  -^Inm-i-x^a 

La  3«  part  est  donc  3a  + = , 


oQy  rédaisant  rentier  en  fraotiin^ 

San'  -f-  n'a?  —  6an*  —  2nx  -{-  ^an  +  a?*—  a 


3«  part . 


Hais,  d'après  l'énoncé,  le  bien  du  père  se  tronre  entièrement  par- 
tagé. Donc,  la  différence  entre  œ  et  la  somme  des  trois  paris  doit  être 
%ale  à  zéro  ;  ce  qui  donne  l'équation 

(a»*f-  «—%«)     (2ai'  +  nm^^  âoA  — •  ^  +  a)\ 
a? —  ,  ■    I 

(3an'  -h  n'a?  —  6an'  —  2mp  -f  4an  -4-  a? —  g)  (  ~"    * 
n»  ] 

Chassant  les  dénominateurs,  effectuant  les  soustractions  et  réduisant, 
on  obtient 

n'a?  —  ««^— Ai'a?  »-h  lOon'  -♦-  3wai  —fia»  — «  4-  a«  0; 
_  6an^—  ÎOan'  -f-  Sam  — g     aififf--  lOn?  -f  Sn— 1> 
*^** n'-3n»-f.  3n-l      """  n?-àn»+ 3n-l     * 

On  peut  obtenir  une' équation  ei  un  résultat  plus  simples,  d'après  la 
remarque  suiyanle  :  Dire  que  la  part  du  troisième  enfant  se  compose 
de  3a,  plus  la  nfifM  partie  de  ce  qui  reste,  et  que  le  bien  est  alofswii^ 
tftremeflt  paittdgé,  ^t$t>  dfre  *  qm*  le  trwiène  eiitani  »'» t  qio  la 
somme  3a,  et  que  le  reste  dont  on  rient  de  parler  est  nul*. 

Or,  oii.a4)btenu«poiiri'expvcB8kni  de  cece^te, 

n^x  —  6a# —  2na?  +  ^an  H-  a?  —  a 
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£n  régalant  à  zéro  et  chassant  le  dénominateur,  on  trouve 

n^x  —  6an'  —  %nx  -f-  han  +  j?  —  a  =  0  ; 
6an'  —  kan  +  a      a  (6n'  —  4n  -f  1) 


d'où  X  =  ■ 


^2  — 2n  +  l 


Pour  prouver  \ identité  numérique  de  celte  expression  avec  la  précé- 
dente, il  suffirait  de  faire  voir  que  la  seconde  provient  de  la  première 
dans  les  deux  termes  de  laquelle  on  aurait  supprimé  un  factenr  com- 
mun. Or,  si  Ton  applique  aux  deux  polynômes a(6n'—  lOn* 

-f  5n  —  1)  et  n'  —  3n'  +  3n  —  1,  le*procédédu  plus  grand  commun 
diviseur  (n°  ki)^  on  reconnaît  que  n  «^  1  est  facteur  commun,  et  en 
divisant  les  deux  termes  de  la  première  expression  par  ce  facteur  com- 
mun, on  retrouve  la  seconde. 

Ce  problème  est  propre  à  faire  voir  aux  commençants  Timportance 
qu'ils  doivent  attacher  à  saisir  dans  l'énoncé  d'une  question  toutes  les 
circonstances  qui  peuvent  faciliter  la  formation  de  Téquation  ;  autre- 
ment, ils  courent  le  risque  de  parvenir  à  des  résultats  plus  compliqués 
que  ne  le  comporte  la  question. 

Les  conditions  qui  ont  servi  à  former  successivement  les  expressions 
des  trois  parts,  sont  les  conditions  explicites  du  problème  proposé;  et  la 
condition  qui  a  servi  à  déterminer  Téquation  la  plus  simple  du  pro- 
blème, est  une  condition  implicite,  qu'un  peu  d'attention  a  suffi  pour 
faire  reconnaître  comme  comprise  dans  Ténoncé. 

Pour  obtenir  les  valeurs  des  trois  parts,  il  suffiraitnde  mettre  pour  «, 
sa  valeur  dans  les  expressions  que  l'on  a  obtenues  ci-dessus. 

Al-          1                1   1   r        ,           a  (6n' —  4n  4- 1) 
Appliquons  à  un  exemple  la  formule  x  =  -^ — rr j—^. 

Soit  a  =  10000,n  =  B; 

il  vient 

_  10000(6x25-4x5+1  10000x131  1310000  ..^^ 
" 25-10+1 Ï6 ' Î6~  =^*^^' 

Vérifions  l'énoncé  sur  cet  exemple. 

81 R7^  —  10000 
Le  premier  enfant  doit  avoir  10000  H ^t ,     oii 

24375. 

Il  reste  donc  81875  ~  24375,  ou  57500  à  partager  entre  les  deux 
autres  enfants. 

Le  second  doit  avoir  20000  +  pS^O  — ^0000  ^^  ^^^ 

5  ' 

Il  reste  donc  57590  —  27500,  ou  30000,  pour  le  troisième  enfant. 
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Or  30000  est  le  triple  de  10000  ;  donc  le  problème  est  vérifié. 

On  peut  donner  de  ce  même  problème  une.  solution  moins  directe, 
mais  plus  simple  et  plus  élégante.  Elle  est  encore  fondée  sur  cette  re^ 
marque,  qu'après  avoir  soustrait  3a  des  deux  premières  parts,  il  ne 
doit  rien  rester. 

Désignons  par  r,  f,  r',  les  trois  restent  dont  il  est  question  dans 
renoncé;  les  expressions  algébriques  des  trois  parts  sont 

r  r'  r' 

a  +  -,    2a  +  -,    3a  +  -. 
n  n  n 

Or,  1«  d'après  Ténoncé,  on  a  évidemment  r*  =  0. 
Ainsi  la  troisième  part  est  3a. 

2»  Ce  qui  reste,  lorsqu'on  a  donné  au  second  enfant,  2a +  ^ 

penl  être  représenté  par  r'  —  -,  ou  ^^~  ^^  ' 

n  n 

D'ailleurs  ce  reste  forme  aussi  la  troisième  part;  ainsi  Ton  a 

n  n  — 1 

•     o  o 

Donc,  la  part  du  second  est  2a  H —^  :  n  =  2a  H ^  (*\ 

n  —  1  n  —  1  ^  '' 

ou,  réduisant  rentier  en  fraction  et  simplifiant,      ^"^^. 

w— 1 

3«  Ce  qui  reste,  lorsqu'on  a  donné  au  premier,  a  -f-  -,  peut  être 

n 

r  f* 

exprimé  par  r  —  -  ou  (n  —  1)  -.  D'ailleurs,  ce  reste  doit  former  les 
n  n 

2aii  -f-  a 
deux  autres  parts,  ou  3a  +  — — -—. 

n — 1 

*.    .1,        (n— l)r      ^        2an4-a       5an— 2a 

Ainsi  Ion  a  ^ ^  s=  3a  H 3-  =  -^ 7— • 

n  n  —  1  n  —  1 

San  —  2a  n  5an'  —  2an 

et  par  conséquent,  on  obtient  pour  la  première  part, 

(*)  Les  deux  points  :  employés  ici,  marquent  la  division  de  Jî!5-  par  n 

n— 1 
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Sa»""  — 2ait  Soti— ^ 

S(tn  —  2a        an'  +  3an  --  a 

Ld^hieik  total  est  done.eaSa  > 

ou ,  réduisant  rentier  et  les  fractions  an  même  dénominateur, 

3o  (n'  —  2n  Hf^  t^  -f*  (aiw»H^'<t)-Xit'^  i)  +  gn>  4-  3gyr—  o' 
n'  —  2n  4-'* 

puis ,  effeet  uaDt>k6^  cak«il5;«t[rKédaîMût  ^> 

6an'  —  &an  -H  o        a(6n*  —  ^n  -f-  i) 
n^-an  +  l    ^"       (n~— 1)*-        ' 

résultat  ohtenur  ci-dessus. 

Cette  solution  est  d'ailleurs  plus  complète  que  la  précédente^  puisque 
Ton  a  obtenu  en  même  temps  et  k  bien. du  pèrret  les  expressions  des 
trois  parts. 

k9.  Cinquième  problème.  Un  père  ordonne  par  son  testament  que 
Vaîné.  de  ses^  enflanUs  amra  ww  somme  ^^mr  9m  bien,  pihsîa  n^^^e 
partie  du  reste;  que  le  second  aura  une  somme  2a,  plus  la  n^^rne partie 
de  ce  qui  restspa  après  qiêen  mm  rettwaMi  la^prmnièi^tpaffet^a; 
que  le  troisième  aura  une  somme  3a,  plus  la  nième  partie  du  nouveau 
restai  ei,4msidt.smteiQfttsuppos9'^,atilêm  lanenfant»  soient 

également  partagés.  On  demande  le  bien  du  père,  la  part  de  chacun 
des  enfantSjf  et  le  nombre  des  £nfmis? 

Ce  problème  a  cela  de  remarquable, 'que  son  énoncé  renferme  plus 
de  conditions  qu'il  n'en  faut  pour  trouver  les  'Val«ars.des»  inconnues. 

Soit  œ  le  bien  du  père;  œ  — a  eirprime  ce  qui  reste  après  qu'on  a 
prélevé  la  soubm^i..  Ainsi  la  piu*i  de  i'ainé  est 

atf  -f*  X  —  a 
.  .  .  .  Impart. 

Retranchant  cette  première  part  et  2a  de  or,  on  obtient 

r.        (an  4- a?  —  a)         nx  —  3an  —  a? -f  a 

a?  —  2a  — -' ,  ou  — , 

n  '  n 

dont  la  nième  partie  est  — ^ ^ — — ?, 
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D0DC9  la  part  dt  second  eif ait  «si 

^      na  —  Son— a?+a       ..     2an'+nx— 3an— a?^-a     ^ 
2aH ^ ,  ou  bien 5 i.  .-.2paït 

On  pourrait  former  de  la  même  manière  les  autres  parts;  mais, 
puisque  toutes4ès-parts  doii'ent  Ûre  égales^itsuffit^poun  former  Téqua- 
tion  du  problème,  d'égaler  les  deux  premières  parts,  ce  qui  donne 
l'équation 

an -fa?  —  a_  2an'4-naî — ^3gn  — g-f  g 

n  ;      ;?  » 

d'où  Ton  ikù(  «(«»  W  —  2afi.4*.«w 

Substituant  cette  valeur  de  x  dans  l'expression  de  la  première  part^ 

on  trouve  *  .  ■  ■■  » 

» 

,,  .      .  an*  —  an  ,       ^, 

ou  réduisant —  =  an'^a=a{n'^i); 

et  comme  '  totrtesïes  parts  doîrent  être  égales,  en  dirisant  le  bien  total 
parla  première^  on  doit  obtenir  pour  quotient  le- nombre  desenfantf; 

autel,  ,  ou  n*—  1,  désigne  le  nombre  ^s  enfants. 

an^"  a 

Biendupëre.  .   .   .  on'  — Sa»  +  a  ou  a  (n  —  i)*; 

Pari  de  Value  et  de  chaque  enfant,.  .   .  a(n  —  1); 

Nombre  total  des  enfants n  *-^  i. 

Il  reste  maintenant  à  savoir  si  les^  autres  conditions  du  problème 
sont  salbfaites;  c'est-i-dire,.  si,  lorsqu^on  donne  an  second  2a  plus  la 
n^^me  partie  de  ce  qui  reste,  au  troisième  3a  plus  la  fi^^^^i^  partie- de  ce 
qnî  reste.  •  •   .,1a  part  de* chaque  enfant  est  en 'effet  a  (n — 1). 

Or,  la  différence  entre  le  bien  du  pèro  et  la. première  part. étant; 
a  (n  —  1)*  —  a  (n  —  1),  la  part  du  second  doit  être 

^  ^a{n-iY^a{n^i)^%i^^^{n^i)  +  a{n^iY-ain~i) 

»  n  * 

a(n-.l)  +  a(nr^l)»^  ^  (n— 1)  (1 -fti— 1) 

ou  réduisant,  -^ i—^ L  ou~bieff— ^ ■  ^  '     -^ , 

»  Il 

De  même!  k-dffî&rai60^tttm(ai^-^'l)^eilesdleux  pramièces  |^rt^ 
étiMt  i»:(nt«^d)^'^i2a.  (ii(*^l),.  là  part  du.,  tfoisième  doit.  ,ètre 
a(n— 1)'  — 2a{n-.l)  — 3a      ._      .    .^_^  ,.  ^ 
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devient  encore  évidemment — ^^ ^^ ^,  et  par  consé- 

n 

quenl,  a(n  —  1). . 

En  général,  on  aurait  pour  Upième  part, 

a(n,,l)2  — (p-l)a(n-.l)— yg 
|)a  +  — — " 2 ' 

ya  (n  —  1)  4- a  («  — 1)2  —  (/)  —  1)  a  (n  —  1) 
ou , 

ou  — ^ ^  ,  ou  bien,  ain'^  1). 

Donc  enfin,  toutes  les  conditions  du  problème  sont  remplies. 

§  II.  Des  équations  et  problèmes  du  premier  degré  à  deux  ou  plu- 
sieurs inconnues. 


50.  Quoique  plusieurs  questions  résolues  précédemment  renfermas- 
sent dans  leur  énoncé  plus  d*une  inconnue^  nous  sommes  parvenus  à 
leur  résolution  en  employant  un  seul  caractère.  Cela  tient  à  ce  que, 
d*après  les  conditions  de  Ténoncé,  nous  pouvions  facilement  exprimer 
les  autres  inconnues  au  moyen  de  ce  caractère;  mais  il  n'en  est  pas  de 
même  dans  tous  les  problèmes  où  il  y  a  plus  d'une  inconnue. 

Pour  savoir  comment  on  doit  s'y  prendre  pour  résoudre  ces  sortes  de 
problèmes,  reprenons  d'abord  quelques-uns  de  ceux  qui  ont  été  déjà 
résolus  à  l'aide  d'un  seul  caractère. 

Trouver  deux  nombres  dont  on  connaît  la  somme  di  et  la  différeneeVt 
(C'est  le  problème  n*>  4-.) 

Désignons  les  deux  nombres  cbercbés  par  ^  et  y;  on  a,  d'après 

l'énoncé,  les  deux  équations  |  ^  Jl  J'  ^  ?' 

Or,  en  principe,  s\,  à  deux  nombres  égaux  A  et  B,  on  ajoute  res- 
pectivement deux  autres  nombres  égaux  C  et  D,  les  résultats  Â  +  G 
et  B  +  D  sont  égaux;  c'est-à-dire  que,  si  l'on  a  les  équations  Â  s=  B 
et  C=D,  il  en  résulte  A  H-  C  =  B  -f-  D. 

De  même,  si  de  deux  nombres  égaux  on  retranche  deux  autres  nom- 
bres égaux,  les  restes  sont  encore  égaux;  c'est'à-dire  que  des  deux  éga- 
lités A  «=r  B  et  C  =  D,  on  déduit  encore  A  —  C  ==  B  — D.  . 

Appliquons  ce  principe  aux  deux  équations  du  problème  proposé. 

On  trouve,  en  les  ajoutant,      •   .  «    Zœssa-hbf 
et  en  retranchant  la  2^  de  la  i''^  .   .   .    Sj^^a— 6. 
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Chacune  de  ces  équations  ne  renfermant  plas  qa*une  seule  incon- 
nue, on  tire  de  la  première,  œ  •=  — ^ — , 

et  de  la  seconde ,  t/  =  — - — . 

Eneffet,ona-^+-^  =  -  =  «,et-2— ^-^'  =  -^=i. 

Soit  encore  repris  le  problème  de  Touvrier  (n^  39),  en  ne  considé- 
rant que  renoncé  général. 

Soient  X  le  nombre  de  jours  de  travail ,  et  jf  le  nombre  de  jours  d'oi- 
siveté; ax  et  \yj  expriment  respectivement  la  somme  que  l'ouvrier  doit 
recevoir  pour  les  jours  de  travail ,  et  celle  qu'on  doit  lui  retenir  pour 
les  jours  d*oisiveté. 

On  a  donc  les  deux  équations  S  , 

^  I  ax — 6y=c. 

Or,  nous  avons  déjà  vu  qu'on  peut  multiplier  les  deux  membres 

d'une  même  équation  par  un  même  nombre  sans  troubler  l'égalité; 

ainsi,  l'on  peut  multiplier  les  deux  membres  de  la  première  équation 

par  &,coeffîcient  dey  dans  la  seconde;  et  il  vient. 

équation  qui,  combinée  avec  la  seconde  ax  —  hy  =  f, 

donne  par  addition,  6a?  +  aa?  =  in  +  c;  d'où  x  =  — — r-. 

a-Vo 

Multipliant  de  même  la  première  par  a,  coefficient 

de  X  dans  la  seconde,  on  a aâ?  +  ai^  ss  an, 

équation  qui,  combinée  avec  la  seconde  ax  —  6y  =  c, 

,                           .       -        _ .                        ,.  ,          aw  —  c 
donne  par  souslracUon,  (a  4-  o)  y  =  on  —  c;  d  où  i/  = 7- . 

L'introduction  d'un  caractère  pour  représenter  chacune  des  incon- 
nues dans  les  deux  problèmes  précédents,  offre  sur  la  solution  qui  a  été 
donnée  précédemment,  l'avantage  de  faire  connaître  les  deux  nombres 
cherchés,  indépendamment  l'un  de  l'autre. 

ÉLIMINATION. 

51.  Soient  maintenant  les  deux  équations   \  aa      .  o    Z  go' 

qu'on  peut  regarder  comme  la  traduction  algébrique  de  l'énoncé  d'un 
problème  à  deux  inconnues. 

Si,  dans  ces  deux  équations,  l'une  des  inconnues  était  affectée  du 
même  coefficient,  on  pourrait,  par  une  simple  soustraction,  former  une 
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nouvelle  équation  qui  ne  contiendrait  plus  que  Ttatre  inconnutî,  et  de 

laquelle  on  tirerait  la  valeur  de  cette  inconnue* 

Or,  si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  équation 
par  9,  coefficient  de  y  dans  la  seconde,  et  les  deux  membres  de  la 
seconde  par  7,  coefficient  de  y  dans  la  première,  on  obtient  par  cette 

double  multiplication,  ^  77a?  +  63^  =  M3, 

équaticBS^qui  pea»tnt  être Hibsljtuées  aux ieux.pwmière»,  etdan&JcB- 
quelles  y  est  affecté  du  même  coefficient. 

RttEanchons  ddncla  premièfedecesdeux  éqaaticm&de.la,^OGaft(b; 
il)(vknt3âb!r>»  96,  ,diûù>^»  3*. 

BarefllettMnt,  sii  Fon.  multiplie  les  dcaix.  membres;  àa  la  premiàra 
par  11,  coefficient  de  x  dans  la  seconde,  et  les  deurmeratoi de  la 
seconde  par  5,  coefficient  de  «  dans  la  première,  on  forme  les  deux 

(   55(P  4- 771/ =  473, 
nonieellesécpiationa.  j   5fe'+ 48y  «  340/ 

qui  peuvent  être  substituées  aux  deux  é^uationy  proposées,  et  dans  les^ 
quelles  f é  coefficient  de  a?  est  le  mâne. 

Retranchant  donc  fa  seconde  de  ces  tfeux  équations  de  la  première, 
on  trouve  32t/  =  128,  d*où  j/  =x  4. 

Ainsi,  0?  =  3-et  îf  =  4  sont  les  deux  valeurs  de  x  et  de  y  propres 
à  vérifier  Fénonoé  de  la  question;  En  effet.  Ton  a 
lo  5  X  34.7  X  4=:15-*-28«43  ;  2»  11 X  34-9  x  4=33+36=69. 

L'opération  qui  vient  d*êfre€atécutée,  et  au  mof  eadériaqueUe  00  ob- 
tient les  valeurs  d^inconnues,  pro^poes  3B8atia£iire  à  des  équations  doo- 
nées,  est  connue  sous  le  nom  d'c7t«ima<ion,  parce  qu'en  effet  elle  con- 
siste à  chaner  l'une  des  inconnues  par  des  transformations  permises  et 
exécutées  sur  les  équations  prqp«sées. . 

La  métbodepréeédente a beweoap-d'anakigie avec kiTédnction des 
fractions  au*  même  dânomioalear;  aussi  estf^e,  comme  cette  dernière 
opération,  susceptible  de  quelqœs  siflqplificationa. 

Soient  pour  nouvel  exemple^  les  deux  équations 
&r  — 21î^=    33, 
6aî  +  35t/  =  177. 
Pour  rendre  fés  deux  coefficients  de  y  égaux,  remarquons  que  21 
et  35  ont  le  facteur  commun  7;  il  suffit  doncde  muHipffer'lapremfèfct 
équation  par  5  et  la  seconde  par  3;  ce  qui  donne  ies^dcux  THMiTcffes 
^       .        j4(ya?- i0%=185, 
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équations. fid)  «joirtées  entre  elles, donnent 

58a?=696,  d'où    3r=ïl2: 

Pareillement,  les  deux  coeffidente  de^rcnfenneat  le  facteur  com- 
mun 2;  ainsi,  il  suffit,  pour  rendre  ces  deux  coeffîde&ls  égaux, 
de  mfuHiplior  la  premiâre  par  8  et  k  seeondepar  4;  ce  qui  dornie 

2ix—  63y=  99, 
24ar  H-l%=708. 

Retrancliant  /a  première  équation  de  la  deuxième,  on  trouve 

N.  B.  n  est  très^-importatot  de  reeonnaîtire  %i  les  coefficients  ont  des 
facteurs  communs,  puisque,  dans  ce  cas,  on  a  des  calculs  plus  simples 
à  effectuer. 

Soient  pouiiroisième  exemple^  les  équations 

U  faut  d*abord  faire  disparaître  les  dénominateurs  d'après  la  règle 
(  nrïQ'  ),  et  Ton  obtient  ainsi  lesdeox  équation» 

8a:  — W  +%  -f-  12a?  =  96— 9|^  -f  1, 

y— 3a? +  12=1  — 12a? -h  36,  - 

LA  '   ^    j  20ar  +  15i^  =  145,       ,.       (  4a?  +  3v  =  29. 

ou  réduisant,  {    ^    ^      ^        ^J  oubien  î  ^     V  «^ 

I     9a?  -h      ^  =    25,  (  9ar  +    j/  =  25. 

Multipliant  la  seconde  équation  par  3,  et  retratidiant  la  pnemière ,  du 
résultat,  on  trouve  23a?  =  46;  d*où  a?  as  2;  maison  a  d'aâleiirs 
y  =  25— 9aî;doncî/=s25— 9  X  2=«7. 

52.  Considérons  actuellement  le  cas  de  trois  éqnatk»»  i  troii  n^ 
connues. 

!5a^— 63^  H- 4ar  =  15,. 
7a?  +  4y  —  ^z  =  19, 
2a?  +    y  +  6z  =  46: 

^rélimkier  rentre  les^dsiœpreniîèKs  équations,,  il  f2Hifcmiiltip(ier 
itfpmnère'parv^  et  b  seioode»  pai)4 ,  puis^ajoutcr  lesrdftunisésukftk 
(puisque  les  coeffieients  iie4^«ont40S)signe»!CODtmrea.),  ce.qui  donne 

Digitized  by  VjOOQIC 


72  ÉLIMINATION  PAR  ADDITION  ET   SOUSTRACTION. 

pour  nouvelle  cqualion 43aj  —  2i/  =  121. 

Multipliant  la  seconde  équation  par  2, 
Tun  des  facteurs  du  coefficient  de  z  dans 
la  troisième ,  et  ajoutant  le  résultat  avec 
la  troisième,  on  a i6x  +  9y^8k. 

La  question  est  donc  ramenée  à  trouver  les  valeurs  derteldet/, 
propres  à  satisfaire  à  ces  nouvelles  équations. 

Or,  si  l'on  multiplie  la  première  par  9 ,  la  seconde  par  2,  et  qu'on 
ajoute  les  deux  résultats,  on  trouve 

kidx  =  1257,  d'où  l'on  lire  a?  =  3. 

On  pourrait,  à  l'aide  des  deux  équations  en  «  et  i/,  déterminer  y 
comme  on  a  déterminé  a>;  mais  on  parvient  plus  simplement  à  la  valeur 
de  y,  en  observant  que  la  dernière  de  ces  deux  équations  devient,  lors- 
qu'on y  met  pour  œ  sa  valeur, 

8&  —  tô      . 

48  +  %  =  84,  d'où  l'on  tire  y  =  — r —  =  4. 

De  même,  la  première  des  trois  équations  proposées  devient ,  lors- 
qu'on y  remplace  a?  et  y  par  leurs  valeurs, 

24 
15  — 24  4- 4^  =  15,d'oùz=  — =  6. 

En  général,  soit  un  nombre  m  d'équatio&s  à  pareil  nombre  d'inconnues. 
Pour  trouver  les  valeurs  des  inconnues ,  combinez  successivement  uw 
quelconque  des  équations  avec  chacune  desm  ^^  i  autres;  de  manière 
à  éliminer  la  même  inconnue;  vous  obtenez  ainsi  m — 1  nouvelles  équa^ 
lions  renfermaiit  m  —  1  inconnue*,  sur  lesquelles  vous  opérez  comme 
sur  les  équations  proposées;  c'est-à-dire  que  vous  éliminez  une  nou" 
velle  inconnue,  en  combinant  l'une  de  ces  nouvelles  équations  avec  les 
m  —  2  autres,  ce  qui  donne  m  —  2  équations  renfermant  m  —  2  in- 
connues. Continuez  cette  suite  d'opérations  jusqu'à  ce  qu'enfin  vous 
parveniez  aune  seule  équation  qui  ne  renferme  plus  qu'une  inconnue, 
et  de  laquelle  vous  tirez  facilement  la  valeur  de  cette  inconnue.  Après 
quoi,  remontant  de  proche  en  proche  jusqu'à  l'une  des  équations  pro- 
posées j  vous  déterminez  successivement  les  valeurs  des  autres  inconnues. 

53.  La  méthode  d'élimination  que  nous  venons  d'exposer  est  connue 
sous  le  nom  de  méthode  par  addition  et  soustraction,  parce  qu'en  efTet 
on  parvient  à  chasser  les  inconnues  par  des  additions  et  soustractions , 
après  avoir  toutefois  préparé  les  équations  de  manière  qu'une  inconnue 
soit  afTcctée  du  même  coefficient  dans  toutes  les  deux. 
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Il  existe  encore  deux  autres  méthodes  principales  d'élimination .  La 
première,  appelée  méthode  par  substitution ,  consiste  à  tirer  la  valeur 
d'une  inconnue  de  Tune  des  équations,  comme  si  les  autres  inconnues 
étaient  déjà  déterminées ,  et  à  substituer  celte  valeur  dans  les  autres 
équations ,  ce  qui  donne  lieu  à  de  nouvelles  équations  qui  renferment 
une  inconnue  de  moins^  et  sur  lesquelles  on  opère  comme  sur  les  équa- 
tions proposées. 

La  seconde,  appelée  méthode  par  comparaison^  consiste  à  tirer  les 
valeurs  d'une  même  inconnue,  de  toutes  les  équations^  et  à  égaler  ces 
valeurs  deux  à  deux;  ce  qui  donne  nécessairement  lieu  à  de  nouvelles 
équations  renfermant  une  inconnue  de  moins,  sur  lesquelles  on  opère 
comme  sur  les  équations  proposées. 

Mais  ces  deux  méthodes  ont  un  inconvénient  que  n'offre  pas  la  mtf- 
thodepar  addition  et  soustraction,  c*est  de  donner  lieu  à  de  nouvelles 
équations  renfermant  des  dénominateurs  qu'il  faut  ensuite  faire  dispa- 
raître. On  emploie  toutefois  avec  avantage  la  méthode  par  substitution, 
toutes  les  fois  que  Tune  des  inconnues  a  un  coefficient  égal  k  l'unité 
dans  l'une  des  équations,  parce  qu'alors  l'inconvénient  dont  nous  venons 
de  parler  n'a  plus  lieu.  Nous  aurons  quelquefois  occasion  de  l'employer. 
Hais ,  en  général ,  la  méthode  jpar  addition  et  soustraction  est  préfé- 
rable ;  elle  présente  d'ailleurs  cet  autre  avantage ,  que,  si  les  coefficients 
ne  sont  pas  trop  grands,  on  peut  faire  l'addition  ou  la  soustraction  en 
même  temps  que  la  multiplication  qui  tend  à  rendre  les  coefficients 
égaux. 

S4.  Il  arrive  souvent  que  les  équations  proposées  ne  renferment  pas 
toutes  les  inconnues  à  la  fois.  Dans  ce  cas,  avec  un  peu  d'adresse,  l'éli- 
mioation  se  fait  très-promptement.  » 

Soient  les  quatre  équations  à  quatre  inconnues, 

2a?— 32/ -1-2^=  13 (1), 

4tt  — 2a?=.  30 (2), 

4y-|.2ir=14 (3), 

6i/  +  3w  =  32 (4). 

En  jetant  les  yeux  sur  ces  équations ,  on  voit  que  l'élimination  de  z 
entre  les  équations  (1)  et  (3)  donnera  une  équation  en  â?  et  y  ;  et  si  l'on 
élimine  u  entre  les  équations  (2)  et  (4),  on  obtiendra  une  seconde  équa* 
tion  en  x  eiy;  ces  deux  dernières  inconnues  peuvent  donc  être  dé- 
terminées aisément.  D'abord,  l'élimination  de  z,  entre  (1)  et  (3)  » 

donne. , 7t/  —  2a?  =  1; 

ceUe  de  u,  entre  (2)  et  (4),  donne 20t/  +  6x  «38, 
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d'où If  «1 

,iSiibstit«aiitâ3t4e«alearNd«is'3^*^3ii;  «cl, 

il  en  résulte  4tt  —6  =30;  d'où u  =  » 

fiflfin  Ia:slib6tUutiMi>dela:iuleiir.de)y\iMis 
réquBtioii  (8)  dooaa  »»>•«. or»  S 

Nous  proposerons,  pour  exercice,  "les  tinq  équations  suivantes  : 

7a;  —  2z  +  3u  =  17\  quidoueB^  poBMrabuwdcs 

%  -«  2z  +    I  s=.llJ  «infifinnoes^  - 

5y  — 3:r  — 2u«=    8^      i»^  2,,Sr«»'ftt'>^  "^«^«««3»  <>«i. 
4|^  — 3ttM-5/=    94 
3^  + Sus  33] 

[li&.  Sans  ttmtw  ^i  préaëdavmwi^iatMS'  MppcAsè  )e  nombre  des 
Àpntians»  égal  mi  nombre  des  H$amclin«sc«apl«f§9tponr  désigner  1i!s 
inovuuBB.  iléMtmét»eiainsi4«totit  pMldèmeià>pla!^rsinconnies, 
t»ur  ^l'H  ml  -dlimiiimf,  «^'4isM(^dfre  fisar  'qn^l  m'admette  pas  une 
snfiaitê  de  «IttlMis. 

En  effet,  sopposons,  par* exemple^ qu^tn  *problèitterà'd^x  inconnoes 
9,  «y,  oondaise  4  ^eqwalfOD  oniqoe  te'^%'«:t^iS,  on  en  dédoit 

12  4-  3y 

w  =s  - — - — X.  Or,  si  Ton  fait  successivement 

,l,.«4,2,  3,4,  S,  6...,,, 

.,         ,   .       •    ^  18  21  24  27      . 

il  en  résulte  x  =  3,  gr, -^, ^,  j-,    6. ..*..; 

et  tous  les  systèmesvde  valeucs 

mis  pour  xeiy  dans  Téquation,  y  satisfont  également. 

Si.l'oiisandt  deuiéqiiatms  à  tionuÉKainioes,  ^tm  ipantiit  d'abDrd 
élteiiiar  Tana  dea  inamoiies  à  l'aida  à»  y  éqnaUéna  pvapwéesr  et  fon 
paavioidfail  ainti  ii.mmiiqaatian  jqai,:  vuAmÊÊmAdmmimaimBj 
poufait  êtse  salisfaiie  par  une  iaimbéjde  wpAmM  de  nalenra  pites 
pour  ces  inco«Hie&;  d'où  rim.iGOiidamitiéBdteiueDt«imiDfinitèden« 
leurs  pour  Ia:ti!ttsiètte  inconnue..  OonCt^n.  généraU»pour.qa'ttB;fn»«- 
blcme  soit  dtoani»^^  iUaat;que  son  éneMéireofetsia'auiiHW»  atiUttt 
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de  conditions  différenlfs  x|Gi'il  j:a.d!i«QCiiiiiMi^6tqittfltt^ 
f«iii»tttéfcre  eKpgaiéeS'.ctoQDiieiptRiBi»  équMtioai  Mam  areiâewif  obs  au 
tieite{ikiflM&  sur  les  ifaesticaM^ui\doaotiU lien  àtmjMxiibie:d* 

36.  PaooflB  -i  la  vésQlatî«a  cfe  noaiMiiK  ftohkksM&à  din.0«iin 
^s>grand  namb»  d*ÎMOBnaa&. 
Sixième  ptoblime.  2/îieijiecsoime  jMMaèArvtm  mpUtH  Ai.  80fiM  jl*. 

20000  fr.  dont  elle  pat/e  un  c^latn  trU^^/.  L'intérêt  .^îdCfe'itlre 
.  iMr|iasM:eiii?iii>  9ii'4fiilBiji«yf y jd^flOQ  /ft*,  Ihe^m^miB  >perêomwypm$sède 

mBiêMme  é^HMê  fn*  AntfufKe  fmfi'iun  éuirét  mffPevner'  tam. 
Lintérét  qwelle  retire  suçasse  celui  qtCelle  paye  y.  de  310  fr.  On 
demande  letiieuw  taux  ffmUrêlf 

5oltfliati.LSaîeot«>sfe<|^sjdiiiaD  tanx.il:ialéDâtitpiiiir  IM  Ir.  Fnr 
tèteoirî  rintérêt  de  30000  fr.  au  taux  désigné-par  x,  il  fiât  établir  la 

proportion  100  :  x  :  :  30000  :    ■  ^^  ou  SODa?. 

Oftoblkodia  dft:néme,fpeiir  ll»térêti(fafaû0O0  fieuwIsMKdésieQé 


20009« 
par  y,  ou  20Dy*  Mais,  .d'après  l'énoncé,  la  différence  de  ces 

deux  intérêts  est  égale  i>800  fr« 
On  î  acdoDC  poir  ptemière  é^atioa  du  ipvdaftDie, 

En  traduisant  algébfiquennmtia  seconde  candStnii  'daproblèHie,  ^im 
parnendraîtvàia  DotiTt9le^qualkm 

350t^  —  280a?  =  31tJ.      , 
Les  deux  membres  delà  première  è^atlon  èlant  divisible»  par  lOQ, 
et  ceax  dé  la  seconde  par  10,  on  peut  les  remplaicer  par  celles- :i  : 

3a?  — 2l/=:'8 

38y— 24a?=  31. 

Pour  éliminer  Xy  multiplions  la  première  équation  par  8  y  et  ajoutons  ; 
îl  vient ÏSy  ='^5,  d'où  y  =r  "5. 

"Remplaçant  j/^par  sa  valeur  dans  la  première  éc[uà(ion,TQn  ttouve 
3a?— 10  =  8,  d'où  j?  =  6. 
Ainsi,  le  premier  taux  esCG  pour  f ,  et  le  second,' 5. 

'Ba.dret, 
aOOOd'Ir.  pbeés;à 6  p^^^âaneiit        .300  <x  |6     ^      ISOOfifr. 

20000 à5.  ))     donnent  200  x  5      ou      iSOa, 

ffPosiSi  1J80&'— iOOO  «:  ;800. 
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On  vérifierait  de  même  la  seconde  condition. 

Septième  problème.  On  a  trois  lingots  composés  de  différents  mé- 
taux fondus  ensemble,  La  livre  du  premier  contient  7  onces  d'argent, 
3  onces  de  cuivre  ^  et  6  iétom.  La  livre  du  second  contient  12  onces 
d^ argent,  3  onees  de  cuivre,  et  1  once  d^étain.  Celle  du  troisième^ 
&  onces  d^ argent,  7  onees  de  cuivre  ^  et  S  d^étain.  On  demande  ce  qu'il 
faut  prendre  de  chacun  des  trois  lingots  pour  en  former  un  quatrième 
(  dupoids  d'une  livre)  qui  contienne  8  onees  d^ argent,  3^  de  cuivre ,  et 
k^d'étain, 

Solution.  Soient  x,  y,  et  x,  les  nombres  d*onces  qa*il  faut  prendre 
respectivement  sur  to  trois  lingots,  pour  former  une  livre  du  lingot 
demandé.  Puisque,  dans  le  premier  lingot,  il  y  a  7  onces  d'argent  sur 

7 
une  livre  ou  16  onces,  il  s'ensuit  que  sur  1  once  il  y  a  7g  d'once  d'ar- 
gent, et  par  conséquent,  sur  un  nombre  d'onces  marqué  par  œ  il  doit 

7x  12v   4r 

y  avoir  —  d'onces  d'argent.  On  trouverait  de  même  que  -7^,  —, 

expriment  les  nombres  d'onces  d'argent  pris  respectivement  sur  le  se- 
cond et  le  troisième  lorsque  le  quatrième  est  formé  ;  mais  d'après  l'é- 
noncé, ce  quatrième  lingot  doit  contenir  8  onces  d'argent; 

on  a  donc  pour  première  équation,  r^-f-  -^  "*"  -Ta  ~  ^> 

ou ,  chassant  les  dénominateurs, ...  7a;  +  i2y  +  4jr  =  128  | 
On  trouverait  par  rapport  au  cuivre,  3â;  +  3|^  +  7i  =  60  / 
et  par  rapport  à  Fétain ,  • 60;  +    y  +  Sjt  =    68  ' 

Comme,  dans  ces  trois  équations,  les  coefficients  de  y  sont  les  plus 
simples,  il  convient  d'éliminer  d'abord  cette  inconnue. 

Multiplions  la  deuxième  équation  par  &,  et  retranchons  du  pro- 
duit la  première  équation;  il  vient         bx  +  2^z  =  112 

Multipliant  la  troisième  équation  par  3, 
et  retranchant  du  produit  la  deuxième, 
on  trouve i5x  -|-  8^  =  ikk 

Multipliant  cette  dernière  équation  par  3  et  retranchant  la  précédente 
du  produit,  on  obtient  40^?  «=  320,  d'où  x  ss  8.  Reportons  cette 
valeur  de  x  dans  l'équation  l^x  4-  8jr  =  ikk;  elle  devient 

.  120  +  8-j  =  144,  d'où  z=^3. 

Enfin  les  deux  valeurs  â?  =  8,  ^  =  3,  étant  substituées  dans  l'é- 
quation 6a?  +  y  +  5-r  =5  68,  donnent  48  +  2/  +  15  =  68,  d'où 
y  =  5. 

Ainsi,  pour  former  une  Jivrç  du  quatrième  lingot,  on  doit  prendre 
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8  ODccs  du  premier,  5  onces  du  second,  et  3  onces  du  troisième.  En 
effet,  si  sur  16  onces  du  premier  lingot  il  y  a  7  onces  d'argent,  sur  8 

7x8 

onces  il  doit  y  en  avoir  un  nombre  exprimé  par  -         .  Pareillement, 

12x6^4x3        , 

~"Ï6~~        ifi     représentent  respectivement  les  quantités  d'argent 

contenues  dans  S  onces  du  second  lingot  et  3  onces  du  troisième.  Or  on  a 

7  x8       12x  {t  ,  *X3_128 
16    ■*"       16     "*■    16    "■  16   "■• 

ainsi,  le  quatrième  lingot  contient  8  onces  d'argent /comme  l'exige 
l'énoncé.  On  vérifierait  de  même  les  conditions  relatives  au  cuivre  et  à 
Tétain. 

57.  Voici  les  énoncés  de  nouveaux  problèmes  à  une  et  à  plusieurs 
inconnues ,  sur  lesquels  nous  engageons  les  commençants  à  s'exercer. 

Huitième  problème.  Un  ouvrier  peut  faire  un  certain  ouvrage 
exprimé  par  a,  dans  un  temps  exprimé  par  h;  un  second  ouvrier,  î*  ou- 
trage c  dans  un  temps  d;  un  troisième ,  V ouvrage  e  dans  un  temps  f. 
On  demande  quel  temps  il  faut  aux  trois  ouvriers,  travaillant  en- 
semble,  pour  faire  l'ouvrage  g? 

(  On  peut  prendre ,  pour  fixer  les  idées,  le  mètre  pour  unité  d'ouvrage; 
et  le  jour  pour  unité  de  temps. 

Réponse.        x  = ,  ^  ,  -7. 

^  adf-hbcf+bde 

Application...  a  =  ^mètres ;  h  ^  kMrs;  c  =  35«»;  d  =  6i; 
e  =  40»n;  f  ss  12J;  g  =  191*»;  on  doit  trouver  x  =  12i. 

Neuvième  problème.  Oa  a  de  Veau  de  mer  qui,  sur  32  livres  poids, 
contient  1  Uvre  de  sel.  Combien  faut-il  ajouter  d'eau  douce  à  ces  32  /i- 
ires,  pour  que,  sur  32  livres  du  nouveau  mélange,  la  quantité  de  sel 
soit  réduite  à  2  onces,  ou  ^  de  livre?  ....  (Rcp.  2242.) 

Dixième  problème.  Une  moiUre  marque  midi.  On  demande  combien 
de  fois  les  aiguilles  des  heures  et  des  minutes  se  rencontreront  depuis 
midi  jusqu'à  minuit,  et  à  quelle  heure  se  fera  chaque  rencontre?  (Rép. 
Nombre  des  rencontres,  11;  1"  rencontre,  à  ih  5'  tV;  2«  rencontre, 
à;2fti0'2.2.;3%à3A16'^ ) 

Onzième  problème.  Un  nombre  est  composé  de  trois  chiffres;  la 
somme  des  chiffres  est  11;  /e  chiffre  des  unités  est  double  de  celui  des 
centaines;  et  quand  on  ajoute  297  à  ce  nombre,  on  obtient  une  somme 
qui  est  le  nomlrc  renversé.  Quel  est  le  nombre  qui  jouit  de  celte  pro- 
priété? . ,  .  (Rcp.  326.* 

A 
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J)omictiiepToh\hme.  Une  periùtmê^ipaàÈède  199000  fr.  les  fait 
^abir,  tm^  faf-tie  à  6  pour  f  et  l'autre  petttie  à  h-^pôUY  ^;  elle  retire 
pourleioupi'^Ofr,  d'intérêts.  On  demande  les  deux  parties?  .  •  . 
(Rcp.  6V000/*ei3G000A) 

Treizicuie  problème.  Une  personne  possède  un  certuin'uapital  qu'elle 
fait  valoir  à  un  certain  intérêt.  Une  autre  personne  qui  possède  10000^. 
^  pfus  >^He  ta pHfHi^e^  et^ifhJît^eahérmnhkn  de i p&wr ^plus 
avantageusement  qu  elle ,  a^in  revends  plus:^and  de SOO  fr.  Une  troi-' 
sicme  personne  ^  possède  15000^.  deyius  que  i(^  première,  et  qui 
fait  valoir  son  bien  de  2  pour  J  plus  avantageusement  quelle,  a  un  re- 
'"^enu  plus  grand  de  i^OiïftJ'Oit  âeUUnde  les  biens  *des  trois  personnes 
et  les  trois  taus  d'ilttêM? 

(Sommes  placées      30000/;      iOOOOT,      WOOOf. 

Taux  d'irttôrêt.  .  4,  5,  '6.) 

§  ÏIL  Problèmes  qui  donnent  lieu  à  des  résultats  négatifs.  Théorie 
des  quantités  négatives. 

58.  L'emploi  des  signes  algébriques  pour  résoudre  les  problèmes 
donne  souvent  lieu  à  des  circonstances  singulières,  qui  embarrassent 
au  premier  abord;  mais  en  y  réfléchissant,  on  parvient  à  les  expliquer, 
et  même  à  en  tirer  parti  pour  généraliser  encore  d'avantage  la  langue 
algébrique. 

Proposonsncrtis  cette  premïèpe  question  :  Trouver  un  nombre  qui, 
f^oiUéuu  nombre  h,  dofme  pour  sommeM^nsmbre  a. 

Solution,  Soit  û^le^uombjtcxhèïcbéi^  CM  a  évidemment  pour  ^qua- 
jîon, 

^&^  arts  <iy  .  d'^  i»«»a*va-**6. 

'Celte  expression  ou  formule  donnera ^la  Yateûrde*»,  dans  tou&les^eas 
particuliers  du  problème  proposé. 

Soit,  par  exemple ,  a  =  W,  b  =^2&;  ïl  vieùtar*s=iW— '^'^  18- 

Soit  encore  a  =  24,  b  ='31;  ilvient  a?  =  24  —  81. 

Comme  31  est  égal  à 24  +'7,  ctftte  expression^ de  ar  pcut^ inHsIîre 
sous  la  forme  a?  ='24  —  24  —7,'  ou  len  -réduisartit/ar  = — -7*  Cl«tte 
valeur  obtenue  pour  a?  est  ce  qu^on^ippdhyint'sôhHmf^gutive/Mms 
comment  rinterprélci*  ? 

En  remontant  àTénoncë  ïhi  pfSBIhift/on  rbi^1Jtfilest^mpo«SM 
que'Sl  augmeùté  d'un  nombre  tlonne^nr^somme  %4;iicrmbre't]4iis 
petit  que  31.  Ainsi,  aucun  noinbreTie|ïWîfr^ëHHei?Ténoncé^  da«sx;erH«is 
particulier,  Cependant,  si,  dans  l'équation  du  prtMèwe,' 81  +  a^'**?18A', 
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-M  «oet  A  la  place  du  te»e  rf-  #:  k  Ynl^arj^ég^^lkeMi-r  7,iUymt 
Si  «-:7  ^  3Â^.équati^^aQlei^lveuti<lke.4apJ«A9fl^^,^ 
nué  de  7  donne  poar  différence  2i. 

La  solution  négative,  x^  —  7,  indique  donc  riflopossibilité  de  sa- 
tisfaire àl*éQQpcé  du  problème  dai^s  le  s^s.ok  il:a  ti^k^n.m^  çp 
.coiisidéçant  .c€itU^lttJiott  jjid4pej^(lai)am.çnldeson;5igne,  c'ei*-^T(li|re 
,;r  .=  7^  PU  ypit  qa'dle  sw*i^t,à,V.énQWé  flftoflifié  ^^nsi  :  j:r(^ver  nfi 
nombre  qui,  retranché  deiM,.il^mfif>pour,4iff/ir^nfi(B  24,  énçipé  q^fifi 
.diffère  du  premier  i, Trouver,  un mmbr^iQui,  <i^puté.à,3l,.dQnne^§fo\ffr 
somme  2k ,  qu'en  ce  que  le  mot  a/ou^er^e.^iroojre  replacé  par  1^  UH>t 
retrancher^  et  le  mot  somme  par  le  mot  différence. 

'Si Ion  vcat:fis«adc^#lli)V^l|«r^p^ti9(^4ifefi^i»fiDW jtifi*^ 
poser  réquation 

31  —  oî  =  24,  d'où  31  —  24  =:  a?,  ou  a?  =  7. 

Soit  encore  proposé  ce.  .problème  ;,Pn.père  a  m  nomkre  a  d'annikp: 
son  fils  en  a  un  nombre  b.  On  demande  dans  combien,  d'années  fâge 
*du  fils  sera  le'Ç[uarl'de4>ehlduipère? 

^'Solution, 

Désignons  par -ir  le  nomk^'â*onnéeS'obei«lié;'a*->htv<eti  4-'«V'fc»> 

présentent  lestages  du  père^tdufilS'au'boBt  deceDOBibred'aiméas; 

a  -^  âf  "a-'^^hb 

ainsi,  Ton  a  l'équation  6  +  a?  =  — r — ;  d'où  x  =  —       ■■■ . 

*  o 

c  e^f    1^      o  .,   •    .         S4-36      18      ^ 

Supposons  a  =  5*,  o  =  9;  u  vient  x  = y-—  =  ^5-  «  0, 

u  o 

En  effet ,  le  père  ayant  actuëllemenft'64  ans  et  le  fib  9,  dans  &  ans 
lepère  anra60'ans  el-son  fils  15;  «t45  est  ég^  au  quart  dd '60;  donc 
«  ¥s  6  aatisfdrit  à  l'énoncé. 

.Actudlejiaent^.sijpposQns.a jBsv4?i,  6  =5sJl8j4Lvi<uit.« <=>... ■■■'iri.u,^ 


Cttle  expression  peut  être  réduite  à  a;=  — 5,  en  effectuant  autant 
que  possible  la  soustraction  indiquée  par'4S  —  60^  ce  qui  donne— ^'15, 
et  divisant  —  15  par  3,  d'après  la  règle  établie  (if  25)  pour  la  divi- 
sion al9èbrique.AIaiacmiuieol4atfiipi|éter  k  johcîon  négatme'jf:mi0wr&t 
JHemoniQns  à.I'équation;;;dtt;4)robiàme,  4ul,;da»S'l&GasipaclkttiiBr 

quisnous  considérons,  est  ]15  +  â?  &=' — 7— ^«.EtUe  renferme  une^coo^ 

•v45      w 
tradiclioamanifestç;  ^ar  le  second  joejnbre  revient  à  -v-  +  ri  etcha* 
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cunc  de  ces  deux  parlics  est  plus  peiile  que  cliacunc  des  deux  parties 
du  premier  membre.  Mais  si  l'on  remplace  dans  Téqualion^  +  x  par 
j^5 5  40 

—  5 ,  il  vient  15  —  5  =  — -, ,  ou  10  =  -r  ,  équation  exacte, 

'  4  * 

qui  veut  dire  que  si,  au  lieu  d'ajouter  un  certain  nombre  d'années  aux 

deux  âges,  on  en  retranche  5  ans,  l'âge  du  fils  sera  le  quart  de  celui 

du  père.  Ainsi,  la  solution  que  l'on  vient  de  trouver,  étant  considérée 

indépendamment  de  son  signe ,  satisfait  à  ce  nouvel  énoncé  :  Vn  pète 

a  45  ans^  son  fils  en  a  15;  on  demande  à  quelle  époque  rage  du  fils  a 

été  le  quart  de  celui  du  père  ? 

45-—  0? 
L'équation  de  ce  nouvel  énoncé  serait  15  —  a?  ==  — - — ,  d'où 

l'on  tirerait  60  —  4a?  =  45  —  a?,  et  a?  =  5. 

On  voit  en  effet,  pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  l'énoncé  du  pro- 
blime,  que  le  rapport  de  l'âge  du  fils  à  celui  du  père  étant  actuelle- 

15       1 

ment  r^  >  oii  -ô  »  l*âge  du  fils  ne  peut  plus  devenir  le  quart  de  celui  du 

père,  mais  il  l'a  été  précédemment,  parce  que,  comme  on  l'a  prouvé 
(n^  6)  d'une  manière  générale,  si  l'on  ajoute  au\  deux  termes  d'une 
fraction  un  même  nombre,  la  fraction  augmente  toujours  de  valeur.  Au 
contraire 9  elle  diminue  de  valeur  lorsqu'on  retranche  un  même  nombre 
de  chacun  de  ses  deux  termes. 

59.  En  nous  laissant  conduire  par  l'analogie,  nous  pouvons  établir 
ce  principe  général  : 

1®  Toute  valeur  négative  trouvée  pour  Vinconnue  d'un  problème  du 
premier  degré,  indique  un  vice  dans  le  sens  des  conditions  de  V énoncé, 
ou,  du  moins,  dans  V équation  qui  en  est  la  traduclion  algébrique. 
(  Voyez  la  remarque  qui  est  à  la  suite  de  ce  numéro.  )  2**  Cette  valeur, 
abstraction  faite  de  son  signe ,  peut  être  regardée  comme  la  réponse  à 
un  problème  dont  V énoncé  ne  diffère  de  celui  du  problème  proposé  quen 
ce  que  certaines  quantités ,  d'additives  quelles  étaient,  sont  devenues 
soustractives ,  et  réciproquement. 

Démonstration.  La  première  partie  de  ce  principe  est  facile  è  dé- 
montrer. En  effet,  si  l'on  trouve  pour  x  une  valeur  négative,  cela 
provient  nécessairement  de  ce  que,  par  la  nature  même  de  l'équation 
établie,  on  a  été  conduit  â  soustraire  un  nombre  plus  grand  d'un  nombre 
plus  petit,  opération  inexécutable.  C'cit  ainsi  que  les  valeurs  j:=  — 7, 
0?  ==  —  5,  sont  provenucs  (n<»  58)  des  cqualions  x  =  24  —  31, 
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X  =r j: — 1  Or,  si  aucun  nombre  absolu  (*)  mis  pour  j?,  ne  peut  vérifier 

o 

réquation  à  laquelle  on  est  parvenu  en  exécutant  sur  celle  du  problème 
les  transformations  indiquées  (n*"*  43.  • .  .45),  il  faut  que  cette  pre- 
mière équation  ne  puisse  elle-même  être  vérifiée  dans  le  sens  où  elle  a 
été  formée  ;  car  l'exactitude  de  ces  transformations  est  bien  constatée 
pour  toute  équation  susceptible  d'être  vérifiée  par  un  nombre  absolu 
qu'on  y  mettrait  pour  Vinconnue. 

Souvent,  Vimpossibilité  de  résoudre  la  question  ou  Féquation,  dans 
le  sens  où  elle  a  été  établie,  est  évidente  à  la  seule  inspection,  soit  de 
renoncé,  soit  de  Téquation;  les  deux  problèmes  précédents  en  sont 
des  exemples.  D'autres  fois,  cette  impossibilité  est  difficile  à  découvrir; 
mais  la  suite  des  calculs  finit  toujours  par  la  mettre  dans  tout  son  jour. 

Passons  à  la  seconde  partie  du  principe. 

Observons  d'abord  que  si,  dans  l'équation,  Ton  remplace  œ  par — â?, 
tous  les  termes  renfermant  œ,  s'ils  sont  additifs,  deviendront  soustractifs, 
et  réciproquement;  car  si  Von  a,  par  exemple^  le  terme  -f-  aœ,  en  met- 
tant —  a;  à  la  place  de  x,  il  deviendra  +  a  X  —  or,  ou  —  aa?.  De 
même ,  si  Von  a  le  terme  —  bx,  il  deviendra  —  6  x  —  a?,  ou  +  fca?. 
Ainsi,  en  traduisant  en  langage  ordinaire  la  nouvelle  équation,  on  aura 
nécessairement  un  nouvel  énoncé  quiiie  différera  du  premier  qu'en  ce 
^e  certaines  quantités,  d'additives  qu'elles  étaient,  seront  devenues 
soustractives,  et  réciproquement. 

n  reste  h  faire  voir  maintenant  que  la  substitution  de  —  â?  à  la 
place  de  œ  dans  l'équation,  donne  lieu  au  résultat  d?  s=  ^,  si  l'on  avait 
d'abord  obtenu  œ  =  —  p  (p  est  ici  regardé  comme  un  nombre  absolu). 

<  Or,  quelle  que  soit  l'équation  primitive  du  problème,  on  peut  tou- 
jours, par  des  transformations  connues,  la  supposer  ramenée  à  la  forme 
ojp  s ..  6  (  a  et  6  étant  des  nombres  absolus). 

—  b  h 

De  celte  équation,  l'on  tire  x  = ,  ou  a?  = ,  ou  bien  enfin, 

a  a 

*^  '^PfP  exprimant  le  nombre  absolu  -.  Mais  si  l'on  met  -«-  â?  à  la 

place  de  x  dans  l'équation  primitive,  on  parviendra,  en  opérant  sur  la 
nouvelle  équation  comme  sur  la  première,  à  l'équation  — •  aâ?  =  — b^ 

«où  X  = ,  ou  flp  =  -,  ou  enfin,  a?  =  ». 

—  a  a 


(*)  On  appelle  nombre  ébsolu  tout  nombre  considéré  indépendamment  du 
signe  de  raildilion  ou  de  la  soustraction. 
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Cegu'il  fallait  dtm(mtrer[*). 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  de  quelle  manière  on  doit  interpréter 
les'sfolutions  négatives.  Elles  peutént  êtfe'regërdéesf ,  abstraction  faite  & 
leur  signe,  comme  des  réponses,  nt)tf  aut  qtrcfetîottS  telles  qu'elles  ont 
été  établies,  mais'  à  deè  questfonâ  tfe  nïêmfe  tt^lrirè',  dbût  certaines  con- 
ditions ont  été  môdîfléei?;  et,  pour* obtenir  le  tfôùVel'énôilcé,  le  moyen  le 
plus  sûr  est  de  remohter  à  réquâtiùn^  du  ptohUmé,  d^y  changer  x 
en  — X,  puis  de  traduire  en  langage  ùfdinitîrè  là  nouvelle  équation. 
(  Voyez  le  li*»  71  pour  la  dénïoiiStrâtion' dtt  niêm'e  principe,  dans  les 
équations*  du  ptéinier  degré'  à  plasîètf^S'inCohhlieâ.  ) 

60.  Remarqué.  Le  prind]t)ô  qû*on  vient  d*étaWir  h*ésl  rigourebsé- 
ment  vrai  que  pdtrr  leî  éq\ïâ'^ôA^;  et' il  lié  Test  pas  tbujbtirs  pour  les 
enfoncés  des  problèmes;  c'est^à'^dirt?  qtiô  tel  prôblèttié  peut  avoir  uû 
énoncé  exact,  lors  même  qu'enr  l'éisôlt^tîréqûèrtîbri  établie  orf  parvient 
à  une  vâlèuf  négative.  Cela  tietit'à  ce  qû'è  r'algébrîste;  dans  Tapplication 
ûe  sa  méthode  à  la  résolution  d'un  pfoblèmer,  prèAd  souvent  certaines 
conditions  dans  un  sens  opposé  à  celui  où  elles  devraient  être  prisés  ;  et 
dans  ce  cas,  la  solution  négative'  qu'il  obtient  redresse  le  point  de  vue 
sous  lequel  il  a  envisagé  ces  conditions.  Ainsi,  Téqualion  est  vicieuse 
quoique  le  problème  soit  susceptible  d*êtteipésolu:;  et  ce  û'est  que  lorsque 
î'éqtiatioB  est  la  traduction  fidèle  de  Fénoncé  et  du  sens  de  foutes  ses 
cotidîtîotis ,  que  le  principe^  est 'applicable  aux  énoncés.  Nous  en  verrons  • 
des  exemples  par  la  suite;  mais  c'est  prhicipaletiient  dans  les  applica- 
lidiis  de  l'Algèbre  aui  questiorts  de  Géométrie,  qfue  le  principe  est  appli- 
cable, moins  aux  énoncésr  qu'atii?  éqûatiotiS. 

Au  reâte,  pouf  pdu  qu'on'  réflécbfeéé  sur  là  démonstration  qui  en  a 
été  donnée,  on  verra  que  les  raisbntteiiieilt^  portent  plutôt  sur  les  équa- 
tions, que  sur  les  éttoAcés  dotït  ces  éqtiatiotfS  sont  regardées  comitfe  la 
traduction  algébrique. 

61.  Dans  la  démonstration  précédente,  on  a  été  conduit  i  multi- 
plier +  a  par  —  œ,  à  diviser  —  ô  par  +  a,  —  ô  par  —  a;  et  l'on  est 
parvenu  aux  résultats  en  appliquant  aux  monômes  les  règles  des  signes 
établies  pour  là  multiplication  et  la  division  des  polynômes.  D  peut  pa- 
raître, au  premier  abord,  nécessaire  de  démontrer  ces  règles  pair  rapports 
aux  monômes  isolés,  et  c'est  en  eflfet  ce  que  font  presque  tous  leS'  au- 
teurs. Mais  les  démonstrations  qu'ils  en  donnent  n'ont  que  l'apparence 
de  l'exactitude,  ou  laiééeril  beafûcbtlp  de  vagué*dàiùs  l'esprit.  Nous  dirdfié 

(*)  L'énoncé  du  principe  précédent  et  une  partie  de  la  démonstration ,  sont 
extraits  de  l'oàvrage  intitulé  Béflelèhnè  ^tlei  nmttphpê^m  Càîdul  âiffê- 
rentiel,  seconde  édition,  par  Carnet. 
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4»ic  que  l'on  a  HendmwmmttMHi^inotwïïKes,  les  règles,  de^  signes, 
établies  et  démontrées  pour  les  polynômes ,  afin  de,  doùinfr  une  tn(^r-. 
prétation  aux  résultats  singnUeirs,  qufi  fournit  V Algèbre,  ^rtnadmôt'- 
t^aUpinnt  eOifi  e(cUntio»yftn^çpriv^rflii  A'm  des  principc^uçç  avantages 
dêld  lQ^u^Ql3ibriq%i,fJ^d.i!QimHe  à  embrasser  dar^uue.seMlee4. 
même  formule  Us>  idutiqns,  (fc  plmeun  questions  de  mémi  naturel^ 
mmis,  dQntMs  énonfih.  di/fèrmk  par  h.  sens  de.  certaines  conditions, 
c'ejÊt-àrdire-mce  qHe,cfirtmeiqumtUé4  <ot!f  qdditms  dm^  ksms  «t. 
soustrwitàve$  d^nt  les  aulTfii  ^t  ré^^oqum^tf 

L.*extension  aux  quantités  iQiMiom^t,  dos  règles  établies  pour  les 
polynômes,  pe«| encore itre  mQtiyée  par  1^  coosidératJQnâ suivantes; 
La  démonstration  exposée  n<*  17,  pour  la  multiplication  d'un  binôme 
a —  5  par  un  binôme  c— ({,  suppose  évidemment  a  >  6  et  c  >  d  S; 
le  contraire  a  lieu,  ces  raisonnements  n'offrent  plus  à  Tesprit  aucun 
sens  rigoureux  ;  et  cependant,  la  règle  de^  signes  une  fois  établie,  on 
ne  songe  pas  à  la  révoquer  en  doute ,  quels  que  soient  les  rapports  de 
grandeur  à&a,  b,ey  d. 

Cete  posé,  le  produitde  o— 6  par  e  étant  oc  —  bc,  il  s'ensuit  quo  le 
prodtttf  étune  expression  négative  a — b,  (a  étant  <  b),  par  une  quan-- 
tité positive  c,  esifiégatif: 

De  même,  le  produit  de  b  par  e  —rf  étant  6c—  M,  il  en  résulte  que. 
lé  produit  dune  quantité  positive  b  pairune  expression  négative  c —  d 
(c  étant  <  d),  est  négatif. 

Enfin,  le  produit  de  a  —  ô  p^r  c  —  d  étant,  comme  pn  Ta  vq, 
ae  —  &e  — -  oJ  +  bdf  es^ressioii  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 
5d  —  ai  —  fcc  +  ae,  ou  d  {b  —  a)  —  c  {b  —  a),  si  Ton  suppose, 
d  >  c,  el  6  >  a  ou  6,  —  a  positif,,  il  en  résulte  nécessairement 
j  (6— a)  >  c  (6— a)  et  par  conséquent,  d  (6— a)  —  c  {b — a),  positif. 
Donc  le  produit  d*wnc  expression  négative  a  —  b  par  une  expression 
négative  c — d, ....  (a  étant  <  b  et.c  <  d),  est  positif 

Cest  d'ailleurs  là  ce  qui  constitue  l'un  des  caractères  distinctifs  de 
r^gèbre.  En  Arithmétique  comme  en  Géométrie,  les  raisonnements 
portent  toujours  sur  des  êtres  réels  que  l'esprit  peut  saisir,  tandis  qu'en 
Algèbre,  on  raisonne  et  l'op  opère  le  plus  souvent  sur  des  êtres  imagi^ 
mires,  ou  sur  des  symboles  présentant  des  opérations  inexécutables; 
mais  l'exactitude  des  résultats  qu'on  obtient  par  ce  moyen,  et  auxquels 
OQ.parylendrait  également  par  des  procédés  plus  rigoureux,  mais  beau- 
coup plus  longs,  justifie  sui^amment  la  marche  (ju'on  a  suivie, 

62.  Comme  les  règles  des  .si^gnes,  relatives  aux  monômes,  sont  d'un 
usage  continuel  en  Algèbre,  il  est  à  propos  d'en  présenter  ici  l'çn^em- 
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ble.  D'ailleurs,  nous  en  verrons  dériver  de  nouvelles  expressions  propres 
au  langage  algébrique. 

Commençons  par  Faddition  et  la  soustraction. 

Pour  ajouter  -|-  6  ou—-  6  avec  une  quantité  exprimée  par  a,  il  faut 
écrire  a-i-b  ou  a— &,  c'est-à-dire  écrire  les  deux  monômes  fun  à  la  suite 
de  Vautre^  avec  leurs  signes  respectifs.  (  Voyez  n"  13.) 

Pour  soustraire  +  6  ou  —  6  de  a,  il  faut  écrire  a  —  6  ou  a  +  6, 
c'est-à-dire  changer  le  signe  du  monôme  à  soustraire,  et  récrire  aTec 
son  nouveau  signe  à  la  suite  de  celui  dont  il  faut  soustraire.  (  Voy.»''  ik.) 

Quant  à  la  multiplication  et  à  la  division  : 
-|-ax4-6  ou  —  ax  —  b  donne  pour  produit  -|-  ab  1 
—  axH-ôou  +  ax  —  b  donne  pour  produit  —  ab  j 


(n«  17). 


(n»  25). 


+  a  :  -f-6ou  —  a  :  — 6  donne  pour  quotient  -f-  -  j 

a\ 
—  o:-f-6ou  +  a:— 6  donne  pour  quotient  —  - 

0  i 

Ces  règles  donnent  lieu  à  quelques  remarques  importantes. 

l*"  En  Algèbre,  le  mot  ajouter  et  le  mot  somme  ne  doivent  pas  toujours, 
comme  en  Arithmétique,  entraîner  avec  eux  l'idée -d'augmentation ; 
car  le  résultat,  a  —  6,  de  l'addition  de  —  6  avec  a,  est,  à  proprement 
parler,  une  différence  entre  le  nombre  d'unités  exprimé  par  a  et  le 
nombre  d'unités  exprimé  par  fff^arxonséquent  ce  résultat  est  moindre 
que  a.  Pour  distinguer  cette  espèce  de  somme  d'une  somme  arithmé- 
tique, on  lui  donne  le  nom  de  somme  algébrique.  Ainsi,  un  polynôme 
tel  que  2a'  —  3a'6  -|-  3a6'c  —  2a'c,  est  une  somme  algébrique^  en 
tant  qu'on  le  regarde  comme  le  résultat  de  la  réunion  des  monômes 
2a% — 3a^b,  +  3afc'c, — 2a'tf,avecleurs  signes  respectifs;  et  «on  accfp* 
tion  propre  est  la  différence  arithmétique  entre  la  somme  des  unités  con- 
tenues dans  les  termes  additifs  et  la  somme  des  unités  contenues  dans  les 
termes  soustraclifs. 

Il  résulte  de  là  qu'une  somme  algébrique  peut,  dans  les  applications 
numériques,  se  réduire  à  un  nombre  négatif  ovl  affecté  du  signe  — . 

2°  Le  mot  soustraire  et  le  mol  différence  n'offrent  pas  toujours  l'idée 
de  diminution  ;  car  la  différence  entre  +  o  et  —  b,  étant  a  +  6,  sur- 
passe le  nombre  a;  c'est  une  différence  algébrique,  parce  que  le  résultai 
peut  être  mis  sous  la  forme  a  -—  ( — b). 

Au  moyen  de  ces  dénominations,  les  valeurs  négatives  peuvent  être 
regardées  comme  des  réponses  aiix  questions.  Par  exemple,  dans  l'é- 
quation 31  -h  a?  =  24,  le  résultat  a?  =  —  7  indique  qu'il  faut  ajouter 
—7  à  31  pour  obtenir  24,  et  en  effet,  31  -f-  (—  7 j;  ou  31  —  7,  est 
égal  à  24. 
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45  +  rr 

Pareillement,  dans  Téqualion  15  +  a?  =  — r — >  le  résultat  •  .  . 

X  s=  —  5  indique  qu'il  faut  ajouter—  5  aux  deux  âges,  pour  que 
l'âge  du  fils  soit  le  quart  de  celui  du  père.  £n  effet,  on  a 

15+(_5)  ou  15  —  5=10, 
45 +(—5)  ou  45  —  5  =  40. 

63.  La  nécessité  d'employer  les  expressions  négatives  dans  les  calculs 
algébriques,  et  d'opérer  sur  elles  comme  sur  les  quantités  absolues,  « 
conduit  les  algébristes  â  deux  autres  propositions  qui  seront  par  la  suite 
d'un  usage  très-fréquent.  En  voici  l'énoncé  :  Toute  quantité  négative, 
—  a,  est  plus  petit  que  o;  et  de  deux  quantités  négatives,  la  plus  petite 
est  celle  dont  la  valeur  numérique  ou  absolue  est  la  plus  grande» 

Ainsi  Ton  a  —  a<oet  —  a<  —  6,  si  a  est  numériquement  plus 
grand  que  6. 

Pour  nous  rendre  compte  de  ces  deux  propositions,  observons  qu*en 
général,  si  d'un  même  nombre  on  retranche  une  suite  de  nombres  de 
plus  en  plus  grands,  les  restes  doivent  être  de  plus  en  plus  petits.  Cela 
posé,  prenons  au  hasard  un  nombre  entier,  6  par  exemple,  et  de  ce 
nombre  retranchons  successivement,  1, 2,  S,  4,  5, 6, 7,  8,  9, ...  •  ;  on 
trouve,  en  écrivant  les  différences  sur  une  même  ligne, 

6—1,6  —  2,6  —  3,6—4,6  —  5,6  —  6,6—7,6  —  8,6—9, 

ou  réduisant, 

6,         4,         3,         2,         1,         0,-1,-2,-3. 

D'oîi  Von  voit  que  —  1  doit  être  regardé  comme  plus  petit  que  o, 
puisque  celui-ci  exprime  l'excès  de  6  sur  lui-même,  tandis  que  —  1 
exprime  l'excès  de  6  sur  un  nombre  plus  grand. 

Par  la  même  raison,  —  1  est  plus  grand  que  —  2,  —  3  est  plus  grand 
quç  —  .4,  quoique  les  valeurs  numériques  des  premières  expressions 
soient  moindres  que  celles  des  dernières. 

Autrement.  Dès  que,  pour  interpréter  tous  les  résultats  singuliers  que 
fournit  la  résolution  algébrique  d'une  question,  Ton  est  convenu  de 
considérer  les  expressions  négatives  comme  des  quantités,  il  faut  qu'en 
les  soumettant  aux  mêmes  opérations  que  les  nombres  absolus,  on  puisse  ..  j 
parvenir  à  des  résultats  exacts.  Or,  on  peut  regarder  comme  un  axiome, 
que,  si  un  nombre  a  est  plus  grand  qu'un  autre  5,  et  que  l'on  ajoute  à 
chacun  un  même  nombre  d,  le  premier  résultat,  a  +  d',  est  plus  grand 
que  le  second,  6  +  cf .  • 

Cela  posé,  en  admcUanl  les  inégalités  o  >  —  a,  et 

4. 
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—  a  >  --{a+m),  (aelwt  sont  ici  des  nombres  absolus}^  si  Ton  ajoute  aux 
deux  membres  de  chacune  d'elles,  a-^tn,  on  trouvé  a-hniym  et  m  >  o, 
ce  qui  est  exact»  Au  contraire,  si  Ton  posait  o  <  — ^-aet—  a  <  -*-(a+«i), 
il  en  résulterait  a -{- tn  <i  m  et  m  <,  o,  ce  qui- serait  absurde* 

En  général,  on  doit  admettre  les  deux  propositions  précédentes  si 
l'on  veut  opérer  sur  les  expressions  négatives  (Jomme  sur  les  quantités 
absolues.  Ces  propositions  sont,  au  reste,  une  espèce  de  locution  algébri- 
que analogue  à  cdles  dont  nous  nous  servons  souvent  d^ns  notre  langue. 
Nous  disons  tous  les  jours  d'une  personne ,  qu'elle  a  Mott»  que  rien 
pour  exprimer  qu'elle  doit  plus  qu'elle  ne  possède;  et  de  deUx  personnes 
qii!,  ayant  la  même  fbrtdne,  doivent  plus  qc^'elles  ne  possèdent,  guie  h 
plus  rixihe  est  celh  qui  dùit  îè  i 


Discussion  des  problèmes  dti  premier  degré  à  deux  ou  phsiewe 
inconnues, 

64.  Lorsqu'on  a  résolu  un  problème  généralement,  c'est-à-dire  en 
représentant  les  données  par  des  lettres,  on  peut  se  proposer  de  déler^ 
miner  ce  que  deviennent  les  valeurs  des  inconnues,  pour  des  hypothèses 
particulières  faites  sur  les  données.  La  détermination  de  ces  difTéreote]) 
valeurs,  et  Tinlerprétalion  des  résultats  singuliers  auxquels  ori  parvient, 
forment  ce  qu'on  appelle  la  discussion  du  problème. 

Voici  une  question  dont  la  discussion  offre  à  peu  près  toutes  les  cir-* 
constances  qui  se  rencontrent  daûs  les  problèmes  du  premier  degré. 


R'  A  B  R 

Quatorzième  problème.  Deux  courriers  partent  en'm^me' tempe  de 
deux  points  différents^  A  ^  B,  d'une  même  ligne  AR,  et  se  dirigent  dans 
le  même  sens  AB.  Le  courrier  qui  part  du  point  A  fait  m  lieues  par 
heure,  et  le  courrier  qui  part  du  point  B  en  fait  iï%  On  demande  à 
juefles  distances  des  points  A  et  B,  les  deux  à&urrlers  se  rencontrertmth 
\  Solution,  Soit  R  le  point  de  rettcohtre  ;  appelons  x  et  y  tes  distances 
inconnues  AR  et  BR,  exprimées  en  lieiie^,  et  a  la  distahce  AB  ^ur  «é«- 
p^re  les  den^  courriers  au  mom^'t  de  leur  départ.  On  a  éWdetaiwent 
pour  première  équation, 

a?  —  2/  d=  a.  ...  (1). 

Mais  m  et  n  exprimant  les  nombres  de  lieues  faits  par  heure  (ce  sont 

les  vitesses  respectives  des  deux  courriers),  il  s'ensuit  que  les  temps 

\    '  X       y 

employés  pour  parcourir  les  espaces  xeiy  sont  marqués  par  ^  et  -; 

m       n 
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d^ailleurs^  ces  deux  temps  sont  égaux;  ainsi,  Ton  a  pour  secoade  êqua* 

X         11 

tlon  du  problème,  —  =  -  onJ^en, 

»iç«m«ny«A...  .  ,  (2). 

Co9il»îtMUil  hs  éqiiatioDB  (t)  et  (fi)  entre  elles  d*apr(s  les  métijodes 
coDDues  d'élimination,  on  obtient 

am  cm 

m — n  tn-vfti 

yaleurs  qu'il  est  aisé  de  YïSriJMB. 

likpmm^,  Tm  qv«  1*1»  SN^pMONt  t»  >  «i>  â*eù M'-^  >  eou 
positif  >  cm  ^ffàmt^  ^^^vk  ppaitives,  0.  le  problème  sera  résolu  dans 
U  joQS  propre  A»  ^on  ^nonoé»  ËAieffet,  si  le  courrier  A  est  supposé  aller 
plu»  vite  qiif»  le  cwf rkr  1^  jQB  «OO^  qu*à  «baqqe  instant  il  gagne  éxk 
chemin  sur  celui-ci  ;  riftteryalle  qui  les  séparait  d*abord  diminue  de 
plos  en  plus  ^  jusqu'à  ce  qu'enfin  il  s'anéantisse  tout  à  fait  ;  et  alors  les 
deox  courriers  doivent  se.tcciUYer  au  même  ppiot  de  la  Ij^e  qu'ils  par- 
courent. 

Mais  si  l'on  suppose  m<^n,  d'où  m  —  n  <  o  ou  négatif,  les  valeurs 
sont  à  la  fois  négatives  et  deviennent 


CLia  an 

— -:,  y  =  — — 


n  —  w  n  —  tn 

Pour  interpréter  ces  résultats,  observons  qu'il  est  impossible  que  les 
deux  ^ouniers  se  reneentrent'  s'ik  sont  fartis  en  même  temps  des 
p(ttnlsAetBjComine.oQra  supposé»  riotervalle  qui  ks  séparait  ne 
faisant  qu'augmenter  à  cbaque  instant.  Mais  cette  condition  de  leur 
départ  simultané,  n'étant  pas  de  nature  h  être  exprimée  algébri- 
(joement,  n'entre  pour  rien  dans  les  équations  du  problème,  qui  sont 
restées  tost  it  fahindépeBd«utes  de  cette  restriction.  Si  donc  on  suppose 
que  les  courriers,  parvenus  en  même  temps,  l'un  au  point  A,  l'autre 4U 
point  B,  se  iheuvent  déjà  depuis  un  temps  indéfini  sur  la  ligue  et  dans 
le  sens  AB,  alors  il  est  clair  qu'ils  auront  dû  se  rencontrer  antérieu- 
rement en  un  pointa' du  prolongemeat  de  BA,  qui  est  précisément 
celui  que  déterminent  les  vaieort  de  x  et  de  y.  En  effet ,  si  l'on  met  le 
problème  ea  ^équation  d'âpre  la  nouvelle  hypothèse,  ce  qui  revUn^  à 
changer  les  signes  de  a?  et  de  y  dans  les  deux  équations,  coufotwément 
au  principe  établi  n*  59,  OB^)blieBt 

X     y 
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équations  qui,  résolues,  donnent 


am  an 


n — m  n-^m 

Ces  valeurs  vérifient  le  nouvel  énoncé,  dans  lequel  on  suppose  que 
les  courriers  se  sont  déjà  rencontrés  avant  d*ètre  parvenus  aux  points 
AetB. 

Soit  maintenant  m  =  n,  d*où  m  >—  n  &=  0;  les  valeurs  générales  se 

,  -  .        ,  atn  an 

réduisent  à  a?  =  —,  y  =  --•. 

Comment  interpréter  ces  nouveaux  résultats? 

£n  remontant  d*abord  à  Ténoncé,  on  voit  qu*îl  y  a  impossibilité  ab- 
solue d*y  satisfaire,  c'est-à-dire  qu'il  nci  peut  exister  de  point  de  ren- 
contre ;  car  les  deux  courriers  étant  à  un  intervalle  a  Tun  de  Tautre,  et 
allant  également  vite,  doivent  toujours  conserver  entre  eux  la  même 

distance.  On  peut  donc  regarder  le  résultat  —  comme  un  nouveau 

signe  d'impossibilité.  En  efiTet,  si  Ton  reprend  les  équations  du  pro- 
blème, elles  deviennent,  dans  les  cas  de  m  s  n, 


a?  — y  =  a 

a?  — y  =  a. 

ou 

*-|f  =  0, 

équations  évidemment  incompatibles. 

Cependant,  les  algébrislcs  regardent  les  résultats  a?  =s  _  y  =  —., 

comme  formant  une  espèce  de  valeur  à  laquelle  ils  donnent  le  nom  de 
valeur  infinie.  En  voici  la  raison  : 

Lorsque  la  différence 4n  —  n,  sans  être  tout  à  fait  nulle,  est  sup- 
posée très-petite,  les  deux  résultats, , ,  sont  très-grandsv 

lïi  — n   wi  —  n 

Soit,  par  exemple,  m  —  n  =  0,01,  m  «=  3;  d'où 

n  =  3—0,01  =  2,99.  Il  vient 

«"^  3a      ,  300a,  JÎ!L«  299a. 


m  —  n      0,01  'm  —  n 

Soit  encore  m-^n^  0,0001,  «1=3,  d'où  n  =  2,9999;  il  en  ré- 
sulte -5ÎÎÎL.  =  30000a,  -^  =  29999a. 
m  —  n  t» — n 

En  un  mot,  tant  que  la  dliférence  des  deux  vitesses  n*est  pas  nulle, 
les  deux  courriers  se  rencontrent;  mais  les  distances  du  point  de  ren- 
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contre  aux  deux  points  de  départ  deviennent  de  plus  en  plus  grandes, 
à  mesure  que  celte  différence  diminue.  Donc,  si  Von  suppose  cette  diffi'» 

rence  moindre  qu'aucune  grandeur  donnée^  les  distances , i»- 

m  —  n  m  — n 

sont  plus  grandes  qu'aucune  quantité  donnée,  ou  infinies.  On  dit  alors, 

pour  abroger  :  soil  m  —  n  =  0,  il  en  résulte  *  =  "JT»  î^  =  TT» 

Taleurs  infinies. 

Comme  0  est  moindre  que  toute  grandeur  absolue,  il  s'ensuit  que 
Ton  peut  prendre  ce  caractère  pour  designer  le  dernier  état  d*une 
grandeur  qui  peut  décroître  autant  que  Ton  veut.  De  même,  comme 
un  nombre  fractionnaire  est  d*autant  plus  grand  que  son  numérateur 
est  plus  grand  par  rapport  à  son  dénominateur,  il  s'ensuit  qu'une 

expression  telle  que  -rr  (A  étant  un  nombre  absolu  quelconque],  est 

très-propre  à  exprimer  une  quantité  infinie,  c'est-à-dire  une  quantité 
plus  grande  qu*aucune  quantité  assignable. 

Vin  fini  s'exprime  encore  par  un  Aut(  couché,  oc;  et  par  conséquent, 
une  quantité  moindre  qu'aucune  grandeur  donnée,  ou  0,  peut  aussi 

s'exprimer  par  ^,  car  une  fraction  est  d'autant  plus  petite,  que  son 

dénominateur  est  plu^  grand  par  rapport  à  son  numérateur.  Ainsi, 

A  A 

0  et  —,  sont  des  symboles  synonymes;  il  en  est  de  même  de  -jr  etoo . 

Nous  pvons  insisté  sur  ces  dernières  notions,  parce  qu'il  y  a  des 
questions  d'une  nature  telle  que  Vinfini  peut  être  regardé  comme  une 
véritable  réponse  à  l'énoncé.  On  en  voit  des  exemples  fréquents  dans 
Tapplication  de  l'Algèbre  aux  questions  de  Géométrie. 

En  résumant  ce  que  nous  venons  de  dire,  dans  le  cas  de  m  =  n,  on 
voit  qu'il  n'y  a  pas,  à  proprement  parler,  de  solution  du  problème,  en 
nombre;  finis  et  déterminés;  mais  on  trouve  des  valeurs  infinies  pour 
les  inconnues. 

Si,  à  rbypolhèse  «i  =  n,  on  ojoute  celle-ci,  a  =  0,  les  deux  valeurs 

deviennent  a?  =  -  ,  t/  =  x.  Quel  sens  doit-on  attacher  à  ce  nouveau 

résultat? 

Reprenons  l'énoncé,  et  observons  que ,  si  les  deux  courriers  partent 
du  môme  point  et  vont  également  vile,  ils  doivent  être  toujours  en- 
semble, et  par  conséquent,  se  rencontrer  en  tous  les  points  de  la  ligne 
qu'ils  parcourent.  Et  en  effet,  les  équations  deviennent,  dans  la  double 
hypothèse  de  m  =  n,  a  =  0, 
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«Il     m  J  ^  ^  —  !^  =  0, 

éqtMrtîonsqtrîPcnlrenirune  dansTautre.  Ainsi  la  question  est  tout  à 
fait  indéteiroinée  (b»  55),  puisqu'on  n'a  réellement  qu'une  équation 
entre  deux  inconnues. 

L'expression   -  est  donc,  dans  ce  cas,  le  symbole  d'tme  indétermi- 

nution  dans  l'énoncé. 

Si  les  deux  courriers  ne  vont  pas  également  vite,  c'est-à-dire  que  l'on 
aftm  >  ou  <  n,  mais  qu'on  suppose  a  =  0,  on  trouve  pour  valeurs 
xr  s=  0, 2f  =  0. 

En  effet,  les^  deux  courriers,  partant  du  même  point,  cl  ayant  des 
vitesses  différentes,  ne  peuvent  évidemment  se  trouver  ensemble  qu*aa 
point  de  leur  départ. 

Les  hypothèses  précédentes  sont  les  seules  qui  conduisent  à  des  ré- 
sultats remarquables.  Elles  suffisent  d'ailleurs  pour  faire  voir  aux  com- 
mençants de  quelle  manière  l'Algèbre  répond  à  toutes  les  circonstances 
de  l'énoncé  d'un  problème. 

Nous  généraliserons  bientôt  la  discussion  précédente;  mais  aupar- 
ravant,  nous  ferons  une  remarque  de  la  plus  grande  importance  dans 
les  applications  algébriques. 

65.  Lorsqu'un  problème  a  été  résolu  généralement,  on  peut,  au 
moyen  des  formules  ou  valeurs  trouvées  pour  les  inconnues,  obtenir  par 
de  simples  changements  de  signe,  celles  qui  conviennent  à  de  nouveaux 
problèmes  généraux  dont  les  énoncés  ne  différent  de  celui  du  problème 
proposé,  que  par  le  sens  de  certaines  quantités  qui,  d'addltives  qu'elles 
étaient,  sont  devenues  soustraciives,  et  réciproquement. 

Prenons  pour  exemple  le  problème  de  l'ouvrier,  résolu  n®  47.  En 
supposant  que  l'ouvrier  reçoive  pour  son  décompte  une  somme  c,  on  a 
les  équations 

a?+t/  =  n),,  ,  bn+  c  an>^c 

ax—by  =  c    i  o -h  6   ^^        a -h  6 

Maïs,  si  Ton  suppose  an  contraire  que,  tout  décompte  fait,  l'ouvrier, 
au  lieu  de  recevoir,  doive  une  somme  e,  les  équations  seront  alocs 

«+    If  =  n 


•  .     ou 

ojf  —  aar  =  c 


)  aw — by=  — 4 


(on -a  changé  les  signes  de  la  seconde  équation). 

Or  il  est  visible  que,  sans  résoudre  de  nouveau  ces  équations,  on  peut 
obtenir  sur-le-champ  les  valeurs  de  œ  et  de  y  qui  leur  correspondent; 
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en  cbangeant  simplement  le  signe  de  c  dans  les  valeurs  précédentes,  ce 
qai  donne 

__  5n  — ç  gn-f  c 

^■"  a  -h  6'    ^  a^b' 
Afin  de  le  proiCiter  rigourettsement^  désignons  pour  le  moment  •* 

équations  qui  ne  diffèrent  de  celle  da  premier  énoncé  qu'en  ce  que  c  est 
changé  en  d.  Âinsi^  Ton  trouvera  nécessairement 

fcn+  d  an-'-^d 

Actuellement^  si  l'on  remplace  d  par  sa  valeur  —  c,  il  vient 

bn  +  (— f  c)  an  —  ( —  c) 

""^       a  +  b      '    ^"      a+6     ' 

on  bien,  en  appliquant  les  règles  établies  n*"  6â, 

6n— tr           gn-f  c        r  n  i?  n 
a?  =  — -— ,  y  =  --T.... t. g.*. 11. 

a  -h  6  a  -{-0 

On  peut  comprendre  sous  les  mêmes  formules,  les  résultats  qui  con- 
viennent aut  deux  énoncés,  en  écrivant 

bn±c       _^  an^c 
^ '"IThb'  ^  ^  IT^Tb 

(Le  double  signet  s'éaoneejp7ii«  ou  moins  ;  les  signes  supérieurs  cor^ 
refipondent  au  cas  où  Touvrier  reçoit,  et  les  signes  inférieurs  à  celui  où 
roQ^rier  doit  une  somme  c). 

Ces  formules  comprennent  encore  le  cas  où ,  tout  décompte  fait,  l'on» 
vrier  «t  la  personne  qui  remploie  sont  quittes  Tun  envers  i  autre.  Il 
suffit  de  supposer  c  =:  0,  ce  qui  donne 


hn  an 


Soient  èndoré  les  deux  équations  générales    \  ^  *    f   _ 

provenant  de  la  traduction  aljgcbrique  d'un  ptoblim^  quelconque.  En 
ttukffjlHftI  la  première  équation  par  f,  la  seconde  par  6,  et  sou^rayant 
1*  seconde  ^lefe-pfenHèfiDij^m  a 

{af-  bd)  X  =  c/-  6^,  d'où  X  =  ^^^. 
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ag  —  ed 
On  trouverait  de  même  y  =  ^fZZbd" 

Cela  posé,  pour  passer  de  ces  formules, 

(ax  —  hy  zs  c^   , 
!•  à  celles  qui  conviennent  aux  équations  <^^   .    ^   ^  ^ 

il  suffit  de  changer  6  en  —  fc,  ce  qui  donne 

^"af-^bd'^       af  +  bd 
2*»  aux  formules  relatives  aux  équations  j  ,^  _  ^    _  ^ 
il  suffit  de  changer  6  en  —  6  et  fcn  —  f,  ce  qui  donne  les  foimulcs 

^      ^af-bbd       bd  —  af^      bd—  af 

La  démonstration  est  absolument  la  môme  que  dans  l'exemple  pré- 
cédent ;  ainsi  nous  ne  la  répéterons  pas. 

S IV.  Discussion  générale  des  problèmes  et  des  équations 
du  premier  degré. 

66.  Afin  de  pouvoir  généraliser  la  discussion  des  problèmes  du  pre- 
mier degré  à  une  ou  plusieurs  inconnues,  nous  allons  nous  proposer, 
d*établîr  des  formules  qui  puissent  représenter  les  valeurs  des  inconnues 
pour  un  système  quelconque  d'équations  renfermant  un  parefl  nombre 
d'inconnues. 

Mais  auparavant,  nous  démontrerons  un  principe  général,  applicable 
aux  équations  de  tous  les  degrés,  et  dont  le  principe  du  n°  50  n*esl 
qu'un  cas  particulier. 

Si  Ton  a  deux  ou  plusieurs  équations 

A=B|G:=D|E  =  F  |G  =  H|    ...(1), 

entre  deux  ou  plusieurs  inconnues  or,  y,  jsr,  ti.  • .  (le  nombre  de  ces  in- 
connues pouvant  cire  dificrent  de  celui  des  équations), 

1®  On  peut  à  lune  de  ces  équations  substituer  le  résultat  de  la  eoffi* 
binaison,  par  addition  ou  soustraction,  de  deux  ou  plusieurs  d'entre 
elles  pourvu  que  l'équation  remplacée  soit  une  de  celles  qui  ont  étécom^ 
binées. 

Digitized  byVjOOQlC 


DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ.         93 

Ainsi ,  à  l'équation  A  =:  B,  par  exemple ,  on  peut  substituer  Tune 
des  équations  suivantes  : 

A+C=B4-D,  ou  A— C=B— D,  ou  A+C-E=B+D— F. . .  (2) 

En  effet ,  les  équations  (1)  existant  pour  un  certain  système  de  va- 
leurs deœ^ijy  ZfU ,  il  est  clair  que  chacune  des  équations  (2)  doit 

exister  pour  le  même  système.  Réciproquement ,  tout  système  qui  vé- 
rifie l'une  des  équations  (2),  et  les  équations  G  =  D,  E  =  F,  G  =  H, 
doit  nécessairement  vérifier  Téquation  A=B ,  car  si  Ton  considère  les 
équations  C  =  D,E  =  F,G  =  H,  en  même  temps  que  l'équation 
\  4-  C  —  E=B  4-  D  —  F  ,par  exemple,  ou  trouve,  en  retranchant 
de  celle-ci  réqualion  C=D,  membre  à  membre,  et  ajoutant  au  résultat 
Téquation  E  =  F,  aussi  membre  à  membre,  on  trouve,  dis-je, 
A4-C  —  E— C-fE=B-|-  D— F— D+F ,  ou  réduisant . . .  A=B. 
2"  On  peut  méme^  avant  de  combiner  les  équations  (1)  par  addition 
et  soustraction ,  multiplier  d  abord  les  deux  membres  d^une  ou  déplu-' 
sieurs  des  équations  (1)  par  un  nombre  connu. 

Car  si  Ton  a  A  =  B,  G  =  D,  E  =  F,  on  a  également  mA  «=  mB , 
nC  =  wD,  pE  =  pF ,  et  réciproquement  ;  ce  qui  veut  dire  qu'au  sys- 
tème des  équations  A=B,  G=D,  E=F,  on  peut  substituer  celui-ci  : 
mA=mB,  nC=nD,pE=pF,-  et  alors  rien  n'empêche  d'opérer  ensuite 
sur  ces  dernières  équations  par  addition  et  soustraction. 

67.  Venons  maintenant  à  notre  objet.  D'abord ,  toute  équation  da 
premier  degré  à  une  seule  inconnue  peut,  au  moyen  des  transforma- 
tions usitées,  être  ramenée  à  la  forme 

ax  ^  b; 

a  désignant  la  somme  algébrique  des  quantités  qui  multiplient  l'in- 
connue, et  b  la  somme  algébrique  des  termes  tous  connus. 

Cette  équation  donne  x  =  -; 
a 

et  il  est  bien  évident  qu'aucune  quantité  différente  de  celle  qui  est  ex- 
primée par  -,  ne  peut  vérifier  l'équation  proposée, 
a 

Observons ,  en  second  lieu ,  que  toute  équation  du  premier  degré 
à  deux  inconnu(^  peut  être  représentée  par 

ai?  -I-  6y  =  c 

(a,  6,  c,  étant  des  quantités  entières  de  signes  quelconques). 

En  effet,  si  l'équation  proposée  renferme  des  dénominateurs,  on  les 
fait  d'abord  disparaître  (  n**  H  )  ;  réunissant  ensuite  tous  les  termes  af- 
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fëctés  de  x  et  tous  les  termes  aiîéctés  de  y  dans  le  premier  membre,  puis 
faisant  passer  tous  les  termes  connus  dans  le  second  membre,  on  peut 
désigner  la  s(ymm€  aJgébnquede&  premiers  par  aoR^  la  somme  algéf^ 
brique  des  seconds  par  6y,  et  la  somme  algébrique  des  derniers  par  €. 
Soient  donc  proposées  les  deux  équations . 

a»,  ^  6y=  c,  (1) 

a'm  4-  b'yjsacU  (2) 

On  obtient,  en  multîplrant  lia  1"  par  h\  la  seconde  par  6,  et  retranchant 
1©  second  résultat  du  premier , 

{aV  —  ha')  x^  cV  -^  bc;  (3) 

ch'  —  6c' 


d'où 


ab'-^ba:' 


Observons  ici  qu'en  vertu  du  principe  n<»  66,  les  équations  (1)  et  (2) 
peuvent  être  remplacées  par  les  équations  (1)  et  (3).  Or,  cette  duTuière 
donne  pour  x  un  valeur  unique  qui ,  substituée  dans  réquation  (1),  ne 
peut  donner  qu'une  seuje  valeur  pour  y.  Donc,  les  équations  pro- 
posées ne  sauraient  admettre  qu'un  seul  système  de  valeurs  pour  les. 
deux  inconnues. 

La  valeur  de  y  peut  d'ailleurs  s'obtenir  directement  par  Télimi— 
nation  de  x.  Il  suffit  pour  cela  de  multiplier  la  1«  équation  par  a' 
la.  2?  par  a,  puis  detretr^idier  le  premier  résultat  du  second  (afin 
de  conserver  pour  y  le  même  dénominateur  que  pour  x).  Il  vieat 
[ab'  —  6a')  y  ^  ac'  —  ca'/ 

Passons  maintenant  avcas  de  trois  équations  à  trois  inconnues. 
Soient  les  équations 

ax-^rby  -^cz  ^  d,  (t) 

a'x  -hb'y  +  c'z  ==  d',  (2) 

a'^  -{^Ky^  ii'z=tdC.  (3> 

Pour  éliminer  ir,  multiplions  la  !'•  équation  par  c',  la. 2* par  a,  et 
retranchons  le  second  résultat  du  premier  ;  il  vient 

[ac'  —  ca')  X  +  (6c'  ~  c6')  y  ^  de' —  cd!.  (4) 

Combinant  de.  mÉaw  la.  aaconde  équation  avec  la  irofaième,  oiv 
ijrouv€ 

[c/tf^ifcrj  X  +  (6'c'  —  c'  67y  =  d'  c"—  c'  dr         (5) 
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eM'otttl(^t  déjà  observer  (n«  66)  qneles  équations  (1),  (2),  (3),  peuvcûl 
êlre  remitlacé^  par  les  équations  (1),  (4.),  (5). 

Actuellement ,  pour  éliminer  y,  il  faut  multiplier  Téquation  (4)  par 
h'c'  —  c'  b',  Téquation  5  par  6c'  —c6',  puis  retrancher  le  2«  résultat 
du  1",  ce  qui  donne 

[(  ac'  —  ca')  {h'  c'  -^  c'  6*)  -  (a'  c'  —  c'  a')  [W  —  ch')\  (x> 
=  (dc'  —  cd)  {h'c'^  c'  h")  —  (d' c'  —  c'd")  [hc'  —  cû'), 

OBy  eSectuanl  le  calculs,  réduisant  et  divisant  par  e\ 

[ab'  c'  —  ac'6'  +  ca'V  —  ba'  c'  +  6c'  a'  —  c6'  a')  x 
^\db'  c'  —  c?c'6'  +  cd'6'  —  bâf  c'  +  6c'  d'  —  c6'  d%    (C) 
équation  qui  donne  pour  x  la  valeur  unique 

d6'c'—  dcV  ^cd'b"  —  6(f c' -4-  bc'dr—eb'dT 

\  X  = — — ♦, 

a6V  —  ac'6'  -|-  ca'6'  —  bcîc'  +  6c'a'  — c6'a* 

D'ailleurs,  comme  les  équations  (1),  (4),  (5),  et  par  conséquent  les 
équations  proposées,  peuvent  être  remplacées  par  les  équations  (1),(4'),(6), 
si  Ton  reporte  la  valeur  unique  de  x  dans  l'équation  (4),  on  obtiendra 
une  valeur  unique  pour  y;  et  si  Ton  substitue  le  système  unique  des 
valeurs  de  x  et  de  ^  dans  Téquation  (1),  on  obtiendra  une  valeur  unique 
pour  z.  On  voit  donc  que  les  équations  proposées  admettent  un  seul- 
système  de  valeurs  pour  x,  y,  z. 

Les  valeurs  de  t/  et  dé  r  peuvent  au  reste  s'obtenir  directement  en 
effectuant  pour  éliminer  x  et  z,  ensuite  x  et  y^  des  calculs  analogues  à 
ceux  qu'on  »  effectués  pour  éliminer  y  et  z. 

Ob  trouverai  ainsi 

_  a^  e^at'  d'>  ao:  X  -^  da^c'-h  de'  a'^-^^^d'a^ 
^  ""  ab'  c  —  ac  b"  +  ca  b"  —  ba  c'  -h  6c'  a'  —  c6'  a'* 
aV  dr  —  ad  b"  -f-  da'  V  —  ba  cT  +  bd*a'  —  dW  a' 
*  '^  ab'  c'  —  ac'  b"  +  ca'  b'  —  bd  cT  +  6c'  a'  —  c6'  a'* 

On  voit  assez  la  marche  qu'il  faudrait  suivre,  si  l'on,  a^ait  quatre, 
équations^  et  quatre  inconnues,  etc. 

68.  L'emploi  des  accents,  dans  les  notations  des  coeffîeients,  a  donné 
lieu  à  l'observation  d'une  loi  d'après  laquelle  on  peut  facilement  re- 
trouver les  formules  précédentes,  sans  être  obligé  d'effectuer  l'élimi* 
nation. 

Considérons  d'abord  le  cas  de  deux  équations  à  deux  inconnues^  On 
a  trouvé,  pour  les  valeurs, 

cl'  —  6c'  ac'  —  cd 

*"*  a6'— 6a'  ^  "^  a6'—  bd' 
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1°  Pour  obtenir  h  dénominateur  commun  à  ces  deux  valeur,  formez 
avec  les  lettres  a  et  b,  qui  désignent  les  coefficients  de  xetdej  dans  la 
première  équation,  les  deux  permutations  ab  et  ba,  puis  interposez  le 
signe  — ,  ce  qui  donne  ab  — ba;  enfin,  accentuez  dans  chaque  terme  la 
dernière  lettre  ;  t7  vient 

ab'-^ha'. 

2**  Pour  obtenir  Je  numérateur  relatif  à  chaque  inconnue,  remplacez^ 
dans  le  dénominateur,  la  lettre  qui  désigne  le  coefficient  de  cette  in-- 
connue,  par  la  lettre  qui  désigne  la  quantité  toute  connue,  en  laissant 
toutefois  les  accents  à  la  même  place.  D'après  cela,  ab' — ba'  se  change 
en  cb'  —  bc',  pour  la  valeur  de  x,  et  en  ac' — CB'pour  la  valeur  de  y. 

Considérons  actuellement  le  cas  de  3  équations  à  trois  inconnues, 
o,  b,  c  désignant  les  coefficients  de  x,  y,  z,  et  d  la  quantité  toute  connue. 
1«  Pour  avoir  le  dénominateur  commun,  prenez  le  dénominateur  ab — ba, 
qui  convient  au  cas  de  deux  inconnues  {abstraction  faite  des  accents); 
introduisez  la  lettre  c  dans  chacun  des  deux  termes  ab  et  ba  à  toutes 
les  places,  savoir,  à  droite,  au  milieu,  et  à  gauche; puis  inter-^ 
posez  des  signes  alternativement  positifs  et  négatives;  il  en  résulte 
abc —  acb-f-  cab  — bac  -f-  bca  —  cba.  J^etiez  ensuite,  dans  chaque 
terme, 'l'accent'  sur  la  deuxième  lettre,  et  l'accent'  sur  la  troisième 
lettre;  il  vient,  pour  le  dénominateur ^ 

ab'  c'  —  ac'  b'  +  ca'  b'  —  ba'  c'  +  bc'  a*  —  cV  a\ 

2«  Pour  former  le  numérateur  de  chaque  inconnue,  remplacez  dans 
le  dénominateur,  la  lettre  qui  désigne  le  coefficient  de  cette  inconnue 
par  la  lettre  qui  désigne  la  quantité  toute  connue,  en  laissant  les  accents 
à  la  même  place.  Ainsi  pour  x,  changez  a  en  d;  pour  j,  h  en  d,  et  pour 
z,  c  en  d.     . 

Cette  loi,  qui  peut  être  regardée  comme  un  résultat  d*obser?ation 
pour  deux  ou  trois  équations,  est  susceptible  de  s'étendre  à  un  nombre 
quelconque  d*cquations  ;  mais  la  démonstration  en  est  très-compliquée, 
et  sort  tout  à  fait  des  cléments.  Nous  renvoyons,» pour  cet  objet,  à  la 
seconde  partie  de  Y  Algèbre  de  Garnier,  et  à  un  ouvrage  intitulé:  Corn' 
plément  de  la  théorie  des  équations  du  premier  degré,  par  M.  Desnanot. 

69.  Voyons  Tusage  qu'on  peut  faire  de  ces  formules,  dans  les  appli- 
cations particulières. 

Soient  les  deux  équations  5x —  7y  =  34-,  3a?  —  ISjf  =  —  6 

En  les  comparant  aux  équations  générales, 

aar  H-  6t/  s=  c,  a'x  +  b'xj  =  c\ 
on  a  a=5,  5=— 7,  c=34.  |  a'=3, 6'=-.13,  c'=— 6. 
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Substituons  dans  les  formules  x  =  •  .         ^„  «  =  ^.^        ^^.    x 

la  place  de  a,  b,  c,  a\  b',  c',  ces  valeurs;  il  vient 

4.^^3^X-13-(-7)x-6     -34x  13-^7x6 
5x-13-(~7)x3     ="-   5x  13  +  7x3 

-_  65  +  21  ~— 44   ~^  ' 
_   5  X  —  6—34  X  3       — 30-i02      —132 
^^""Sx— 13— (-7)x3""— 65+    21  "^1:^==^^ 

et  je  dis  que  â?  =  11,  y =3,  sont  les  valeurs  propres  à  satisfaire  aux 
deux  équations  proposées. 

Nous  pourrions  d'abord  nous  en  assurer  en  les  subslituant  dans  ces 
équations.  Mais,  afin  que  la  démonstration  soit  indépendante  de  tout 
exemple  particulier,  remarquons  que,  pour  passer  des  formules  relatives 
aux  équations  ax  -h  by  =  cti  ax  -H  6'i/=  c',  à  celles  qui  conviennent 
aux  équations  ax  -^by  =  c  et  a'x  —  b'y  =  —  c\  il  suffit  (n®  65)  de 
(Ranger  6  en  —  6, 6'  en  —  b\  et  c'  en  —  c\  ce  qui  donne 

ex—  6'  —  t— ô)  X  —  c'  ax  —c*  --c  X  a' 


ax  — 6'  — (— Ô)X  a"^      ax  — 6'  — (— 6j  x  a" 

^  pour  déduire  de  ces  nouvelles  formules  générales  les  valeurs  qui 
conviennent  aux  équations  particulières,  il  faut  faire  a  =  5,  6  =  7, 
c=34,  a'=3,  6'=13,c'=6. 

Donc  enGn,  pour  obtenir  les  valeurs  relatives  aux  équations  propo- 
séeSjil  suffit  de  faire,  dans  les  formules  générales  obtenues  précédemment, 
o=5,ô  =  — 7,c=34  I  o'  =  3,6'  =  — 13,  c'  =  — 6,  puis  d'effectuer 
les  calculs  d*apris  les  règles  établies  pour  les  quantités  monômes. 

La  règle  consiste,  en  général,  à  substituer  à  la  place  des  coefficients 
a,  b,  a'  )  b'. .  •,  leurs  valeurs  considérées  avec  les  signes  dont  elles  sont 
affectées  dans  les  équations  particulières ^  et  à  effectuer  toutes  les  opé-^ 
rations  indiquées,  d* après  les  préceptes  établis. 

Ces  applications  justifient  de  nouveau  la  nécessité  d'étendre  aux 
quantités  monômes  les  règles  des  signes  établies  pour  les  polynômes, 
puisque  c'est  le  moyen  de  rendre  les  formules  générales  du  premier 
degré  applicables  à  tout  exemple  particulier. 

Passons  à  la  discussion  de  ces  formules. 

70.  Il  résulte  de  leur  inspection  que,  dans  les  applications  particu- 
lières, on  peut  obtenir  quatre  espèces  de  valeurs  pour  réponses  à  des 
problèmes  du  premier  degré,  savoir  ;  des  valeurs  positives,  des  valeurs 
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négatives^  des  valeurs  de  la  forme  jr,  eafin^  desfi^lt^rs  ie  h  foftne  g. 

Le  problème  des  courriers  a  donné  lieu  Juces  quatre  résultais  que  qqus 
nous  proposons  maintenant  d*interpréter  d'une  manière  générale. 

D'abord,  les  valeurs  poskwes  6ùnl  ordinairement  des  réponses  aux 
questions^  dans  le  sens  de  leur  énoncé.  Cependant  nou9  observerons  que, 
pour  certains  problèmes,  toutes  les  valeurs  positives  ne-satisfont  pas  à 
renoncé.  Si,  par  exemple,  la  nature  du  problèsne  exige  que  les  nombres 
cberchés  soient  entiers,  et  qu'on  trouve  des  nombres,  fructionnaires,  le 
proWème  ne  peut  être  résolu.  Quelquefois  encore,  la  nature  du  problème 
ne  permet  pas  que  les  nombres  inconnus  surpassent  des  nombres  connus 

;  et  donnés  àj>rtort,  ou  soient  au-dessous  d'autres  nombres.^!  les  valeurs 
obtenues,  quoique  positives,  ne  satisfont  pas  àt^etle^ndhioiiique  eom- 
^oftei'éBOOcé,  nais  qui  ne  peut  s'exprimer  par  une  équation,  le  pro- 

J)lème  ne  peut  enoore  être  résolu.  Ainsi,  les  valeurs  positives  4es 
inconnues  sont^  à  proprement  parler^  des  réponses  directes ^aux  équa' 
tiens;  et  elles  ne ^sont  des  solutions  de  la  question  qu'autant  que  leur 
madure.se  jcœmUe  avec  celle  qu  exige  Vénoncé.^ur  concevoir  comment 
un  nombre  peut  vérifier  une  éqdation  sans  Térifier  le  problème  dont 
elle  est  la  traduction  algébrique,  il  suffit  de  remarquer  qp^june  même 
équation  est  la  traduction  -algébrique  d'une  infinité  de  problèmes, 
dont  les  uns  admettent  tous  les  nombres  absolus  possibles  pour  so- 

.  Jutiony  et  les  autres  n'admettent  que  des  noubres  d'une  certaine  B«ture. 

71.  Nous  savons  déjà  à  quoi  nous  en  tenir  sur  les  valeurs  né gativeSj 
pour  les  prd)]èmes  à  une  seule  inconnue.  Afin  de  ne  rien  laisser  àidé- 
slrer,  nous  allons  démontrer  lejnvtcipedn  n^  59  pour  un.probièine  à 
plusieurs  inconnues. 

Il  est  évident  d'abord, que,  si  Ton  obUont^des  ^»Ieucs,n^gatiîves,pour 
quelques-unes  des  inconnu(;s,vXes  équations. du  pj^oblène^pc^. peuvent 
être  satisfaites  dans  le  sens  où.  elles  ont  été,  établies;  car  si  un  sjsihme 
dénombres  absolus,  mis  pour  4?,  ^,  jr.  .  . ,  pouyait^ les  i^éufier,  Jes 
équations  qui  en  ont  été  déduites  par  la  méthode  d'éliminatiou<devxaieat 
elles-mêmes  exister  pour  ce  système.  Ainsi  l'équation; qui  ne  renferme 
plus  qu'une  des  inconnues  pour  lesquelles  on  a  obtenu  un  résultai  né<- 
fatif,  devrait  être  vérifiée  par  un  nombre  absolu^i^e  ^isarait, contre 
l'hypothèse.  Il  faut  donc  rectifier  l'énoncé  du  probUfaeif  4m4it  mai»* 
les  équations  qui  en  sont  la  traduction  algébrfque» 

Actuellement,  iû,  dans .  les  4quatM|i^,.'0n.  .ctMgeJtftHignesidetf in- 
connues pour  lesquelles  on  a,  obtenu  ides irésulUISkffligalili^  les  ternes 
affectés  de  CCS  ing<M>"u^  ^^hi^^y^^HTOut  iBégf^iàrnitinl  Atr  tiflnff>^^^'^i'^ 
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wncé  du  problème  sera  génétalemmit.  modifié  ea  ce  ifue  eirtames 
f^êfUitésy  d*additiv$s  qu'tîhsMaientf  demmdroni  soustnMtices,  elri" 
àproquement. 

Je  dis  en6n  que  ces  modifications  une  fois  faites,  le  nouvel  énoncé  est 
vérifié  pnr  le»  valeur»  cbUnues  d'abord  f^ur  lee  inecnnues,  abstmetion 
faite  de  leurs  signes.  Prenons,  pour  fixer,  les  idées^  trois  équations  à 
trois  inconnues, 

ax-{'by  -{-  cz  ^  d,  a'x  +'b'y  +  c'x  «s  df,  a'x  +  b'y  +  c'z  =  (?, 

et  supposons  que  ces  équations  aient  donné  x  =  p ,  y  =  —  9, 
«  =  — r;  changeons  dans  ces  équations,  y  et  x  en — y  et  —  ir,  ou  bien 
en  y  et  z'  (en  désignant  pour  le  moment,  —  y  et  —  jt  par* j/*  H  »"). 
Il  vient 

as  +  by  +  c/  =  d,  a'w-^  fcV+  c'M'^^^a'^  +  jy  ^^^î  V=;rtJ' 

Or/ ces  éqnations  ne  différant  des  précédentes,  qu'en x;e  que  t/  et  x 
sont  remplacés  par  y'  et  z ,  donneront  nécessairement  pour  résultats  : 
jr  =  p,  y  î=  —  g,  jj'  =s— r;  d*où,  remettant  —  y  et —  z  à  la  place  de 
j' etde/*  •  •>  ^=j^>  — :î^=*— jflf»— »-«  =»  —  r, .ouJ)ic0 jenfip^ as j>, 
y=  q^z=  r;  ce  quil  fallait  démontrer, 

.  Ainsi  le  principe  du  ii<*  59  e&t  Trai  p<mr  4e8  proUèmesdu  premier 
degré  à  plusieurs  inconnues. 

Noos  terminerons  par  celte  obserralîon,  {que-  quelquefois  Ténoncé 
d'an  problème  n^est,  par  sa  nature,  susceptible  d'aucune  modification^ 
dans  ce  cas,  les  valeurs  négatives  ne  sent-que  des  solutions  des  équations 
modifiées  '  qui  peuvent  d'ailleurs  être  regardées  comme  la  traduction 
algébrique  d^autres  problèmes  susceptibles  de  modification. 

72.11 -nousi  Teste  maintenant  i  interpréter  les  expressions  telles 
A  .0 

Soit  d*abord  Téquation  à  une  inconnue^  ax  =sb,  d*où  x  =  ~. 

a 

l*"  Si,  pour  une  b  jpotbèse  particulière  faite  sur  les  données  de  la 

b 
fQestioD,.oa.a  a  =  0,  il  en  résulte  ^  =  jt- 

OrTéquation  devient,  dans  ce  même  cas,  0  x  a?  =  6,  et  ne  peut 
évidemmentétre  satisfaite  paraucun  nombre  ydétenninéMllemacquons 

b 

cependant  que,  Téquation  poaiumtanssije.fiieltrejoa&laiosme  --«sO, 

à  Ton  remplace  x  par  desfiOBBJMres  de  ^w:ençlus  grands,  -  différera 
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de  moins  en  moins  de  0^  et  réquation  approchera  de  pins  en  plas 
^  d'être  exacte;  en  sorte  qu'on  peut  prendre  pour  x  une  valeur  asscx 

grande  pour  que  -  soit  moindre  qu'aucune  quantité  assignable. 

C'est  pour  cette  raison  que  les  algébristes  ont  coutume  de  dire  que 
Vinfini  satisfait,  dans  ce  cas,  à  l'équation;  et  il  y  a  des  questions  pour 
lesquelles  ces  sortes  de  résultats  forment  une  véritable  solution  ;  mais  du 
moins,  il  est  certain  que  l'équation  ne  peut  admettre  de  solution  en 
nombre  /5ni,  et  c'est  tout  ce  qu'on  veut  prouver. 

2^  Si  l'on  a  en  même  temps,  a  =  0,  6  ss  0,  la  valeur  de  w  prend  la 

.  forme  *  =  {;• 

Or,  l'équation  devient,  dans  ce  cas,  0  x  a?  =  0,  et  tout  nombre  /înt, 
positif  ou  négatif,  peut  satisfaire  à  cette  équation. 

Ainsi  réquation  (  ou  le  problème  dont  elle  est  la  traduction  algé- 
brique) est  indéterminée. 

73.  C'est  ici  le  lieu  de  faire  une  remarque  importante  sur  l'ex- 
pression -  qui,  quelquefois^  est  le  symbole  de  l'existence  d'un  facteur 

commun  aux  deux  termes  de  la  fraction,  lequel  facteur  devient  nul  par 
l'effet  d'une  hypothèse  particulière. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  trouvé  pour  résultat  de  la  sohition 

d'un  problème,, .  •  .a?  == 


a'—b'' 


Si  l'on  fait  dans  celte  formule,  a  =  6,  il  en  résulte  a?  =  -. 

Mais  remarquons  que  a'  —  6'  peut  (n"  31)  se  mettre  sous  la  forme 
(a— 6)  (a'+aô+ô»),  et  que  a'— 6'  est  égal  è  (a— 6)  (a+6);  ainsi,  la 
valeur  de  x  revient  à 

^  (g— 5)  V+  ab-^b^) 
(a  —  6)  (a +6) 

Or,  si,  avant  de  faire  l'hypothèse  a=6,  on  commence  par  supprime! 
le  facteur  commun  a— 6,  la  valeur  de  a?  devient  a?  =  ^         ■  "^    , 


expression  qui  se  réduit  à  a?  =  —  ou  ^  =  -^dans  l'hypothèse  dea^b. 
Soit ,  pour  second  exemple ,  l'expression 

•       g^j-'-j' _(a  +  b){a^  b) 
(a— 6/      [a  —  b)(a—ù) 
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En  faisant  a  =  5,  on  trouve  pour  valeur  de  âr,  x  =- ,  à  cause  de 
rexistence  du  facteur  commun  a  — 6;  mais  si  Ton  supprime  d'abord  ce 

facteur ,  il  vient  x  *■ r ,  expression  qui  se  réduit  à  a?  =  —  lorsque 

Ton  fait  a  =  6. 

Concluons  de  là  que  le  symhoh  ^  est  quelquefois  en  Algèbre  l'in- 

dke  de  V  existence  d'un  facteur  commun  entre  les  deux  termes  de  la 
fraction  qui  se  réduit  à  cette  forme.  Ainsi,  avant  de  rien  prononcer  sur 
la  vraie  valeur  de  la  fraction,  il  faut  s'assurer  si  ses  deux  termes  ne 
renferment  pas  un  facteur  commun.  Dès  qu'il  n'en  existe  pas,  on  con- 
.dut  que  l'équation  est  réellement  indéterminée.  S'il  en  existe  un,  on  le 
sopprime,  puis  on  fait  de  nouveau  l'hypothèse  particulière,  ce  qui 
donne  la  vraie  valeur  de  la  fraction ,  qui  peut  encore  se  présenter  sous 

A  A    0 

trois  formes,  =r-  (  A  pouvant  être  0)  ,-g,  ^  ;  auquel  cas ,  l'équation  est 

déterminée^  impossible  en  nombre  fini,  ou  indéterminée. 

Cette  observation  est  très-utile  dans  la  discussion  dès  problèmes. 

74.  Revenons  à  notre  sujet,  et  considérons  maintenant  les  deux 

\ax  -hbfi  =s  e, 
équations  à  deux  mconnues  j  ^v  •  j'^  _.  ç* 

On  a  trouvé  (n®  67)  pour  les  valeurs  de  x  et  de  y, 

_  gft*  —  bc'      _  ae'  —  ca' 
''''  ab'^ba"^^  ab'—ba" 

Supposons  que  l'on  ait  ab'  — -  ba'  =  0,  les  numérateurs  cb'  *-  bcy 
ae'  —  ca',  étant  d'ailleurs  différents  de  0;  les  valeurs  se  réduisent  à 

A  B 

Pour  interpréter  ces  résultats,    remarquons  que,  de  l'équation 

ay 

ab'  —  ba'  =  0,  on  tire  a'  =  -r- ,  d'où,  substituant  cette  valeur  dans 

6 

ab' 
réquation  a*x  +  b'y  =  c',  —  a?  H-  6'y  =  c', 

ou,  chassant  le  dénominateur  et  divisant  par  b'j 


aar  +  6y  =  —, 


5 
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équation  dont  le  premier  membre  est  identique  avec  celui  de  la  pre- 
mière 

tandis^  que  le  second  membre  ical  esauikUfimeBi  4iSérent4  par  ide  Vméi  > 

>  >  6c' 

galité  cV       hc\  on  déduit  c       ^. 

On  voit  donc  qœ^léi  ii(9ir^«altoni;|mf»#<tom^ 
faites  simultanément  par  aucun  système  de  valeurs  finies  de  x  et  de  y. 
Si  Ton  a  en  même  temps,  ab"^^  hW  =  Oj*ti&'  i—  hc  '=  0,*la  valeur 

de«  8e;rédBità;fl;:P3  c,  valfiftrquïLfaiitiatdrpr^Qn.  r. 

Les  deux,  équations,  proposées,  peuvent,  ,çn  vertu  de  là  relation. 

(  flairer  hyrr  e, 
ab'  —  ba'  =  0,  se  mettre  sous  la  forme..<  *    6c' 

I  -a4rt-tH>6y»'T7r 

équation» ^qui  ren^nt  nécessairement  rtineiddnsJ^àuCrfi;. car.  de  la 

bc* 
relation  cb'  —  6c' ex-O^on^dédtfittC  sa~^ 

0. 

Ainsi,  pojar  résoudre  le  problème ,  oa n'a  réellement  qu'une  seule 

équation  entre  deux  inconnues.  Donc,  la  question  est  indéterminée. 

ba'/ 
Comme  la  relation  a6' ^- ^a'\>=-Oyidonne  6'  =  — ,  d*6ù,  substi- 

a 

thii'    ' 

tuant  dans  la  relation  eV  —  6c'  =  0,  —  —  6c'  s=:  0,  ou  réduisant, 
ca'  —  ac'  =  0,  on  peut.condùre  quey  si  Ja  vahur  de  x  est  de  la  forme 
^,  la  valeur  jieif  es$..Qli»tB$waiB!X%,.de.jmim0fom9,^^tréei^ 

ment,  ^ 

75.  Cette  proposition  cesse  d*étre  vraie  dans  un  seul  cas  particulier  : 
c'est  celui  où  les  coefficients  d'une  ^mèlieinconnue  sont  nuls  à  la  fois 
dans  les  deux  équations.  Examinons  cette  circonstance  qui  mérite 
quelcfue  "attention. 

SopposQn&i  fs^i^imû^^fi  ;s$.jO^,i'is  0^  i^pqi;ial.ca&àeft^ydeacajQi. 
4D  et  de  2^  se  réduisent  à 


«  =  Â»et  y 


Si  nous  remontons  aux  équations,  elles  deviennent^  dans  Thypolbèse 
que  nous  considérons, 
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,  5  d'où  Ton  déduit  «  =  -  et  »  =  -• 
(8SC  )  a  a 


Or,  on  a  nécessairement  de  deux  choses  Tune  : 

c  ^^'  c' 
Ou  bien  -     .  -];  alors  les  équations  sont  incompatibles^  et  la  valeur 
a  ^a 

A  0 

deH^estnde^  ^la  formé  "^ottin/Mi^/tatidiii  t)n6  â?  esit  de  la  forme  *^ 

c         (f 

Ou  bien"  =  —;  alon  Jes  deux  équations  s'accordent  entre  elles. 
a^    a 

c       c* 
De  plus,  comme  la  relation  -  =  -,  donne  ac'  — -  ea^  ss  0,  il  s'ensuit 
a      a 

0 
que  la  valenr  de  y  prend  la  forme  jr  comme  celle  de  œ;  mais  il  y  â 

cette  différence  %esieiilidlev  quecy^eit^réeHemeiit  iwiiterminéi  tanda 

mxa  une  valeur  détenninêe  <-. 

Au  surplus,  dans  Thfpçthèse  qç4  nous  occupe ,  saxaic  s 
6  Œ  Oi  &'.==  0,  oc'  —  ca'  =  0,  il  est  facile  de  faire  ressortir  l'exis* 
tesMud'oa  factour.coBMOon rqui^reiid ttulri  hfbis  les  deux  termes  de 
la  yaleor  générale  de  œ. 

o  .        .  I  a'      c'  b' 

Soit  posé,  pour  cela,  m=:-  =  -,etn  =  r-; 
a       c  ■  0 

îl  en  résulte        a'  =  ma^  e'  ==  me,  et  6'  =  nb, 

d'oà,  substituant  ices  valeurs  de  a',  c',  6',  dans  la  valeur  générale 

expression'  qui,  après  la  suppression  des  deux  facteurs  communs 
b  ekftmHAj^aa^^rédaktàjDosz-^t 

Quant  à  la  valeur  générale  de  y,  (jf  =  ^._^^>Ji  elle  devient, 

par  les  mêmes  substitutions, 

aem  —  eam*_  ay(fit**-<»^^'_  c(m---«0 
*"  a6n— Ww*""  aà(»r— ^^^^    6(i»— m)' 
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expression  qui^  à  cause  de  6  =  0  et  m  —  m  ==  0,  se  réduit  toujours  à 

-  ;  et  nous  avons  TU  qu'en  effets  y  doit  rester  indéterminé. 

Les  conséquences  seraient  analo^es,  si  Ton  avait  h  la  fois 
a=0,  a'  =  0. 

Le  cas  particulier  où  les  coefficients  des  deux  inconnues  dans  la 
même  équation ,  sont  nuj^  à  la  fois,  n'infirme  pas  la  proposition  éta* 

Hie  n°  74. 

cb' 
On  trouve  !•  pour  a  =  0,  6  =  O,..,  a?  =  — ,  y  = 

— ôc'       •   ae' 
^  pour  a!  =  0,  6'  =  0,.,.  x  =  -q— >  î'  ~  "q"* 

Ce  sont  là  les  seules  circonstances  dignes  de  remarque. 
76.  Nous  venons  de  voir  que ,  pour  deux  équations  à  deux  incon- 
nues, à  l'exception  d'un  seul  cas  particulier,  si  l'une  des  inconnues  a 

A      0 

une  valeur  delà  forme  -  ou  -,  l'autre  a  nécessairement  une  valeur 

de  la  même  forme  ;  déplus,  que,  dans  l'hypothèse  où  les  valeurs  sont 

A 

toutes  deux  de  la  forme  ^,  les  équations  sont  incompatibles ,  et  que,  si 

elles  sont  de  la  forme  j; ,  les  équations  sont  indéterminées. 

On  ne  peut  plus  tirer  les  mêmes  conséquences  dès  que  l'on  a  plus  de 
dfi^tiâ? équations.  Ainsi,  par  exemple,  quand  il  s'agit  de  fro2> équations, 
si  Ton  suppose  nul  le  dénominateur  commun  aux  valeurs  des  trois 
inconnues,  il  pourra  arriver,  suivant  les  circonstances ,  ou  bien ,  que 
les  numérateurs  soient  tous  trois  différents  de  0  ;  ou  bien ,  qu'ils  soient 
tous  trois  égaux  à  0  ;  ou  bien  enfin ,  que  l'un  des  deux  étant  égal  à  0, 
les  deux  autres  soient  différents  de  0,  ou  réciproquement. 

Cela  s'explique  assez  bien  par  Tobservation  que,  pour  deux  équa- 
tions, le  dénominateur  ab'  —  ba'  étant  composé  de  deux  termes 
seulement,  ne  peut  être  nu^ue  de  trois  manières  principales,  savoir: 
lorsque  Ton  a 

^    a      b 
a       b 

2*  a  =  0,  a'  =  0,  ou  bien,  6  =:  0,  6'  =  0, 
3*»  a  =  0,  6  =  0,  ou  bien,  a'  «  0,  ^'  =  0; 
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tandis  que,  pour  troU  équations,  le  dénominateur  D  étant 

ab'c'  —  acV  +  ca'h'—ha'c  +  hca'—cVa, 

peut  être  mis  sous  différentes  formes,  telles  que 

a  (Vc'  —  cV)  +  a'  {cV  —  hc")  +  a"  [W  —  eh% 
h  (c'a'  —  n'c')  +  h'  (ae'  —  ca')  -f-  h'  (ca'  —  at;), 
c  {aV  —  b'a')  +  c'  [ba'  —  ab')  +  c'  (a6'  —  ba'); 

et  cette  expression  peut  être  supposée  nulle  d*un  très-grand  nombre  de 
manières,  san^  que  les  numérateurs  reçoivent  des  valeurs  dépendantes 
les  unes  des  autres. 

Par  exemple,  en  supposant  qu'aucune  des  quantités  a,  b,  c,  a',  V, 
e',  a%  b'y  e",  d,  d',  d',  ne  soit  nulle,  admettons  que  Ton  ait  les  relations 
bV-^c'b'  =  0,  cb'  —  bc'  =r  0,  d'où  Ton  déduit  bc'  —  cV  «  0;  le  dé- 
nominateur D  serait  0,  et  comme  le  numérateur  de  là  valeur  de  â?  se 
déduit  de  D  (n»  68)  en  èhangeanl  a,  a',  a",  en  d,  cf ,  d',  il  est  clair  que 
ce  numérateur  serait  aussi  égal  à  0  ;  mais  rien  ne  prouve  que  les  numé- 
rateurs qui  correspondent  hy  eih  z  deviennent  nuls  dans  la  même 
circonstance,  puisque  les  quantités  b'c'  —  c'b%  cb' — 6c',  et  bc' —  cb', 
n'entrent  pas  dans  leurs  expressions. 

Toutefois,  dès  qu'on  obtient  pour  la  valeur  de  Tune  des  inconnues 

une  expression  de  la  forme  rr ,  on  peut  conclure,  sans  aucune  res- 
triction, que  les  équations  sont  incompatibles  en  nombres  finis,  an 
moins  pour  cette  inconnue.  En  effet,  comme  il  résulte  de  ce  qui  a  été 
dit  n^  67,  que  l'une  des  équations  proposées  peut  être  remplacée  par 
l'équation  qui  ne  renferme  plus  que  l'inconnue  pour  laquelle  on  a  trouvé 

nn  résultat  de  la  forme  •jr,il  n'y  a  que  ce  résultat  qui,  combiné  avec 

certaines  valeurs  des  autres  inconnues,  puisse  vérifier  les  trois  équations 
proposées. 

Mais  de  ce  qu'on  obtient  pour  l'une  des  inconnues  un  résultat  de  la 

forme  -,  on  ne  peut  pas  conclure  que  les  équations  sont  indéterminées; 

car,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait  observer^  les  autres  inconnues 

peuvent  avoir  des  valeurs  de  la  forme  -jr. 

Il  y  a  plus,  c'est  qu'il  est  possible  que  les  trois  valeurs  soient  de  la 

forme  ^,  sans  que,  pour  cela,  l'on  soit  en  droit  de  conclure  que  les 
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équations  sonliniétefmmliii  «Hea^pm^eBljaiême^  dtDs  ce^cas,  être 


Prenons^  ponr  exemple,  les  trois  équations 

aa?  +  6y        +  cr       =  d 

,a's  -^hky      ^-(\<fx      !md^ 

.v^ax' r{'(mbfy  ''^\mç'z  «awd', 

dont  la  dernière  résulte  de  la  mùlti{)licatîon  des  deux  membres  de  la 
seconde  par  le  facteur  mi. cei. qui ^re?jfa»tiMuppt6er  idaB^^lesiqualioiis 


*'      ^'      ^'      à  „  »  ,.     ,  / ,  . 

-;  =  £r  =  -7=v^  m,  doùlpn  déduit 
a       .0        c      •» 

6V  —  (tr  =  0^  c'a'  —  a'c'  ==  0,.dV  -^oî^r  =.^, 
c'ô'  -  hr  =  0,  d'ô'  — .  6'er  =  0,  d'c'  —  <?'iP.=..0. 

Or,  si  Ton  désigne  parD  le  dénominateur  commun  aux  trois  Valeurs 
de  0?,  y,  xr,  et  par  N,  N','  N',  leurs  numérateurs^ respectifs,  râleurs  dont 
la  loi  de  formation  a  été  établie  û^  68>  on  trouye,  ^  Tcrtu  des  relations 
ci-dessus, 

D  =  a  {h'c'  —  c'h')  +  h  (c'a'.  —  ac')  +  c  (^'6'  — /ft'a*) ^if, 
N  =  rf  (6'c'  —  cV)  +  h  (c'tT  —  d'c')  +  c  (d'6'  —  6'd')  =  0, 
N'==a{dV  — c'eT)  +  cî  (c  V  —  a  V)  +  c^  (^\i' — (fa^)  =^0, 
N'  =  a  (ô'd'—  d'6')  +  h  [d'a'-^alà')  +  d  {a'V  —  i'a')  =  0. 

Ainsi)  les  valeurs  de^,  y,  Zi  se  réduisent'  toutes  le»  trois  àk  même 
forme  -. 

Dans  le  cas  que  nous  considérons,  on  peu t^' jusqu'à  un  certain  poiott, 

regarder  ^  comme  un  symbole  à%iétexmmtio3[^f.  car  Ja.  troisième 

équation  est  une  conséquence  nécessaire  de  la  seconde;  ain^fTonn'a 
que  deux  équations  réellement  détinctes  -entre  trois  inconnues.  Ce- 
pendant remarquons  que  les  résultats  obtenus  ci-dessus  auraient  encore 
lieu,  lors  même  que  la  seconde  équation  serait  incompatible  a?ecla 
première,  si  Fon  avait,  pac^eiemide,  pour  cette  seconde  équatkm 


2)a.  a?  +  p6.  y  +  pc,  ^  »  ^c^  {p*étant'>  ou-<*î) 

donc  que  les  trois  résultats  ^  peu 
\nneincowpatihiliti  entre  les  équations* 


On  voit  donc  que  les  trois  résultats  rr  peuvent  quelquefois  correspondre 
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L'aôfurc^ttff  peut  eBCoresemanifester  par  trois  valeurs  de  laCormej:, 

bien  qu'aucune  des  trois^^^ations  ne  puîBse  être  considérée  comme 
rentrant  dans  l'une  dtes^eux^^atttresi  c'est  ce  qui  arriverait  pour  les 
trois  équations  suivantes  : 

En  considérant  ce  système^  on  reconnaît  facilement  qu'il  ne  peut 
exister  en  nombres  finis,  à  moins  que  l'on  n'ait  i{  =  d'  =  cT.  Il  est 
Trai  que/  du  moment  où  eetfe. dernière  relation. existe^  Je  syâième  des 
^équations  devient  tfKf^^efmm^^puisqu'iltse  réduit  à. une  seule  équation 
entretrois  inconnues»  Mais  il  n'en  est  pat  moins,  certain, que,  daos^leur 
état  actuel^  les. équations  sont  incoij^atiô^e^,:  quoique  lesr  trois  valeurs 

0 

soient  de  la  forme  -,  ainsi  qu'on  peut  s'en*.- assurer  en  remontant  aux 

-  valeurs  de Di^  N>  K'.yNfvétaUîes^îideasus. 

Prenons,  pour  nouvel  exemple^k»  équations 

ax  +  by  -}-  cz  =^  d 
a\r  -4-  6y -p-CT  t=-d' 
a'x  -{- hy  +  €z  =^  d' 

que  l'on  déduit  des  équations  générales  en  supposant 

•>fr^  h't^'V\  et  c^c'-^c': 

on 'tfOuvepourleS'valôiiKSfdcflD;  N,*WN', 

D  =  a  (6c  —  ch)  4-  a'  (c6—  hc)  4-  a' (ho  —  c6)=0, 
N  ==  d  (6c—  cô)  +  ¥  (c6— 6€>  4-  à'  (6c— *6'>=0, 
N'  =  c  [ad'— ad" -f  da'    —  da'  +  ad'  —  d'à'), 
Nf  =  6  [ad^aér-bda'   —  4»:d'  4-..da'  —  4a'). 

Les  deux  expressions  de  N',  N',  doivent  être  généralement  diffé- 

-WBtes  dé  0;'Hinsi,  dans  ie  cas  ^ui  nous  occupe,  la  valeur  de  x  est  de  la 

0  A 

-fttme  -;  («fidia^^e  (^llesde  y  fet  de  z  sont  de  la  forme  -. 

PourJnterpréter  cesiéiuUdtSyâbsetfvoos^e  leséqiiations  ne  pea«<ent 
exister  simultanément^  à  moins  que  Ton  n'ait 

i^iMs::^d'*^tX^  d^^rammsd'^^a^x; 

d  OÙ  1  on  lire  0?=-: — r,  etor»  -; 

uer— -a  a  —a 
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ici,  comme  dans  le  n°  75,  il  peut  se  présenter  deux  cas  :  ou  bien^  les 
deux  valeurs  de  w  ne  s'accordent  pas,  c'est-à-dire  qiie  l'on  a 


a'  —  a     a' — a< 


0, 


ou,  réduisant  les  fractions  au  même  dénominateur  et  supprimant  les 
deux  termes  +  ad,  — ad,  qui  se  détruisent, 

d'à'  —  a'(î  —  ad'  —  a'd'  +  da'  +  od*  ^  0 

(il  est  inutile  de  tenir  compte  du  dénominateur  commun). 

Or,  le  premier  membre  de  cette  inégalité  n'est  autre  chose  que  la 
quantité  entre  parenthèses  des  valeurs  de  N'  et  N'  (au  signe  près  tou- 
tefois pour  N).  Donc  les  valeurs  de  yeiàez  se  présentent  sous  la  forme 

A  0 

infinie,  ou  •^,  quoique  celle  de  x  soit  de  la  forme  -. 

Ou  bien,  les  deux  valeurs  de  x  s'accordent  entre  elles,  ce  qui  en« 

d'^d      d'  —  d 

traîne  la  relation  —, = =  0,  ou 

a  — a      a  — a 

d'à'  —  a'd  —  ad'  —  a'd'  -|-  (to'  +  acT  =  0, 
et  alors  les  deux  valeurs  de  «/  et  de  ^  se  réduisent  à  - ,  comme  celle  de  œ. 

Mais  tandis  que  la  valeur  de  x  est  déterminée  et  égale  à  ^ ou ?, 

a' — a  a' — a 
celles  de  y  et  de  ^  sont  indéterminées,  puisque  l'on  n'a  plus  entre  ces 
deux  inconnues  que  l'équation  unique 

,     ,  ,  da'  -—  ad' 

ow-H  C-?  s=  ({  — aâ?  =  — ; -, 

a  '-^a 

Ce  cas  particulier  est  analogue  à  celui  du  n«  75  pour  deux  équations 
à  deux  inconnues. 

Les  exemples  précédents  suffisent  pour  convaincre  que,  si  le  sym- 
bole -  dénote  toujours  un  système  d'équations  auxquelles  il  y  a  m- 

possibilité  de  satisfaire,  du  moins  en  nombres  finis,  le  symbole  -  est 

tantôt  un  caractère  d'indétermination^  tantôt  un  caractère  à'absurdité. 
Quelquefois  aussi  (n*»  73)  il  annonce  la  présence  d'un  facteur  commun; 
et  ce  qu'on  a  de  mieux  à  faire  pour  interpréter  de  pareils  résultats, 
c'est  de  remonter  à  l'équation  ou  aux  équations  qui  y  ont  conduit. 
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77.  Lorsqu'on  opère  directement  sur  des  équations  particulières,  on 
parvient  à  d'autres  caractères  d'absurdité  ou  d'indétermination. 
Premier  exemple.  Soient  les  trois  équations 

2aî-|-  3y—   ir  =  16       , 
5a?  —  2y  +  7ir  =  21 
7«+    t/-*-6-r  =  37, 

dont  la  dernière  résulte  de  l'addition  des  deux  premières  membre  à 

membre.  En  calculant  D^  N^  N',  N',  d'après  les  formules  générales  et 

conformément  aux  principes  dun""  69,  on  trouve  successivement  0=0, 

M=sO,  N'=0,  N'=0;  ainsi  les  valeurs  de  a?,  y,  ir,  sont  toutes  trois  de 

0 
la  forme  -  ;  mais  opérons  directement  sur  ces  équations. 

Si  l'on  élimine  x  entre  la  première  et  la  seconde  équation,  puis  entre 
la  première  et  la  troisième,  d'après  les  méthodes  connues,  on  parvient 
aux  deux  équations 

19a?  4-  19y  =  133 
19a?  -H  19^^  =  133, 

d'où,  retranchant  de  nouveau  ces  deux  équations  Tune  de  l'autre, 

0  =  0, 

égalité  qui  n'apprend  rien  ni  pour  x  ni  pour  y. 

En  remontant  à  l'une  des  deux  équations  précédentes,  qui,  toute 
simplification  faite^  devient 

a?  +  y  =  7, 

on  pourradonner  à  x  toutes  les  valeurs  imaginables,  ce  qui  donnera  pour 
2f  des  valeurs  correspondantes  tirées  de  cette  dernière  équation.  Re- 
portant ces  valeurs  de  a?  et  de  y  dans  l'une  des  trois  équations  proposées, 
on  obtiendra  autant  de  valeurs  correspondantes  pour  z. 

Soit  fait,  par  exemple,  a;  «=  1,  2,  3,  4.  .   .   •  > 

il  en  résulte  y  s  6,  5,  4,  3.  .   •   .  > 

d'où,  substituant  dans  la  première  équation  du  système  donné, 

\r  =  4,  3,  2,  1.  .  •  .  ; 
et  tous  ces  systèmes,  en  nombre  infini,  vérifient  les  trois  équations  pro- 
posées. 

Le  symbole  r  obtenu,  dans  cet  exemple,  pour  les  trois  inconnues, 

correspond  donc  ici  &  une  mdétermmaiitm,  comme  l'égalité  0  =s  0,  à 
laquelle  on  est  parvenu  en  opérant  directement  sur  les  équations. 
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Secmd  eample.  Soient  les  éqp^lioQs 

aF  +  %—  jr=^16 
^^2y  -F  7ir  =r  21 
,3a;  — 5t/  +  8«  =  12. 

Pour  former  la  troisi^e^  on  a  f  etfïanch&.la  première  de  la  seconde; 
mais  on  a  écrit  pour  le  ^second  membre  ub&  quantité  plus  grande  que 
la  différence  entre  les  seconds  membres  des  deux  premières  équations. 
Le  système  est  donc  absurde;  aussi,  en  calculant  les  râleurs  de  D,  N, 
N',  N"y  au  moyen  des'formtdes  géiiér^des,  on  obtiendrait  successi- 
vement 

D  =  0,N  =  133,N'=.  — 133,N'  =  -133, 

ce  qui  donnerait  pour  les  trois  inconnues  des  valeurs  de  la  forme  -r. 

Mais  en  âiiEiiQ«)t  di^eelein^t  xr^^fiAre  la  première  etilartseooiri^ 
équation,  puis  entre  la  première  et  la  troisième, ;ion;parftQBt<»u 
équations 

19a?  +  19y  =  133,  et  19ir  +  19y  =  108, 

d'où,  retrandMiBt  de  ocKiiyeaa  ces  équations Fune  <k  Tantre, 

0  «  25, 

égalité  absurde  qui  fait  ressortir  rincompatîbiKté  ^des  équations  pro- 
posées.. 

Troisième  exemple.  Soient  les  deux  systèmes 


a?  4-  9y  -H  6^  ==  16 

œ  -h  9y  +  6z-i6 

2a?  H-  3i(  r+.  2r  =    7  ' 

(1),  ap4-  % +^=  fT^ 

12) 

ar  +  %  +'^4t  =  13 

8a?  H-  %  +  4*  — '19 

que  Ton  peut  considérer  comme  un  cas  particulier  du  dernier  ei^e^ple 
général  discuté  n<»  7.6;  car  en  divisant  les  dçqx  jnçmbres  de,  la  -pre- 
mière équation  de  chaque  système  par  3,  et  les  deux  mmbres^dc^  Ja 
troisième  équation  par  2,  on  obtient  les  nouvelles  équations 

1         o       «        16  1         o        «        16 

^x^3y  +  2z:^^  ^«+%+54r  =  - 

2^  -H  3y  +  28r  =    7     et     2a?  +  Si/  +  2z  =    7 

3  13  3  19 

ga?  +  3y+  asT  =.^  g»  H-  %'4->2ff«'~. 

Il  y  a  toutefois  entre  les  deuxsysièmes  c^tte.  différence  ftue^ijpour»  Je 
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^freraeri  towlanoih--r---^*»  ";-^^    dan*76festwtisfiadle,eiqu'«He 

ne  l'est  pas  pour  le  secondiEijvtème. 

'  €ela>posé^:lfâiiniDb^n  >à^x  «oÉreJat^peaiiâère  etlacseeonde  éqoa- 
tieD,.poîs:entr«k  secoiidei>et>laot]K)isîto  ;da  sptime  (Ij^iéonneies 
idMï  césidNitSridttiâqiies  â?-K='lv4?  »  1*  SubstitnaBl  oeUe  ftleurdans 
le^tmiftéqil2^ns*dih;fty£t^e  (1),  on  ptrTiebt/  U^ttte<TéducUon  faîte, 
.m^èpMtàMis 

3y  Hi*2i  =  6;%  +  2i  ='  5,  "3^  +  2^  =  5, 

.quîppar  fâimmation'âe'ifoiDdQ^^tsdomiQDttlieu  à  réalité 

0  =  0. 

Ce  résultat  correspond  aux  valeurs  de  la  forme-,  trouvées  pour  les 

troisineoiiinies'au^oTen  Pde^^  AMBUtiies  générâtes,  il  faut  ise  rappeler 

toutefois  (-H*  76  )  cpit  le  >yipbole  -  obtenu  pour  x  avait  une  valeur  dé- 

tenninée,  qui  est  ici  ^  =  1,  et  que  le  même  symbole  obtenu  pour  y  et 
X  indiquait  une  inditenmation. 
^EiTTépéWil'liMttièBies  isalc^  par  rapport  an  système  (2)>  oo  obtient 

ap  =  i,       et       «  sa  —  5. 

La  valeur  «  s  1,  portée  dans  la  première  ou  la  seconde  équiatioivdu 
sy8tàine(2^dunne 

tt  h  Tiilteur  «  as  >«-  6,  portée  dans  la  seconde  Ou  la  troisième  équation 
I    du  même  système,  donne 

3y +  2a?t=  17; 
d'oùy  retraûchant  ces  deux  nouvelles  équatiotis  Tune  de  Tautre, 

0  ^  12, 

égalai  a6n«rrfe  qui  cWKpond  à^  la  valeur  ^troGvéô  pour  a?>  fef  arr 

valcurs'delaïorme  -  bbteûties  pour  t^  et  pour  x. 

«fees-vrtiultto^ftj*»  0,0 «Ay  auxquels  on  parvient  quelquefois  <en 
traitant  directement  des  équations  particulières,  ont  donc  la  même  si- 
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0    A 

gnification  que  les  symboles  -,  -jt,  que  Ton  obtient  en  appliquant  les 

formules  générales  à  des  exemples  particuliers. 

78.  Nous  terminerons  la  discussion  des  équations  du  premier  degré 
par  l'examen  d'un  cas  particulier.  C'est  celui  où,  dans  les  équations  gé- 
nérales, on  suppose  nulles  à  la  fois  toutes  les  quantités  connues  qui  sont 
dans  le  second  membre.  Dans  ce  cas,  il  suit  évidemment  de  la  loi  de  for* 
mation  des  numérateurs  pour  les  valeurs  générales  des  inconnues  (n^'GS), 
que  ces  numérateurs  s'anéantissent  tous  en  même  temps,  c'est-à-dire  que 
l'on  a  A  ss  0,  B  =r  0.  •  .  Comme  d'ailleurs  il  n'existe  aucune  relation 
particulière  entre  les  coefficients  a,  6,  e,  a',  V,  c\,..  des  inconnues, 
B,  qui  résulte  d'une  certaine  combinaison  de  ces  coefficients,  est  géné- 
ralement différent  de  0.  Ainsi  l'on  a,  pour  valeurs  des  incownmes, 
«r  =  0,  «/  =  0,  ^  =  0.  .  «Ces  valeurs  vérifient  évidemment  les 
équations  proposées. 

Si  cependant,  outre  l'hypotbèse  que  les  quantités  connues  du  second 
membre  soient  nulles  à  la  fois,  on  a  encore  les  coefficients  des  in- 
connues, la  relation  D  =  0,  les  valeurs  générales  se  réduisent  à  la 

forme  ar  =  -,  y  =  -,  etc.  .    .   . 

Or ,  je  dis  que ,  dans  ce  cas,  les  équations  sont  indéterminées,  mais 
que  les  rapports  des  inconnues  sont  des  nombres  déterminés,  qu'on 
peut  obtenir  à  l'aide  des  équations  proposées. 

Soient  en  effet  les  trois  équations 

ax-hby  -^cz  =z  0,  a'x  +  b'y  -f  cz  =  0,  a'œ  +  Vy  -f-  cz  =  0, 
'  dans  lesquelles  on  suppose  (n*"  67)  que  l'on  ait       . 
D,        ou         ah'c"  —  ac'h'  -f-  ca'h'  —  6a'c*  -f  hca  —  ch'cf  =  0. 
Elles  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

a  î  +  6  2  ^.  c  =  0,  a'  -  +  6'  2  +  c'  =  0,  a-  ?  -h  y  SI  +  c'  =  0. 

z         z  z  z  ^       z  z 

Or,  on  tire  des  deux  premières,  en  traitant  -  et  -  comme  deux  in- 

z      z 

X      hc'  —  eV   y       ca'  —  ac 

connues,  .  .  .  -  =  -; ,  ^  =£ . 

z      ah' — ba    z       ob'-^bd 

D'où  l'on  voit  qu'en  donnant  à  z  des  valeurs  entikement  arbitraires^ 
les  valeurs  de  xetdej  s'obtiendront  à  l'aide  de  ces  deux  proportions 
dont  les  seconds  rapports  sont  constants  et  égaux  à  des  quar^tés  con^' 
nues. 
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Mais  il  reste  à  savoir  si  ces  valeurs  satisfont  à  la  troisième  équation, 
qui  devient  alors  une  équation  de  condition.  On  trouve,  en  les  substi- 
tuant dans  cette  équation, 

^       hc'  —  cV       ,-       ca'-^ac* 
ah  — ha  ah — 6a 

on,  réduisant  et  écrivant  les  termes  dans  un  ordre  convenable, 

ah'c'  —  ac'V  -h  ea'V  —  6aV'  -H  hc'a"  —  ch'a''  =  0, 

condition  qui,  par  bypothèse,  est  satisfaite. 

79.  Ceci  nous  conduit  naturellement  à  Texamen  d'une  circonstance 
dont  le  second  problème  du  testament,  résolu  n^"  49,  nous  a  offert  un 
exemple  :  c'est  celle  où  l'énoncé  de  la  question  conduit  à  un  nombre 
d'équations  réellement  différentes,  plus  grand  que  celui  des  inconnues 
à  déterminer. 

Supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  la  question  renferme  n  in- 
connues, et  donne  lieu  à  m  équations  différentes,  m  étant  y^n.11  faut 
iahord  comhmer  entre  elles  un  nombre  n  des  équations  proposées, 
pour  en  tirer  les  valeurs  des  n  inconnues;  substituer  ensuite  ces  valeurs 
dans  les  m  —  n  équations  restantes,  ce  qui  donne  lieu  à  autant  de  re- 
loliotti  entre  les  données;  et  ces  dernières  relations  doivent  être  vérifiées 
pour  que  le  problème  soit  possible,  tel  qu'il  a  été  énoncé.  Les  m-^n  re- 
lations ainsi  obtenues  se  nomment  équations  de  condition. 

80.  Récapitulation  de  la  discussion  précédente.  Il  résulte  de  cette 
discusûoD,  i**  qu'un  système  d'équations  du  premier  degré  à  pareil 
nombre  d'inconnues  ne  peut  être  en  général  satisfait  que  d'une  seule 
manière  (n«  67)  ; 

2°  Que  toute  t?afctirj}oW<tt^,  trouvée  pour  une  inconnue,  répond 
directement  aux  équations  du  problème,  sans  répondre  toujours  à 
renoncé  (n«  70); 

3*  Que  toute  valeur  négative  ne  répond  qu'indirectement  à  l'énoncé 
ou  aux  équations  qui  en  sont  la  traduction  algébrique,  mais  répond 
toujours  aux  équations  considérées  dans  un  sens  purement  algébrique 
(n«>«59et71); 

4«  Que  toute  expression  de  la  forme  -,  trouvée  pour  une  ou  plu- 
sieurs des  inconnues,  indique  une  incompatibilité  dans  le  système 
d'équations  proposé,  du  moins  en  nombres  finis,  pour  toutes  les 
inconnues  (n°»  72, 74  et76); 

5»  Que  le  symbole  jr,  obtenu  pour  une  ou  plusieurs  inconnues, 
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^oomepond,  scdt  &  une  ifidélenifiiilitioD,>  soit  knwae  «ocompatiBilité 
^7%1i,  75,  T6),  soit  à  la  présence  d^im  fectonr  comimni' entre  les 
deux  termes  de  la  fraction  qui  s'est  réduite  à«fette  formé  (n**!^)  ; 

G""  Que,  si  tous  les  seconds  membres  da  système  d'équations  pro- 
posé sont  nti/*,  les  tateurs  set  réduisent  généralwnent  à ^;  que  si,  à 
cette  hypothèse,  on  ajoute  celle  que  le  dénominateur  commun  des 
valeurs  des  inconmies  soitO,  le  noiiibre  des  systèmes  de  valeurs  est 
infini ^mm  que  ces  valeursisont  «sujettics^à  avoir  «nt^e  élksun  rap- 
port constant  (n"*  78); 

T**  Que,  lorsque  le  nombre  des  équations  est  plus  grand  que. celai 
*des  inconnues,  leprdblème  n'est  possible  qu'autant  que  les  valeurs  des 
inconnues  déterminées  par  un. nombre  d'équations  ^gal  à  celai  des 
inconnues,  satisfont  aux  autres  équations  {n?  79). 

'81 /Voici  les  énoncés  de  nouveaux  problèmes  susceptibles  de  dis- 
cussion, ou  dont  la  résolution  présente  quelque  intérêt  : 

Quinzième  problème.  Un  banquier  a  deux  espèces  de  monnaifi;  ii 
faut  a  pièces  de  la.première  pour  faire  un  écu;  il  faut  b  pièces  deJa 
seconde  pour  faire  la  même  somme.  Quelqu'un  vient  et  demande  c 
jpiècespour  un  écu.  Combien  le  banquier  lui  donnera-tril  de  pièces  de 
chqque  espèce ^ pour  le  satisfaire? 

Trép ^•e^çe,^^î^y^;2«  espèce,  -—^^'J 

Seiiième  proMàme.  Ttouwrles:deuxxéUf  eoisâ^us^n  rectangle j 
ên^4upposan^^i9.que:ceâideuœcâtés,soieut4nire  tux  don*  un  rapport 
donné  m:ïi;2'*  que  y  si  Von  altère  les  côtés  de  ce  rectangle  {par  uddir 
.Hon  ou  soustraction)  des  quantités  données  a  et  b,  la  surface  soit 
^altérée  de  Ut  quantité^. 

/En  supposant  les  côtés  altérés  par  addition ,  ontroate\ 
(  ^^in^p-^ab)      ^,nlp-^ab)  1 

TOr-«e|)fième  problème.  On-^dematidé  les  biens  detrois  personnes , 
A,  B,  C,  sachant  y  i'*  que  la  somme  du  bien  de  A  et  de  Ifbis  les  biens 
deB  et  G  est  égale  ^  p  ;  2°:que  la  somme  du  bien^de  B  et  dexafoi»  les 
biens  de  A  et  C  est  égale  à  q  ;  S""  que  la  somme  du  Vien  de  C  et  de  n 
foishs  hiens'de  A  ePB^est  égale  à  t. 

<  (Oetfe  questioD'est  susceptible  ^d'être  résolue  «assersimptemetit' par 
l'introduction  d'une  inconnue  auxiliaire  ^ans  le  cours  du'cateU  2  c^te 
inconnue  est  la  somme  des  trois  biens.) 

Dix-huitième  problème.  Trouver  les  biens  de  6 personnes  A,  B,  C? 
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.VfMyFf  et  après  Us^coiMtioni  màvanUes:  l*"  2a.  MmfiiA<{f#&Mfi«^ 

;;£  etF  eêtCiSf'ieiiin  d0iA  vautmfois  l»bimdeC;lebiméhJ) 
<£4MntlA  feiàie  bim^E;  h^bimd&F.vaMt  ^foU  ItMen  dûB. 

(Ca.problibBei peut  être  résolu  par  le  ^aioyead*«De  seole^nalioaikà 
une  seule  inconnue.) 

Ces  différents  énoncés  sont  «xtrails  de  VAî$èhre  de  M.^LhuSlm  de 
Genève,  ouvrage  reoemmandable  par  le- choix  des  questions  qu'il 
propose  pour  exercices. 


GHAFIIKE  III. 

RdoluHtm  des  Problèmes  tVÊqnations  "du  secorid  degré. 

82.  Intboductiom.  Lorsque  renoncé  d*un  problème  conduit  aune 
équation  deila  forme  att^  =36,  dans  laquelle  Vinconnue  est  multi- 
fëée  par  âle-mème)  Téfquation  est  dite  du  second  degré,  et  les  prin- 
cipes établis  dans  les  deux  chapitres  précédents  sont  insuffisants  pour 
~sa  résolmiov  ;  nais  comme, -  en  ^éivîsan t  > ses  deux  menttbres  par  ti ,  on 

.obtiœiic^  ^  -9  il  s'ensuit  que  la  question  se  réduit  à  trouver  tm  nom» 

bre  qui,  mnltipUépar  lui-même,  peut  produire  le  noràbre  eœprinié  par 

^;  c'est  Tobjet  de  Veairaction  de  la  racine  carrée. 

Nous  avoDS  exposé  y  dans  notre  ^IritAm^^tfe,  avec  tous  les  détaMs 
convenables,  les  divers  procédés  de  l'extraction  de  la  racine  carrée  des 
nombres  particuliers,  soit  entiers,  soit  fractionuaires;  nous  n'avons 
donc  &  développer  ici  que  les  règles  relatives  i  l'extraction  de  la  racine 
carrée  des  nombres  exprimés  alg(ibriquement. 

§  I,  Formation  du  carré  et  extraction  de  la  racine  carrée,  des 
^quantités  algébriques. 

;;ft3.'iCoQttdérons  dab€fd:le  cas^d'nne  quaiHiié'monome;  «^  pour 
découvrir  le  procédé  de  l'extraction  .de  k  nactne.carfée,  voyons  com- 
ment on  forme  le  carré  d'un  monôme. 

On  a,  d'après  les  règles  de  la  multiplication  des  monômes, 

(no  16),  {^a'Vcf  =  5aVc  xJba'Vc  =  25a*6V; 
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c'est-à-dire  que,  pour  élever  un  monôme  au  carré,  il  faut  élever  son 
coefficient  au  carré,  et  doubler  chacun  des  exposants  des  différentes 
lettres.  Donc,  pour  revenir  d*un  monôme  carré  à  sa  racine^  il  faut 
1«  extraire  la  racine  carrée  du  coefficient,  d'après  les  règles  exposées 
en  Arithmétique  ;  2^*  prendre  la  moitié  de  chacun  des  exposants. 


Ainsi  Ton  a  V^64a'6*  =  SaV;  et  en  effet, 

(8aVY  =  8aV  x  8a'b^  =  6ka'b\ 

De  même  V^625^W  =  25a6*c^• 
car  (25a6V)'  =  625a^6V. 

Il  résulte  de  la  règle  précédente,  que  pour  qu'un  monôme  soit  le  carré 
d'un  autre  monX)me ,  il  faut  que  son  coefficient  soit  un  carré  parfait, 
et  que  tous  ses  exposants  soient  pairs.  Ainsi  98ab*  n'est  pas  un  carré 
parfait,  parce  que  98  n'est  pas  un  nombre  carré  parfait,  et  que  a  est 
affecté  d'un  exposant  impair. 

Dans  ce  cas,  on  fait  entrer  la  quantité  dans  les  calculs,  en  l'affec- 
tant du  signe  V^    ,  et  on  l'écrit  ainsi  :  V^GSaô*.  On  appelle  ces  sortes . 
d'expressions,  des  monômes  irrationnels,  ou  bien  encore,,  des  radicaux 
du  second  degré, 

8k,  On  peut,  toutefois,  faire  subir  à  ces  expressions  quelques  sim- 
plifications fondées  sur  le  principe  suivant  :  La  racine  carrée  du  pro* 
duit  de  deux  ou  plusieurs  facteurs  est  égale  au  produit  des  racines 
carrées  de  ces  facteurs,  ou  en  langage  algébrique, 

V^Im.  . .  =  ^a,  V'b.  V^c.  \/d.... 

Pour  démontrer  ce  principe,  observons  que,  d'après  la  définition  de 
la  racine  carrée  d'un  nombre,  on  a 

(^'âhcd....y=^àbcd.... 
D'un  autre  côté. 

Donc,  puisque  les  carrés  de  V^abcd, . .  et  de  W^a.  ^b.  V^e.  ^d. . . 
sont  égaux ,  ces  quantités  sont  elles-mêmes  égales. 

Cela  posé,  l'expression  ci-dessus,  V^OSaft*,  peut  m  mettre  sous  la 

forme  1^496*  x  2a  =  V^MP  x  V^^ 

Or,  y  m*  se  réduit  (n<»  83)  à  76'  ;  donc 

y'dSâb'  «  76^  »/27. 
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On  a  de  même 

Vma'bV  =  V^14W6V«x66c  =  12a6V.  </G6c. 

En  général,  pour  simplifier  un  monôme  irrationnel,  mettez  en 
évidence  tous  les  facteurs  carrés  parfaits,  et  eœtr ayez-en  la  racine 
(n°  83)  ;  puis,  placez  le  produit  de  toutes  ces  racines  en  avant  du  signe 
radical  y  sous  lequel  vous  laissez  d'ailleurs  les  facteurs  non  carrés 
parfaits. 

Dans  les  expressions  76'  V^Sa,  3abc  W^^,  12a6 V  y^,  les 
quantités  7&^,  Sabc,  i2a&  V,  s'appellent  les  coefficients  du  radical 

85.  Jusqu'à  présent  nous  n*aTons  pas  eu  égard  au  signe  dont  le 
monôme  peut  être  affecté.  Cependant,  puisque,  dans  la  résolution  des 
questions,  on  est  conduit  à  considérer  des  quantités  monômes  précédés 
du  signe  +  ou  du  signe  — ,  il  faut  savoir  comment  opérer  sur  ces 
sortes  de  quantités.  Or,  le  carré  d*un  monôme  étant  le  produit  de  ce 
monôme  par  lui-même^  il  s'ensuit  (n**  62)  que,  quel  que  soit  son  signe, 
le  carré  de  ce  monôme  est  positif;  ainsi ,  le  carré  de  +  5a'&'  ou  de 
-Sa'è',  est  4-  25a*6^ 

D'où  l'on  peut  déjà  conclure  que,  si  un  monôme  est  positif  y  sara^ 
me  carrée  peut  être  indifféremment  affectée  du  signe  +  ou  du  signe — ; 

ainsi,  ^^90*  ■=  ±:  3a'  ;  car  +  3a'  ou  —  3a',  élevé  au  carré,  donne 
également  -h  ^a**  Le  double  signe  ±:  dont  on  affecte  la  racine,  s'énonce 
plus  ou  moins. 

Si  le  monôme  proposé  est  négatif,  l'extraction  de  sa  racine  est  im* 
possible,  puisqu'on  vient  de  voir  que  le  carré  de  toute  quantité  positive 
ou  négative  est  essentiellement  positif.  Ainsi,  V^— 9,  V^— 4-o%  V^ — 5, 
sont  des  symboles  algébriques  qui  présentent  des  opérations  impossi- 
bles. On  les  désigne  sous  le  nom  de  quantités  ou  plutôt  à*expressions 
imaginaires;  ce  sont  des  symboles  d'absurdité  que  l'on  rencontre  sou- 
vent dans  la  résolution  des  problèmes  du  second  degré. 

On  fait  toutefois,  par  extension,  subir  à  ces  symboles  les  mêmes 
simplifications    qu'aux    expressions   irrationnelles   qui  offrent   des 

opérations  exécutables.  C'est  ainsi  que  V^— 9  revient  (n^^Si*)  à 
l/9.wCri,ou3V<=i; 
•de  même ,  V^C:47'  =  l^W.  t^CTl  =  2a  V^~l, 

Cr26«2aV^2r.V^^. 
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86.  Tâchons  maintenant  de  découvrir  une  loi  de  formàHon  pour  le 
carré  d'un  polynôme  :quelconquey  de  laquelle  nous  putssions^  déduire 
un  procédé  pour  l'extraction  deia  racine  carrée. 

On  a  déjà  vu  (n*»  19)que le  carré  d'un  binôme,  a  -f  6,  est  égal  à 
o"  4-  2ab  -f  b\ 

Sbit  "actueHcmeht  à  former  le  cariré ''d'un' trinôme  a  4-  ô -f  c. 
Désignons,  pour  le  moment,  a  -h  b  par  une  seule  lettre  s;  il  vient 

,  (a  4-  6H-  c)*'=»  (*  -H  cY  «  «^  +  2#<f  +  c*. 

Or,  on  a 

y  =  (a  4-»)>  =  a*. +^2a6  +  6*;  2*c  ='2  (a  4-  6)  c  =  2ac-f'26c. 

Donc  (a  4-  6  4-  c)^  =  o'  4-'2a6  4-  b^  4-5(W  +  26o  4-  c';  c'est-à- 
dire  ({ue  7e  carr^.d'uti<rtfu)fne..«e.  compose  de.  la  somme  des  garnis 
des  trois  termes^  eides doubles  produits  de  ces  termes^multiplii^dsux 
à  deux. 

Je.  dis  que^  cette  loi  de.  composition^  esV  vraie  pour  un  polfnome 
quelconque.  En  effet,  snppesons*la  vérifiée  pour  un  polynôme  dinn 
.  nombre  quelconque  de  .termes ,  et  voyons,  si.  dle^  est  vraie  pour  un 
polynôme  renfermant  un  terme  de  plus. 

Afin.d'y  parvenir^  soit  a  4-  b-ho -h  d -i-.,  i-h  t4^<fc)  un  poly- 
nôme composé  de  m  4-  1  termes, .  et  .désignons  par  sldi  somme.des^t 
premiers  termes,  a  4-  6  4-  c  4-  d  4-  •  •  •  4-  «;  '  4-  ^  représente  le 
polynôme  proposé,  et  l'on  a  (*  4-  ^)'  =  «'  4-  2*fe  +  &',  ou,  remet- 
tant à  la  place  de  s  sa  valeur, 

i^^ky.^  {«4-54-©+ «Hr . . .  +  f)?+2^+64-e4*^. . . 4-t)  h+k\ 

Or,  la  première  partie  de  cette  expression  se  compose,  par  hypo- 
thèse, c^ycarr^^  de  tous  les  termes  dupremier  polynôme  et  des  doublet 
produits  dé  tous  ces  termes  deux  à  deux;  la  seconde  partie  renferme 
ious  les  doubler  produits  des  termes  du  premier  polynôme  par  le  nour- 
veau  terme  introdttiP  k  ;  enfin ,  la  troisième  partie  est  le  carré  de  ce 
terme.  Donc,  laioi  de^ composition ,  énoncée  ci-dessus,  est  encore  vraie 
pour  4e  nouveau  polynôme.' Maiy  elle  a  été  reconnue  vraie  pour  un  Iri- 
itome;  donc  elle  a  Keu  pour  un  polynôme  de  quatre  termes;  étant  vraie 
pour  ^tiA^e^  elle  llesfcnécessairemrat'pourirm^fvt  ainsi  ^e  sdîtetONic 
elle  est  générale. 

On  peut  énoncer  la  loi  d'une  autre  manière  vLe^  earri  ^unpoly^ 
nome  renferme  le  carré  du  premier^  terme  ^  plus  le  doubla  produit  du 
premier  terme  parle  second^  plus  le  carré  du  second;  plus  les  doublet 
produits  deèhaewt:d€s  deue^premiers  termes  par  le  troisiime,'phtic 
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iotïïé^au  iroi$iàm$;^fhêiiAithÊAÎ9s  pndmUde  f^eun  disiroispre-. 
mers^.t€m0Ap^40iqu<Mimi(]^hc^  du  ^(Orièmeret ixbm^e 
.^mie^.C^iémméjnqni^a^iYiàaMamnlicom^^  lefnremiervnoiis 
«mdiura.ptaSitAisémiait  Alt  piœédé  dé  Teitractien  d^  b^aeiae  cariée 
jd!iiii.pql|[iuiiBe. 

on/^tédiusant,  i  du"— t2b»ô  -H'28a  V— îl6àJ»  -f:  166*  ; 

(5a%— 4aJ(?  +  66c"—  3a»c)?  =^.25a*ô'— 4Qa'6'c  W^Tfia^iiV 
— *8afcV-|ru86W--T  3«a^-H24a^c?—  Seà^èc* -f»  Wcl 

Passons  à  Textraction  de  la  raciae  carrée. 

87.,  DésigQQBs  par N  le  pQl|:iiûmerdoQtilfant  obtenisia  raciae,  et 
par  R  celte  racine  »  que  mms.  «imposons  pour  lei  momefii'détetnniiée  ; 
conceTons  en.  outre,  que  ces  deux  polynômes,  soient  ûrd&mé^^wB  rap- 
port aux  puissances^escendaDtes^erune.djBS  letUes  qu'ils  ren&nnûnt, 
.(^pai.exeqaple. 

Cela|M)sé  y  j V)b$erve  d^abord^ue  les.deux  premiers  tecœes  de  N'  (en 
le  s^ppo^ant  ordonné)  ^  peaiwnt  donner  «ur-Id<^amp  le  premier  etJe 
jseeond  lemMi.de.B;  en  effets  il  résulte  évidemment  de  la  loi.deiformt- 
tionda  carré  (n<*  S^)jl^que  le  carré  dupretmer  tgrmadeKrtnfmne 
m  eûppotant  de^Ja  leMre  ^^plm  grand  que, dans  nuctme.  dee^^tres 
for^tf  qui  enJbmtJaMê  laiop^poétim  du  carré  d$R;  2<}  que Udou" 
hk  praduUdij  pmmier.  terme,  d^  R  par  te  second ^  renferme\ ^aumiim 
îxposant  piu$  élevé .  que  .dans .  les  partùs  suivai^s.  Ainsi ,  4esode«x 
parties  dont  nous  venons  de  parler,  n'ayant  pu  se:  réduire  avec  ries 
autres^  sont  nécessairement  les  deux  termes*  de  N  afiEectésdu  plus^iiaut 
exposant  de  a,  et  de  l'exposant  immédiatement  inférieur.. D'où  il  suit 
que,  si  N  est  réellement  un  carré  parfaît^l''  son  premier.  terme^ÂoH 
Orerni  carré  parpdt^  et  sa  racine,  extraite  d* après  le  procédé  du  n°83, 
Hit  le  premier  terme  deïi;2^  son  second  terme  doit  être  dmsibhpar 
h  double  du  premier  terme  deR;€t,  en  effectuant  cette  division,  on  a 
pour  quotient  le  second  terme  de  R. 

Afin  de  pouvoir  obtenir  les  termes  suivants,  formons  le  carré  du 
bmme^déjA  trjoutéf^eiretrmchonsrieM  N;  ler^e^  que^ousdési- 
gDODs^  j^r  14'  i  renferme. encore  les  doubles  produits  du  premier  teome 
deR^par.  le:troûièBie,.  du^econd  terme.de  R  par  le  ttrossiime^  l^s  une 
suite  dlautre&  parties.. Jfais  le  double, prûdvitdu.premiertetme.par  le 
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troisième  doit  renfermer  a  avec  un  exposant  plus  grand  que  dans  les 
parties  suivantes,  et  ne  peut,  par  conséquent,  avoir  été  réduit  avec  ces 
parties.  Donc,  ce  double  produit  est  le  premier  terme  de  N'  ;  ainsi^  ce 
premier  terme  doit  être  divisible  par  le  double  du  premier  terme  JeR; 
et,  si  Von  effectue  cette  division,  le  quoHent  est  le  troisième  terme  deR. 

Pour  obtenir  de  nouveaux  termes,  il  faut  former  les  doubles  pro^ 
duits  du  premier  terme  et  du  second  par  le  troisième,  plus  le  carré  du 
troisième,  puis  retrancher  tous  ces  produits  du  reste  N\  ce  qui  ddhne 
un  reste  N"  qui  renferme  encore  le  double  produit  du  premier  terme 
de  R  par  le  quatrième,  plus  une  suite  d*autres  parties.  Mais  on  prou- 
vera, comme  précédemment,  que  le  premier  terme  de  N"  est  nécessai- 
rement le  double  produit  du  premier  terme  de  R  par  le  quatrième; 
ainsi,  en  divisant  le  premier  terme  de  N"  par  le  double  du  premier 
terme  de  R,  on  a  pour  quotient  le  quatrième  terme  de  R;  et  ainsi 
de  suite. 

N.  B.  Il  est  absolument  indispensable ,  après  avoir  obtenu  les  deux 
premiers  termes  de  la  racine,  de  retrancher  le  carré  du  binôme  trouvé, 
du  polynôme  N;  car  ordinairement,  le  carré  du  second  terme  de  R 
renferme  a  avec  le  même  exposant  que  dans  le  double  produit  du  pre- 
mier terme  par  le  troisième;  par  conséquent,  il  a  dû  se  réduire  avec  ce 
double  produit.  Ainsi ,  ce  n'est  qu'après  avoir  soustrait  ce  carré,  du 
polynôme  N,  qu'on  peut  assurer  que  le  premier  terme  du  reste  est  égal 
au  double  produit  du  premier  terme  de  R  par  le  troisième.  La  même 
remarque  s'applique  aux  trois,  quatre.  •  •  •  premiers  termes  trouvés. 

Nous  laissons  aux  jeunes  gens  le  soin  de  déduire  des  raisonnements 
précédents  le  procédé  général  de  l'extraction  de  la  racine  carrée  d*an 
polynôme.  Il  leur  suffit ,  pour  cela ,  de  réunir  toutes  les  parties  qui  sont 
en  caractère  italique.  Nous  allons  d'ailleurs  en  faire  l'application  à  un 
exemple  particulier. 

Soit  proposé  d'extraire  la  racine  carrée  du  polynôme 

49a'6»  —  ^haV  +  25a*  —  30a^6  +  166\ 
25a*—30a»6  +  49a'ô'— 24a6'4-166*   )      M  —  ^ab-\-W 


— 25a*-f  30a»ft  —   9a'6^  j     lOa^ 

1"  reste. . .        40a^6^— 24a6'-f  166* 
—  40a»6'  +  24ay— 166* 
agreste...  0 

Après  avoir  ordonné  le  polynôme  par  rapport  à  a,  on  extrait  la 
racine  carrée  de  25a*,  ce  qui  donne  5a'  que  l'on  écrit  à  la  droite  du 
polynôme;  puis  on  divise  le  second  terme  —  30a'6  par  10a',  double 
de  5a'  (on  écrit  10a'  au-dessous  de  5a');  le  quotient  est  —  3ai  que 
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l'on  place  à  la  droite  de  5a^.  I^s  deux  premiers  termes  de  la  racine  sont 
donc  5a'— 3a&.  Carrant  ce  binôme,  on  trouve  2Sa*— 30a^6+9a'6', 
qai>  retranché  du  polynôme  proposé ,  donne  un  reste  dont  le  premier 
terme  est  40a'&'.  Divisant  ce  premier  terme  par  10a',  double  de  5a', 
00  obtient  pour  quotient,  +  W  ;  c'est  le  troisième  terme  de  la  racine, 
qoe  Ton  écrit  à  là  droite  des  deux  premiers  termes.  Formant  le 
double  produit  de  5a'  —  Sah  par  4>&',  et  le  carré  de  kb\  on  trouve 
Wa^b^  -—  2kaV  +  166%  polynôme  qui,  retranché  du  premier  reste, 
donne  0  pour  reste  final.  Ainsi,  5a'  —  3ab  +  46'  est  la  racine 
demandée,  ou  plutôt  {û9  81)  Tune  des  valeurs  de  la  racine  demandée. 
L'autre  valeur  est  —  5a'  -f  3ab  —  46',  et  on  l'obtiendrait  en  écri- 
Tant— 5a'pour  la  racine  carrée  de  +  25a*,  puis  en  divisant  —  30a'6 
par  —  5a',  et  continuant  l'opération  conmie  ci-dessus.  Mais  il  est  plus 
simple,  dès  qu'on  a  obtenu  la  première,  d'écrire  ensuite  pour  la  seconde, 
-(!5a'-3a6  4-46'). 

Les  commençants  peuvent  s'exercer  sur  les  carrés  qui  ont  été  déve- 
loppés n°  86. 

88.  Si  le  polynôme  proposé  renfermait  plusieurs  termes  affectés  de 
la  même  puissance  de  la  lettre  principale,  il  faudrait  disposer  le  poly* 
nome  comme  il  a  été  dit  dans  la  division  (n"*  29),  et  appliquer  le  pro- 
cédé ci-dessus,  en  regardant  comme  une  seule  et  même  partie,  la  somme 
(ûgéhrique  des  termes  affectés  de  la  même  puissance,  et  remplaçant, 
dans  l'énoncé  de  ce  procédé ,  les  mots  :  premier  terme  du  polynôme, 
premier  terme  du  reste,  premier  terme^  second  terme ....  de  la  racine, 
par  les  expressions;  première  i^ar^îe  du  polynôme ,  ou  partie  affectée 
^  h  plus  haute  puissance,  première  partie  du  reste,  première, 
monde. . .  partie  de  la  racine.  Au  surplus,  ces  sortes  d'exemples  se 
présentent  fort  rarement. 

89.  Nous  terminerons  par  les  remarques  suivantes  : 

..  l''  Un  binôme  ne  peut  jamais  être  un  carré  parfait,  puisqu'on  sait 
9^6  le  carré  du  polynôme  le  plus  simple,  c'est-à-dire  d'un  binôme, 
renferme  trois  parties  distinctes  qui  ne  peuvent  éprouver  aucune 
réduction  entre  elles.  Ainsi ,  l'expression  a'  +  6'  n'est  pas  un  carré  ;  il 
loi  manque  le  terme  ±:  2ab  pour  qu'elle  soit  le  carré  de  a  ±:  6. 

2°  Pour  qu'un  trinôme  ordoilné  soit  un  carré  parfait,  il  faut  que  les 
deux  termes  extrêmes  soient  des  carrés,  et  que  celui  du  milieu  soit  le 
double  produit  des  racines  carrées  des  deux  autres.  Alors,  la  racine  du 
trinôme  peut  s'obtenir  immédiatement.  Extrayez  les  racines  des  deux 
fermes  extrêmes  y  et  affectez  les  deux  racines  du  même  signe  ou  de 
^gnes  contraires  y  suivant  que  le  terme  moyen  est  positif  ou  négatif, 
'érifiez  ensuite  si  le  double  produit  de  ces  deux  racines  donne  le 
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tCÊmemo^n'  du ^ innome.  Ainsi,  9a®  —  48û*A? +, 64a%^  a^ppiiti 
racine  carrée,  ^^^^ — V^6W?6*,  c'est^i^dire. âtf . — Saft'f  cwi 

4a' H--lftt6"— ^'  ne  pevtêtreaiL' carrée  p»ifait;:quoî<pie  i&o^j 
et^'  soient» le»  carrés  de^  2a  et  de  36,  et  qoc  lani-Bs  a»«x^%l 
mais'*-— 06^  n'est  pas  un  »carré. 

S^^LorsqHe^y  dans  la  série  d'opérations  qcte  comporUii'le^'prooééél 
géBéral,1e  premier  terme  de  Fan: des  restes  n'est  pastexactement  diri*^ 
siMë^par»ie'douMe  da  premier  terme  de  la  ra»ine^,  on  pentMcondoivj 
qoe^le'pe^nome  proposé^  n'est  pas  un  carré  parfait.  C'est!  une^cemé^l 
queBce'évideiite  "des  raisonnements  que  nous  avons  faits  pour  parvenir 
i  éeprocédé;^ 

k^  i  EËfin, 'oir peut  appliquer  aux  racineB  H^riées  dea  polynomea^on^ 
camf#]i(^^i^y  les  simplifications:  du  n<^84.' 

Soit,  par  exemple,  l'expression  \^a?b  +  ka^b^  -H  4a6^ 
La  quantité  sous  le  radical  n'est  pas  un  carré  parfait;' mais  elle  jpeut 
se  mettre  sous  la  forme  a6(a*-4-4o6  4- 46^).  Or,  le  facteur  entre 
parenthèses  est  évidemment  le  carré  de  a  +  2ô;  d'où  l'on  peut  con- 
clure (n°  84), 

K'a'à  4-  4a^6*  +  4a6^=  <a  -f^  26)  W<^. 

90.  Calcul  des  radicaux  du  second  degré.  L'extraction  delà  racine 
carrée  donnant  naissance  à  de  nouvelles  expression  algébriques,  tellei 
que  y" a,  3  V^h,  7  V^2,  connues  sous  le  nom  de  quantités  irratiou" 
nelles  ou  radicaux  du  second  degré,  il  faut  établir  des  xègles  pour 
effectuer  sur  ces  expressions  les  quatre  opérations  fondamentales.  . 

Définition.  Deux  radicaux  du  second  degré  sont  dits  semblables 
lorsque  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  est  la  même  dans  lesrdeux 
radicaux.. Ainsi,  SaV^b  el&c.V^by9y^^Ai7 )/2,^nldit&iimrt^ 
é^aux  semblables,. 

Addiiionjet^omtraGtion...Pom  ajojoter  on  soustraire  des. radicaux^ 
8emblahks,^n./i/qufe.<m  romjousirmtles  deux iCoeffipieiaitky.puk-^(m.u 
affecte  la.\sommÊvDU.la..diff4r.encB  ^  du  •radical  •£ommun^f,iiiiDSÎpXûncàf, 

3aV«;4.5cy6i=(3a-f8c) l/j,    3a  V^6— 5(?  V^J^ (3a- &)  \^6è . 
deméme^. 

7V^4-  3V^=  10V2â,  7V/27-3V^=4;V^r 

DeuxjradicaoK.peu«ent,  au.  premier. abord  ,.a'étne  paaisanUaUtff 
et  le  de¥enir .par  JesjrimpUfications.du.  n?  84. , 
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Par  exemple  9 

SiJeftitadicaiisineiSOiiipasveinblièiesj  on  ne  fait  quHndiqner  Taddi-' 
lio»  OU'  laf  soustraction;  Ainsi,  pour  ajouter  3  V^6  J  5  J^a,  on.écrit 
siarplement,  5  V^â  4-  3^6. 

BMtipîkation,  Pour  multiplier  deux. jradicaox. Fan. pan  l'autra,., 
on  mulUpUe  les  deux  quantités  80U$  le.sigm.radiiaLrunéiTpiK^,^ 
îàutrey  et  Vôn  afféétele  prx)duii,  du  signe  radical  commun»  Ainsi»  , 

^à  X  *^6'=  Wa  X  6  ;  c'est  le  principe  du  n*»  84,^onfia  dans  iul, 
ordre  inverser 

S'il  y  a  des  coefficients,  on  commence  par  les  multiplier  entre  euSf 
et  Von  écritihur'proêmt  ^iovant  du  radtcàl/ 


Par  exemple,  31^^  X  h^^Wa  =  liV^lOOa'6^  120a. V<6,. 
2à yTêx  9a  V'û  =  Qa""  V^ôV  =  6aî6c, . 

Dtrtnon.  Pour  diviser  deux  radicaux  l'un  pan  l'autce,.  divisex  des 
ifftx  qxKaMxtés  sous  le  signe  tûn  par  Vautre,  et  affectez  le  quotient ^t 

dti  signe  radical  commun;  nînsî      ^  =  \/  -.  ^ 

y/b      ^    b 

]&«ffètv  les  carrés  de  ces  deux  expressions  sont  égaux  à  la  même . 

quantité  -;  donc,  ces  deux  expressions  sont  égales.  S'il  y  a  des  coeffi* 
6 

dents,  on^éerit  leur  quotient  £o»me  coefficient^  reodieal 

1#AM      ^M^Jfc— l«»>l^ 


5ayô:2i:V^c*2gVrc». 


91.  II  existe  (fétu;  tratufonnationt  d'un  usage  fréquent  dans  l'éva- 
Inatkm-mnBériqae'dëSTadicaax. 
La  premtjrtf  consktei  faite,  passer  sotis  1«  tadicaUe«oefficient  de 

ce  tad^ad. 'Sôfty  par  exemple,  l'expression  3aJ^^;  oa  observe 

qu'eUft  revientày  9S-X,.V^«ptti^<9»V5it  »J'<ÏW56  <«wppli*^' 
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quant  la  règle  de  la  multiplication  des  deux  radicaux)  ainsi,  pour 
faire  passer  sous  le  signe  d'un  radicallecoetàdeni  de  ce  radical,  U 
suffit  d'élever  le  coefficient  au  carré. 

Voici  Tusage  principal  de  celte  transformation.  Que  Ton  ait  à  éva- 
luer, à  une  unité  près  y  Texpression^G  V^13;  comme  13  n'est  pas  un 
carré  parfait  [Arith,,  n"  179),  on  ne  peut  obtenir  qu'une  valeur  appro- 
chée de  sa  racine.  Cette  racine  est  égale  à  3  plus  une  certaine  fractioo; 
mais,  en  la  multipliant  par  6^  on  a  18,  plus  le  produit  de  la  fraction 
par  6;  et  le  résultat  total  peut  avoir  une  partie  entière  plus  grande 
que  18.  Afin  de  déterminer  exactement  cette  partie  entière,  on  met 
6  V/13  sous  la  forme  VWÂ^  =  V/36  x  13  «  1^468.  Or  la  racine 
carré  de  468  a  21  pour  partie  entière  ;  donc  6  V^13  est  égal  à  21  plus 
une  fraction. 

On  trouvera  de  même  que  12  V^7  =  31  plus  une  fraction. 

La  seconde  transformation  a  pour  but  de  rendre  rationnels  les 

dénominateurs  d'expressions  telles  que , —  a.  »  étant 

P'\'\J^   p—\Jq    '^ 
des  nombres  entiers  quelcon(jues,  ainsi  que  q,  qui  est  d'ailleurs  supposé 
non  carré  parfait.  On  parvient  souvent  à  ces  sortes  d'expressions  dans 
la  résolution  des  problèmes  du  second  degré. 

Or,  on  remplit  ce  but  en  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction 
par;?  —  \/q  si  le  dénominateur  est  |>  +  V^q,  et  parp  +  V'q  si  le 
dénominateur  est  j>  —  \^q.  En  effet  on  a,  par  cette  multiplication  et 
en  se  rappelant  (n«  5)  que  la  somme  de  deux  quantités  multipliée 
par  leur  différence  donne  pour  produit  la  différence  des  carrés,  on 
a,  dis-je, 

P  +  Vî     (?-f\/î)(p— v/g)       p^'  —  q    ""-prz^' 

g_ 'a{p  +  ^q        _  <^[p+^q)  _  ap-^aV^q 

p^s/q        {p-\/q)ip'h\/q)  p^  ^  q      ~      ^«_^     ' 

expressions  dont  le  dénominateur  est  rationnel. 

Pour  donner  une  idée  de  l'utilité  de  cette  transformation,  supposons 

7 

que  Ion  ait  à  évaluer  approximativement  l'expression  . 

3  —^5 

EHc  revient  à ?^i±p ,  ou  bien  à !i+Il:^.  Or  7 1/6 est  1. 

même  chose  que  »^49  x  5,  ou  »/245,  quantité  dont  la  râleur 
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est  15 y  à  une  unité  pris  {*).  Ainsi  Ton  a. 


7  21  + 15  -f  une  fraction       36       ^    ,  ,     . 

=  -7-  =  9,  a  une  fraction 


3— V»  *  * 

1 
près  marquée  par  r-,  c*est-à-dire  à  un  quart  près. 

Si  Ton  voulait  avoir  une  valeur  plus  exacte  de  cette  expression , 

il  suffirait  de  calculer  V^24-5  avec  un  certain  degré  d'appfoximat%(m^ 
d^ ajouter  21  à  la  racine  obtenue  ^  puis  de  diviser  la  somme  par  4,  ou 
d'en  prendre  le  quart. 

7Ï^5 

Prenons,  pour  second  exemple,  l'expression  —773 7^;  et  pro- 

V 11  4- V  o 

posons-nous  de  Tévaluer  à  0,01  près. 

O            7^S            7V^5(V^11--V^3)  _  7V^SS-7V^i5 
°  *  \/ll  +  V  3  *"           11  —  3           ■"  8  ' 

or,          7V/55  =  ï/55  X  W  =  V/'ieoE  =  51,  91,  à 0,01  près; 
7  V^15  =  V^15  X  W  =  V/735    ==27,11; 
.    .       7V5            51,91  —  27,11      24,80      ^   ,^ 
^^^"v/ll4-v/3= -8 ^  =  3,10; 

on  a  donc  3,10  pour  le  résultat  demandé;  ce  résultat  est  même  exact  à 

ggg  près ,  comme  il  est  aisé  de  le  voir. 

On  trouverait,  par  un  procédé  analogue, 

.^^^±-^^  =  3, 169,  à  0,01  près. 

N.  B.  On  pourrait  bien  calculer  ces  sortes  d'expressions^  en  éva- 
luant approximativement  chacun  des  radicaux  qui  entrent  tant  au  nu- 
mérateur qu*au  dénominateur.  Mais  comme  on  n*aurait  pas  une  valeur 
exacte  du  dénominateur,  on  ne  se  formerait  pas  une  idée  bien  précise 
dn  degré  d'approximation  qu'on  aurait  obtenu;  tandis  que,  par  le 
moyen  qui  vient  d'être  indiqué,  le  dénominateur  est  rendu  rationnel^  et 
Ton  sait  toujours  à  quoi  s'en  tenir  sur  le  degré  d'approximation. 

Les  principes  de  l'extraction  de  la  racine  carrée  des  nombres  parti- 
culiers et  des  quantités  algébriques  étant  établis,  nous  pouvons  passer  à 
la  résolution  des  problèmes  du  second  degré. 

(*)  Voyez,  dans  VAHthmétiquey  la  note  au  bas  delà  page  12»  (n«93)  de  notre 
édition, 

6 
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§  II.  Résolution  des  Équations  du  second^degré, 

92.  On  distingue  deux  espèces  d^équations  da  second  degré  ^  les 
équations  à  deux  termes  ou  ihcomplètesy  et  lès  équations  à  ttois  termes 
QU,oomplèteêé 

Les  premières  sont  celles  qui  ne  renferment  .q]ie.  de&  termes  af&clés 
du  carré  de  Tinconnue,  et  des  termes  tout  connus;  telles  sont  les.  équa- 
tions 

On  les  appelle  équations  à  deux  termes,  parce  qu*àn  moyen  des  deux 
transformations  •génér4desi(n<'*  frS.et  kk)  on  peut  tonj^m's  les  ramener 
à  la  forme  aa^^b»  En  effet ,. considérons  la  troisième. équation*,  qui  est 
la  plus  compliquée;  on  a.  d*abord,  en.  chassant  les  dénominateurs, 
8a?*  —  72  +  10a;*=T  —  24a?*  -4-  299;  ou,  transposant  et  réduisant, 

42a?^=378. 

Les^équatioBS  à  trois  termes  ou  complètes  soBtcdlertpi,.  outre 'Ib^oirré 
de  rinconnue,  renferment  la  première  puissance  de  cette  inconnue. 
Telles  sont. loi  éqnations) 

K  2    ^      of   ^    2      *      .    3      o       2:  ,       2Srâ 

5^^-7a?=34,-a.*-.^^+ -  =8^  -.a.^;r»4.  ^; 

elles  peuvent  toujours  être  ramenées  à  la  forme  ax^-^bx^sc,  au  moyen 
des  deux  transformatiûns  ié^k  oîiées. 

Remarque.  Souvent  une  équation,  ds  premier  dë^é  en  apparence, 
devient  du.  second  degré  ap/èaJa.  diiyBMitifla.deadéiminiMilinm 

Soit,  par  exemple,  réqpation  ^-r —  =  55 }, 

O^y'    SP       2  "^  X 

A  Ton  clhBse  les  dénominateurs,  elle  devient 

(5 -ac).  (?.«*).=  4ai(9  +  «);. 
ou,  effiBBtiuaiti  te9Qrierift>etiédais«it; 

ï^+21i=lTr. 

En  général,  toutes  les  C(Ui.xBitJBLaBtroidiaitiBfdhiowinaliHinid.nDf 
équation  l'on  ne  peut  juger  du  degré  de  cette  équation  qu*après  avoir 
fait  disgaridtmles  dénominaleurs.(,n?  44  ],,,et.QÎ)éri  toutes. lesjcûiac- 
tions. 
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93.  Équations  à  deux  termesi        as^=^b.  (1) 

La  résolution  de  cette  équation  n*offire  aucune  diflBcuIté. 
On  en  déduit  d'abord 

*»=  ^.  (2) 

CL 

Cela  posé,  si—  est  un  iioiDi)re  positif,  eotier  on  fraoiioBMÉDe,.on 
a 

pourra  en  obtenir  la  racine  carrée,jsoit  exactement,  soit  par  approxima- 
tion, d'après  les  procédés  exposés  en  Arithmétique,  et  si  —  est  algé- 
brique, on  lui  appliquera  les  procédés  de  la  racine  carrée  des  quantités 
algébriques.  EcTésolt^t  obtenu  dansFun  et  l'astm  cai  espdnMra  um 
Taleur  de  x  propre  à  vérifier  Téquation  (2). 

Hais  si  Ton  observe  que,  le  carré  de  -|-  «i  ou  de  —  w  étant  égale- 
ment H-  m^  (n^*  85) ,  on  peut  prendre  indifféremment  le  résultat  dont 
nous  venons  de  parler ,  soit  avec  le  signe  +  ,  soit  avec  le  signe  — ,  on 
doit  conclure  que  Téquation  (2)  a  réellement  deux  solutions  représentées 
pw 

^    a 

(le  dDiMe  signe  dzst  pitiBoncant  plus^  on  mcms).  En  effet)  substituons 
séparément  dans  l'équation  (1)  à  la  place  de  x  chacune  des  valeurs 

+  1/   - ,  —  1/  -ril  vient 
^     a         ^      a 

a  X  (  '^\/  -^  ^  ^^'  on  ai  X  -  =»  6,ou  6  =  6, 

at  a  X  (—>/-)'  =*»  ^  ^  ^  -  =  *>  ^'^  '  ^  '• 

Il  est  d^ailleurs  évident  que  ces  vvaleurs  sont  les  seules  qui  puissent 
vérifier  Véquation  (2),  et  par  conséquent  réquatièn  (1), 

Hfi  M  iaa^fst  -estuiHi^iafttilé^SMitieUement  négative,  les  deux 

valeurs  de  œ  sont  imaginaires  (n*»  85);  ce  qui  veut  dire  que  Féquation 
(ou  le  problème  dbnt  elle  est  la  traduction!  algébrique,)  ne  p(»t  être 
satisfaite  par  aucun  nombre,  soit  exactement,  soit  par  apj^roxima- 
tion. 
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Soit,  ponr  premier  exemple,  l'équation 

On  trouve  d'abord,  par  la  transposition, 

aï' =  16;  d'où  »  =  ±:  t/ 16  =  d=  *. 

Prenons  pour  secçnd  exemple  l'équation 

1    »      9^   »    .       7         -299 
3^-3+12*  =24-*  +2r' 

CD  a  déjà  reconnu  (n"*  92)  qae  cette  éqaation  se  réduit  à  42a?^=s378y 

378 
tfoù,  en  divisant  par  42,  a?'  =  -r^-  =  9;  donc  d?  s  dl  3. 

Soit  enfin  Téquation  3a?' =5;  on  en  tire 

Comme  15  n'est  pas  un  carré  parfait ,  on  ne  peut  déterminer  ces 

deox  râleurs  de  œ  que  par  approximation. 

94.  Équation  complète  du  second  degrés        ax^+hx^c. 

Pour  résoudre  cette  équation ,  divisons  les  deux  membres  par  le 

h         c 
coiefficient  de  x^y  et  posons ,  pour  plus  de  simplicité — = p,  -  s  q;  il 

a         a 

mnt 

j;'-|-prC=:  Ç.,.  (1) 

Cela  posé 9  remarquons  que,  si  l'on  pouvait  ramener  le  premier 
membre  x^-{'px  au  carré  d*un  binôme,  une  simple  extraction  de  racine 
carrée  réduirait  Téquation  à  une  équation  du  premier  degré.  Or,  en 
comparant  ce  premier  membre  au  carré  du  binôme  x-\-ay  c'est-à-dire 
à  it'  4-  2a^  -h  aS  on  voit  que  x^-\'px  se  compose  du  carré  d'un  premier 
terme  Xj  plus  du  double  produit  de  ce  premier  terme  x  par  un  second, 

^i  est  alors  ^  (car  on  a  |?a?=2  |.  x)\  d'où  il  suit  que,  si  Ton  ajoute  à 
x''\'Tpx  le  carré  de  ^,  ou  v- le  premier  membre  de  l'équation  deviendra 

le  carré  de  a?  +  -;  mais  pour  ne  pas  troubler  l'cgalilé,  il  faut  aussi 

.         P' 

ajouter  —  au  second  membre. 
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11  vicDl  5  par  celle  transformalion, 

Soii,  extrayant  la  racine  carrée, 

(On  met  ici  le  double  signe  ±i  par  la  Maison  que  le  carré  de  + 

\r  t;H-?>  ou  de—  y   r-+sf,  est  également "j  +  g.) 
Tirant  enfin  la  yaleur  de  or,  on  obtient 

Gomme  il  est  d'ailleurs  évident,  d'après  réijuation  (2),  qu'il  n'y  m 
que  +  y/  r  +  Sfi  ou—  V/ ^  +  Ç>  T^î  puisse  représenter  la 

Tdeurdeâ?  +  ^9  ils'ensuit nécessairement  que. 

el — -—  V  T-+?»  ^"*  ^^  ^^^^  valeurs  de  x  qui  puissent  vérifier 

l'équation  (2),  et  par  conséquent  la  proposée  (1). 

Ainsi  l'inconnue  de  toute  équation  du  second  degré  a  deux  valeurs 
et  ne  peut  en  avoir  davantage. 

On  peut  d'ailleurs  établir  cette  règle  générale ,  pour  résoudre  une 
équation  complète  du  second  degré  :  Après  avoir  ramené  l'équation  à 
la  forme  x'+pxs=q,  ajoutez  aux  deux  membres  le  carré  de  la  moiUi 
du  coefficient  de  x  ou  du  second  terme;  extrayez  la  racine  carrée  des 
deux  membres  en  ayant  soin  d'affecter  la  racine  du  second  n$mbre  dm 
double  signe  db;  tirez  enfin  la  valeur  dexde  cette  nouvelle  équation* 

La  double  valeur  de  Xy  à  laquelle  on  parvient  par  ce  moyen,  peut 
8*énoncer  ainsi,  en  langage  ordinaire  :  la  moitié  du  coefficient  de  x,  pris 
en  signe  eontratre^  plus  ou  moins  la  racine  carrée  du  terme  tout  connu 
augmenté  du  carré  de  la  moitié  du  coefficient  de  x« 

Soit,  pour  premier  exemple,  l'équation 

6   ,      1        S     -,      2  .273 

6  2        4  3  ^12 
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On  trouve  d*abord,  en  chassant  les  dénominateurs, 

lOaî'  —  &r  +  9  ==  96—  8œ  —  12iC»  +  273, 
ou,  transposant  et  réduisant , 

220?"  4-  2aî  =  360, 
ou  bien  enfin,  divisant  les  denx^membres  par  22, 
2  360 

Ajoutons  maidenanl  aux  deuxmenibres/— jTî  Téqualion  devient 

rée,  x+^=  ±Y   -^  +  (jâ)' 

1  /360         /1\» 

etparconsé(iuent,«=  —.22—  V    'W        \MJ  *  ' 

résultat  conforme  à  Ténoncé  donné  ci-dessus  pour  la  double  valeur  de  a?. 
Il  reste  maintenant  à  effectuer  les  cakuls  BUiviiiqaes.  JKabordvU 

faut  réduire  -^  H-  (—■]'  à  uflHi  nombre  quiair(23)'  pour  déno- 


minateur commun. 

360      /i\»     •8e0x'22+t      7921 

Or,  on  a.^  +(^^j ~gp-  *  ^ 

extrayant  la  racine  carrée  de  7921,  on  trouve  «9  pour  racine  exacte; 

-1    .89 

On  a  donc  «  —  —  ^  ~  9^' 

.^éiMans.diafiaae  des  valeon;  il  viiait 

-—  *  ^     _—      -.*i 
*~      T2    52""      22""       11' 

Ainsi ,  des  deux  laleurs  propres  à  satisfaire  i  l!éqaation  proposée, 
l'une  est  un  nombre  eniiier-«bwhi  ,.et  l'aatie  uB-oombretfcactionnaire 
néealif, 
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Soit,  pour  second  exemple,  Téquation 

&»'  —  37^  s=  —  57, 

qui  revient-à  a;*  — .  -— .  a?  = . 

o  6 

Si  Ton  ajoute  aux  deux  membres  (  -- j ,  il  vient 
d*où,  extrayant  la  racine  carrée, 

Donc  .«S±/~-+r-V. 

12       '^  6  ^  \12y 

Pour  rédaire  f  ~  J  _  ^  à  un  seul  nombre,  observons  que 

(1^)^  =  12  X  12  =  6  X  24.;  ainsi ,  il  suffit  de  multiplier  57  par 
24,  puis  37  par  luî-méme,  et  de  diviser  l'excès  du  second  produit  sur 
le  premier,  par  (12)'. 

Or,  37x37  =  f869,    57x24  =  1368; 

/37\»       57         1 
^^"^  Uy  -T==(Î2?' 

.  1 

expression -dont  laTacine  carrée  est  r-r. 

12 

-, 37  ^  1         ^.  *  ~  12  "^  12  ~  12  ~  6  ' 

*"'*"î2-ï2'^*""         m     l     m    ^ 

On  remarquera ,  dans  cet  exemple ,  que  chacune  des  deux  valeurs 
est  jK)&iti«e  .et  réjpond  direotement  à  renoncé  de  la  question,  dont 
Téquation  proposée  peut  être  'considérée  comme  la  traduction  algé- 
brique. 

Soit  maintenaift^éqtmâon  littérale 

4o'  —  2a?*  ^  2aj?  =  18a6  —  186'; 
oh  a  d*abord,  en  transposant,  changeant  les  signes,   puis  divisant 
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par  2 ,                    x'  —  ax  =  2a-  —  9ah  +  96'  ;  d'où , 

complclanl  le  carré,  a;-  —  aa?  +  -^  =  -j; J^o  H-  Uô  ; 

extrayant  la  racine ,        a?  =  -  zfc  V   -^  —  9a&  +  9^^- 
Or  — 9a6  +  9&'  a  évidemment  pour  racme,  -^  —  ôb; 

donc,^  =  ^±:(^-36j,doù  1  ^^_   ^^.35. 

Ces  deux  valeurs  seront  positives  à  la  fois  si  l'on  a  2a   >   36 

et  3&  >  a,  c'est-à-dire  si,  a  et  6  étant  tous  deux  positifs,  on  a  6  plus 

a  .2a 

grand  que  -  mais  plus  petit  que-^. 

Nous  proposerons  pour  exercices  les  équations 

a;2  „7ar  +  10  =  0. . .  valeurs  T    ^  ^  g       y 

ta:^k^x'+2x--^x'^h^—dx'+l^œ}  ^^^5^73  jàO,01prèsj 

/  m*x^  , 

a'  H-  6'  —  2&a?  -h  a?  =  -^ ....  donne 

95.  On  peut  résoudre  l'équation  aa;'  -\' bx  =^  c  sans  faire  dispa- 
raître le  coefficient  de  œ^;  mais  les  transformations  sont  plus  com- 
pliquées. 

Le  terme  ax^  peut  être  mis  sous  la  forme  {x  V^^a)%  et  le  terme  6a? 

sous  celle-ci  :  2a?  V^a  X  u     .    ;  d'où  il  suit  que  ax^  +  6tr  repré- 

^  V  6  .    . 

sente  les  deux  premiers  termes  du  carré  de  a?  V^a  -l-  ^       ■■  ;  amsi, 

/    6    \^      6' 
en  ajoutant  aux  deux  membres  f  5— 7- )  ^^  r">  ^"^  rendra  le  pre- 
mier membre  un  carré  parfait. 
Effectuons  cette  transformation  ;  Téquation  devient 

,      ,        6^  6» 

Digitized  by  VjOOQ le 


BÉSOLCTION  DE  OTTELQUES  PROBLEMES.  133 

extrayant  la  racine,    x  \^a  +  ■  s=  H;  \/  c  +  — • 

transposant,  «»/««_  _^  :ty/^  ^  ^ 

Divisant  les  deux  membres  par  V^a ,  et  observant 
4.  *  y  6  6 

2»  qne  v/c  +  ^  :  t^  a  =  v/- +  ÎV  («"  90)' 


OQ  obtient  enfin  ^  **  ""  la 


4a*' 


—  6±  V/4a(?  +  6» 
on  bien  encore,  œ  a= , 

2a 

résultat  auquel  on  parvient  plus  aisément  en  mettant  l'équation  sou 

h        c 
forme  â^  4-  -;r  =  -;  et  nous  n'avons  exposé  la  méthode  précédente 
a        a 

que  comme  un  simple  exercice  de  calcul  sur. les  radicaux  du  second 

degré. 

96.  Appliquons  ces  principes  à  la  résolution  de  quelques  pro- 


Premier  problème.  Trouver  un  nombre  tel,  que  le  double  de  son 
carré,  augmenté  du  triple  de  ce  nombre,  donne  pour  somme  65. 
Soit  œ  le  nombre  inconnu  ;  on  a  pour  l'équation  du  problème, 

ar»  +  ar  =  65, 

A*  K  3^.  /65        9"         3  .23 

d'où  0?  =  — r±\/---+   —  =  — r=fc-7-> 

4      ^     2         16  4      * 

3  23     ^  3     23  13 

donc    a?=— T  +  -T-=6,eta?  =  — r — r-= — «• 

4  4'  44  2 

La  première  valeur  satisfait  à  la  question  dans  le  sens  de  son  énoncé. 
En  effet, 

2  X  (5)*  + 3x5  =  2x25+ 15  =  65. 

Pour  interpréter  la  seconde,  observons  d*aborâ  que,  si  l'on  rem- 
place â?  par  —  â?  dans  l'équation  2a?*  +  3aî  =  65,  il  n'y  a  que  le  coef- 
ficient de  3x  qui  change  de  signe,  car  (— a;  )*  =  x^, 

6, 
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Aiûsi,  au  lieu  d'obtenir  ai  5=  —  - d:--,  on  trouvera. .... ..... . 

3     23  13 

X  =  T  :t  T- W^  «s  -jr-  et  «  =  -^  5,  valeurs  qui  ne  diffèrent  des  pré- 
44.  2  .  '^ 

cédentes  que  par  le  signe.  Ainsi,  Udu  peut  dire  que  la  solution  néga— 

13 
ti?e  — ^,  considéfée  lindépeiubinmttit  de  .-imi  sigoe,  jatiiSak  «a 

nouvel  énoncé  :  Trouv&r  un  nombre  tel,  gme  le  doMe  de  son  carné, 
diminué  du  triphde  ce  métnemombre,  donne  pomr  différence,  65.  En 
effet,  on  a 

^      /1»\»     ^      13     169     â»     .. 

^H¥;-^^^=-2~¥=^*- 

Second  problème.  Une  personne  a  acheté  un  certain  nombre  d'aunes 
de  drap  pour  %Q'fr,  Si,  anec  la  même  somme,  elle  avait  eu  3  aunes  de 
moins  du  même  drap,  V aune  luiuxMtaitc&ité  4  fr,  de  plus.^Qn  demande 
le  nombre  daunes  acheté. 

Soit  X  ce  nombre;  —  exprime  alors  le  prix  d'une  aune.  "Si,  pour 

S40  fr.,  elle  avait  3  aunes  de  moins,  c'est-à-dire  x  — '3  aunes,  le 

prix  de  l'aune  serait,  dans  cette  hypothèse,  représenté  par .  Maïs, 

a?  —  0 

d'après  renoncé,  ce  dernier  prix  surpassa  le  premier 'de  k*;  dp  a  dnnc 

l'équation 

2W       2M) 
X  —  3       X 

d'où  l'on  tire,  en  chassant  le^déoûminateur  et  réduisant, 

•  

Donc  *=|i:v/5+ 180  =  1^; 

ce  qui  donne    a?  =  15    et    ar  =  —  12. 
La  valeur  x  ^  ti  satinait *à  l'énoncé;  car  15  atmes  pour 'fiM4r. 

240 

donnent  -7^  ou  16  ,fr.  ,pQur  le  prix  de  l'aune;  et  12  aunes  pour 

2iO  ir.  donnent  pour  le  prij^  de  l'Aune^O  ir.,  npmbre  qui  ^urpwse 
16  de  A. 
Quant  à  la  seconde  solution,  on  peut  former  un  nouvel  énoncé 
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auquel  elle  conrienne.  En  effet,  remontons  à  Téquation,  ^  changeons 
^  en  —  x;  il  vient 

240  240     ^  ^.     240       240       , 

=  4,    on  bien =  4, 


—  a?  —  3— -a?       '  a?       a:-f3" 

équation  qai  pent  être  tra3oite  en  langue  ordinaire  de  deux  manières 
différentes:  1«  C/n«ptft*9mme«i^oe>fce^«imeef4am9iom6reâ'awi#9fdîsdpay 
pour  240  fr,;  si  elle  avait.pojfé  la  mime  somme  four  3  aunes  déplus^ 
l'aune  lui  aurait  coûté  4  fr.  de  moins.  On  demande  le  nombie  d! aunes 
acheté.  2^  Une  psmmne  a  vmâu  un  certain  m>mhre  d'aunes  de  drap 
pour  240  fr,;  stypùwr  larniêwassomme^  elle  en  avait  vendu  3  aunes  de 
plus,  Vaune  lui  aurait  été  payée  4  fr.de  moins.  On  demande  le  nombre 
d  etwtes  vendu. 

Ce  dernier  énoncé  se  rapporte  peut-être  plos  immédiatement  au  chan- 
gement de  signe  de  sSy  puisqu'on  achat  négatif  peutêtre  considéré 
comme  une  vente. 

En  résoIvatt'd'aillenTS  TéqBitiaiile  l'un  de  ces  énoncés,  ou  trouve- 
rait évidemment  a?  =  13,  ar  =  — Î5;  car  Téquation  réduite  devicn- 
dr^t^'  4-  3c  »:  180,  au  lieu  àta>^  —  3ar  s:  180. 

Ji.  IL  Les  deiix  problèmes  précédents  offrent  ufieinouvelle  confir- 
mation du  principe  établi  n^  59  pour  les  problèmes  du  premier  degré; 
et  nous  en  donnerons  (n""  99)  «ne  démonstration  complète  pour  toutes 
les  équations  du  second  degré. 

Troisième  problème.  Un  négociant  escompte  dewt  ^billets,  l'un  de 
8776 /r.  payable  dans  9  mois,  Vautre  de  7488  /r.,  payable  dans  8  mois; 
.»/  paye  pour  le  premier,  de  plus  que  pour  le  second,  1200  fr.  On  de- 
mande le  taux  d'intérêt  d'après  leguel'U  a  dâ  escompter. 

Solution.  Pour  rendre  les  calculs  plus  simples,  désignons  par  x  Tin- 
térêt  de  100  fr.  pour  on >mfiîs,.jûu  par  12^  l'intérêt  jpopr  un  an;  9â?  et 
8^;  sont  les  intérêts  pour  9  mois  et  8  mois;  donc,  100  +  Oa?  et  100  +  8a: 
lepB&wiitgnt  OD  qnetdfiit  demmr  4e  capital  109  fr.  an  bout  de  9  mois 
et  de  8  mois.  Ainsi,  pour  déterminer  les  valeurs  actuelles  des  .dnux 
bittëarde  SX76ifir.iH  Ï4«8ifr«,  fl  {«atéUblir  tes  proportioiis 

748800 

etJ«  qRatcièmfis  1tttr»es>deioes;prQportions  expriment  ce  que  le.jiégo* 
ciant  a  payé  pour  chacun  des  billets.  Donc,  en  vertu  de  renoncé,  on  a 
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,,,   ,.   877600    748800    ^„„„ 

deux  membres  sont  divisibles  par  400, 

2194  1872     _ 


100  +  9a;      100  +  8« 
Chassant  les  dénominateurs  et  réduisant,  on  trouve 
216a;»  +  4396a!  =  2200; 

d'où  X !î^±\/2200  .    (2198)' 

Réduisant  les  deux  termes  sous  le  radical  an  même  dénominateur, 
— 2198±:  V/  5306404. 


XSS' 


216 


ni.       4  Cl      4o        —  2198=t:  V/530640fc 
ou,  multipliant  par  12,     12  x  = 

Pour  obtenir  la  valeur  de  12x  à  0,01  pris,  il  suffit  d'extraire  la 
racine  carrée  de  5306404  à  0,1  près,  puisque  celte  racine  doit  être 
ensuite  divisée  par  18. 

La  racine  carrée  de  5306404  est  2303,5; 

—  2198  ±2303,5 


donc  12a?  = 


18 


105  5 
par  conséquent,  12a?  =      ^    =  5,86, 

et  12^="*,^^'^= -250,08. 

lO 

La  valeur  positive,  12a?  =  5,86,  représente  donc  le  taux  d'intérêt 
cherché. 

Quant  à  la  solution  négative ,  elle  ne  peutètre  regardée  que  conmie 
liée  à  la  première  par  une  même  équation  du  second  degré.  En  remon- 
tant à  l'équation,  et  changeant  œ  en  -*  or,  on  traduirait  difficilement 
la  nouvelle  équation  dans  un  énoncé  analogue  à  celui  du  problème 
proposé. 

Quatrième  problème.  Un  homme  achète  tm  cheval  qu'il  vend  au 
bout  de  quelque  temps  pour  24  louis,  A  cette  vente,  il  perd  autant 
pour  100,  du  prix  de  son  achat,  que  le  cheval  lui  avait  coûté.  On  de^ 
mande  le  prix  de  l'achat? 
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Solution.  Soit  x  le  nombre  de  louis  que  le  cbeyal  lui  a  coilité^ 
a  —  2k  est  une  première  expression  de  la  perte  qu*il  a  faite.  Mais 
puisque,  d'après  Fénoncé,  il  perd  autant  de  louis  sur  100  qu*il  y  a 

d'unités  dans  œ,  sur  1  louis  il  perd  jjrz^  et  sur  s  louis  il  perd  jrrr. 

On  a  donc  l'équation 

d'où  a?'  —  lOOo?  =  —  2400, 


et  a?  =  50  ±:V/2500-2400  =  50±  10. 

Donc  ;7  =3r  60    et    x^  kO. 

Ces  deux  valeurs  satisfont  également  à  la  question. 

En  effet,  supposons  d'abord  que  60  soit  le  prix  de  l'acbat  ;  comme 
24  est  le  prix  de  la  vente,  36  est  la  perte  que  l'homme  éprouve.  D'un 
autre  côté,  il  doit,  en  vertu  de  l'énoncé,  perdre  60  pour  100  de  60, 

c'est-à-dire  lesyjrjrde  60,  ou  — r-r^  ,  nombre  qui  se  réduit  à  36; 

ainsj^  60  satisfait  à  l'énoncé. 
Soit  maintenant  40  le  prix  de  l'acbat,  16  est  la  perte  qu'il  éprouve; 

40 

d'ailleurs,  il  doit  perdre  40  pour  100  de  40,  ou  40  x  ngr,  nombre 

qui  se  réduit  à  16;  ainsi,  40  vérifie  encore  l'énoncé. 

Discussion  générale  de  Véquation  du  second  degré. 

Jusqu'à  présent,  .nous  n'avons  résolu  que  des  problèmes  du  second 
degré,  dont  les  données  étaient  exprimées  par  des  nombres  particuliers. 
Mais  pour  être  en  état  de  résoudre  des  problèmes  généraux^  et  d'inter- 
préter tous  les  résultats  auxquels  on  peut  parvenir  en  attribuant  aux 
donnée^  des  valeurs  particulières,  il  est  nécessaire  de  reprendre  l'équa- 
tion la  'plus  générale  du  second  degré,  et  d'examiner  les  circonstances 
qui  résultent  de  toutes  les  hypothèses  possibles,  faites  sur  les  coefficients. 
Tel  est  l'objet  de  la  discussion  de  Véquation  du  second  degré. 

97.  Avant  de  passer  à  cette  discussion,  nous  ferons  connaître  un  fait 
analytique  qui  n'est,  du  reste,  qu'un  cas  particulier  d'une  proposition 
qui  sera  démontrée  par  la  suite  pour  toute  équation  d'un  degré  quel-* 
conque  à  une  seule  inconnue, 
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]l:qireBon»  réqtiittioli  générale 

œ^  +  px=s  j,    ou  plutôt,    0?  -4-  pa?  —  sf  =  0, 
ainsi  que  les  deux  valeurs  de  x  correspondantes,  savoir  :  ' 


^— l+v/^+î'  ^ — |-v/' 


p' 


Transportons  dans  le  premier  membre  lous  les  termes  de  ces  deux 
dernières  égalités,  ce  qui  donne 


et  multiplions  ces  nouvel  égalités,  membre  à  membre,  en  observant 
que  les  premiers  membres  peuvent  être  considérés,  l'un  comme  la  diffé- 
rence des.deux  quantités  a?  + 1  et  y/  ^  -Hç,  Tautre ,  comxBe  la 
somme  de  ces  mêmes  quantités  ;  nous  obtenons  (n°  5) 

ou  réduisant,  œ^  -{-px  —  p  =  0. 

D*où  Ton  voit  que  le  premier  membre  de  toute  équation  du  second 

degréy  ramenée  préadablement  à  la  fonae 

x^  -\'  px  —  5f  =  0,  est  le  produit  de  deux  facteurs  du  1"  degré  en  x, 
qui  ont  pourjpartie  commune  x,  et  pour  partie  non  commune  chacune 
des  deux  valeurs  de  x  prises  en  signes  contraires  ;  en  sorte  que,  si  Ton 
désigne  par  x\  x\  ces  deux  valeurs,  on  a  Tidentité 

a^  -hpx  —  q  =  {x  —  x')  {x  —  x'). 

C'est  probablement  cette  propriété  qui  a  fait  donner  le  nom  de 
raames  aux  valeurs  deXinconnue,  parce qoe^ces  valeurs  étant  obtenues, 
on  peut  recomposer  l'équation. 

£d  général,  en  ap{^le  bacinjb  d!une  équation  toute  expressum 
numérique  ou  algébrique,  réelle  on  imaginaire,  qui,  subsiituée  à  la 
place  de  Vinconaue  dansl'écjpMtim,  rend  le  premier  meitAr^  identique^ 
mmU'égal  «m  $0oond.  Ce  mot  estpriejd  dans  une  aoi^pUoe  différente 
de.oelle  .qu'on  lui  avait  attribuée  jusqu'alors  par  xappont  aux  noBsb^os. 

98.  LÀ  ipr^riété  pcécédente  peut  être  démontrée  d'une  autce 
manière  susceptible  de  conduire  à  des  conséquences  asaez  imf  ortanlâs* 
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Appelons  t(  ttne  quantité  de  nature  ^elconque,  et  divisons  par 
â?  — •  ((  le  premier  mmilbre  de ^^qttafionV  4-  |9x  ^  q-^  0. 

)   x-\-  a  -\-  p 
!•»  reste.    .     i         ^  [a-^  p)  x  —  q; 
2«  reste.     ,    .         -^  a^  -{-.pa  —5. 

La  division  du  premier  ienne  ^  du  dividende  par  le  premier 
teroke  jp  du  divisfior  adonne  jpour  quotient  x^  et  pour  1«'  reste 
[a  -hp)  X  —  q;  la  division  du  1*'  terme  {a  +  ,|ï)  j»  de  ce  reste 
par  or,  .donne  j^our-flouveau  quotient  a  +  ;^>.etj)our  nouveau  reste 
a'  +,j)a  —  g^,4uantitéflndépendante  de  xu 

Cela  posé^  si  a  est  racine  de  l'équation  jx^  -h  pa  -^q  ^  0»  on  a 
nécessairement  a'  +  pa  —  çf  =  0  ;  ainsi  le  2^  reste  de  la  division 
ci-dessus  étant  nul,  la  division  totale  est  exacte^  et  le  premier  membre 
de  r équation  proposée  est  divisible  par  x —  a. 

fi«»pr0qiwn«mt,  «i  Ja  diviaion  àt  x*  -^  px —  9  par  j?  —-.a,  est 
exacte,  on  a  nécessairement  a'  +  jpa— ^  =*  0 ,  c'est-à-dire  que  a  est 
racine  de  Téquation, 

Conune,  dans  Je  cas  où  a  est  racine,  x  —  a  divise  exactement 
a^  ^  px  -^  q,  si  donne  pour  quotient  a:  4-  a  -H-  p,  réciproquement 
4?  +  a  + 1?  divise  exactement  x*  -\-  px  —  q,  et  donne  pour  quotient 
s  —  a;  û'oh  Ton  peut  conclure  que  la  quantité  —  a  — p  est  eUe-même 
une  racine  de  la  proposée. 

jMnsi,  ridentflé  o?^  +  jht  —  ij[  ap  (j?  — .  c)  («  4-  a  +  p)  démontre 
la  propriété  du  n°  97. 

Vmà  .maint^nAnl  .ks-conséquencas/. 

On  vient  de  voir  que,  si  a  est  racine  de  l'équation.  .  .  ;  •  ? 
»*  +  l?ar  —  g  =  0,  —  a  —  |)  est  la  seconde  racine  de  cette  équation. 
Or,  !•  si  l'on  ajoute  les  deu»  quantités  a,  —  a  —  p,  il  vient  pour 
résultat — p, 

2°  La  relation  a^  +  pa  —  gf  =  0  revient  à  celle-ci 

a(-a— 1?)  =  — ç. 

D'où  l'on  voit  que,  dttmiaute^uaiim  du  ncmd  degré,  ramenée  à 
la  forme  a^  '\'  px  —  ^  =  0,  /^  coefficient  p  du  second  terme,  pris  en 
mfm  wittmirei9>egtéffaléAa:sosnme  algébrique  des  rames ;te^^le  der^ 
nier  terme  —  g  est  égal  au  produit  de  ces  mêmes  racines. 

Cest  au  reste  ce  qu'on  peut  vérifier  directement  sur  îcs  vaïenr» 
obtenues  n*»  93. 
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Ed  ajoatant  ces  deux  égalités  membre  à  membre^  on  trouve 
*'  +  «?'  =  — p; 
et  en  les  multipliant, 


^''^'"ï-Ct+O — «• 


iV.  B,  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  toutes  ces  propriétés  sup- 
posent que  réquation  soit  ramenée  à  la  forme 

X*  '\'  px  '^  q=  0;  c'est-à-dire,  1*>  qu'on  ait  d'abord  divisé  toute 
l'équation  par  le  coefficient  de  x^;  â»  que  tous  les  termes  soient  trans- 
posés et  ordonnés  dans  le  premier  membre. 

DiscuêHon. 
99.  Reprenons  l'équation  générale  x^  +  px  ^  q,  qui,  étant  résolue, 

donne  a?  =  —  -r-i  V    ?  +  "J"' 

Pour  que  cette  expression,  qui  renferme  un  radical,  puisse  être 
évaluée,  soit  exactement,  soil  par  approximation,  il  faut  (n®  85) 

que  la  quantité  soumise  au  signe  radical,  c'est-à-dire  9  +  t-i  soit  po- 
sitive. Or,  ^  étant  nécessairement  positif,  quel  que  soit  le  signe  de  p, 
4 

il  s'ensuit  que  le  signe  de  la  quantité  ?  +  r"  dépend  principalement  de 

celui  de  q,  ou  de  la  quantité  toute  connue. 

Cela  posé,  soit  d'abord  q  positif,  auquel  cas  l'équation  est  de  la 
forme  x^  ±px  =  +  çf  (on  met  ici  les  signes  des  coefficients  en  évi- 
dence) ;  on  en  déduit 


or,  il  est  visible  que  les  deux  valeurs  de  x  seront  réelles  et  pourront  être 
déterminées,  soit  exactement  si  çf  -h  ^  est  un  carré  parfait,  soit  avec 
tel  degré  d'approximation  que  l'on  voudra. 
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Toutefois,  de  ces  deux  valeurs,  la  première  sera  positive  et  répon- 
dra direclement  à   Tcqualion,  ou  au  problème  dont  celle  équation 


est  la  Iraduclion  algébrique;  car  le  radical  y/  Î'  +  T  ^**"^    ^^'^ 


V,-^i 


p\  p  /  p^ 

mériquemenl  plus  grand  que  -,  l'expression  qi  -  +  y     gf  +  -r-  est 

nécessairement  de  même  signe  que  le  radical. 

La  seconde  valeur  est,  par  la  même  raison,  essentiellement  négative, 
puisqu'elle  doit  avoir  le  même  signe  que  celui  dont  le  radical  est  affecté. 
Considérée  indépendamment  de  son  signe^  elle  répond  non  plus  àTéqna- 
tion  telle  qu'elle  a  été  établie,  mais  à  cette  équation  dans  laquelle  on 
aurait  remplacé  a?  par  —  a?,  c'est-à-dire  kx^'Çjipx  ^  q. 


En  effet,  celle-*ci  donne  x  =  ±:^  -t  y/   î  +  T' 

valeurs  qui  ne  diffèrent  des  précédentes  que  par  le  signe. 

Il  est  d'ailleurs  remarquable  que  la  même  équation  lie  entre  elles 
deux  questions  dont  les  énoncés  diffèrent  néanmoins  par  le  sens  de 
certaines  conditions.  (  Voyez  les  deux  problèmes  du  n^  96.) 

Soit  actttellement  q  négatif,  auqnel  cas  l'équation  est  de  la  forme 
x^±px  ^  —  q,  et  les  valeurs  de  x  sont 


4 

Pour  que  Textraction  de  la  racine  puisse  s'effectuer,  il  faut  que  Von 

ait  q  <  =r  •  Celle  condition  étant  satisfaite,  les  deux  valeurs  sont  rédles. 
^4 


Comme  d'ailleurs,  y  ^  —  ^  ^^  numériquement  plus  petit  que 

n 

^,  il  s'ensuit  que  ces  valeurs  sont  toutes  deux  négatives  si  p  est 

positif  dans  l'équation,  c'est-à-dire  si  celte  équation  est  de  la  forme 
Oî*  4-  pa?  =  —  q;  et  elles  sont  toutes  deux  positives  si  p  est  négatif, 
c'est-à-dire  si  l'équation  est  de  la  forme  x^  — px  ^  —  q. 

Les  propriétés  du  n**  98  conduisent  au  même  résultat.  En  effet,  soient 
a  et  6  les  deux  racines  de  l'équation  du  second  degré  x^  +  px  ^  q; 
on  a  entre  ces  racines  et  les  coefficients  les  relations 

a  -h  6  =  — p,    a6  =  —  q. 
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Gela  posé,  si  q  est  posiUfàans  le  second  membre,  et  par  conséquent 
négatif  dans  le  premier,  il  s'ensuit  que  les  deux  racines  sont  de  signes 
contraires,  puisque  leur  produit  esi  négatif.  D'ailleurs,  leur  somme 
algébrique  est  négative  ou  positive^  suivant  que  p  est  positif  ou  négatif; 
ce  qui  veut  dite  que,  des  deux  racines,  la  plus  grande  numériquement 
est  de-^signexontraire  au  coefficient  p. 

Si  au  contraire,  q  est  n%alif.dan8:losecoiid)memfa«e,'et  pnreonsé-- 
çue&t  jfùsiUfàmsAe  premier,  c^mne  k  produit  dasvdeus  ramnes  %st 
aloES  ipositif,  Jl  iaot  néoessairement  ipi'elles  soient  de  même  9i^n»^ 
savoir  :  touteSflasideux  ft^^otttmripiaaidp >eBt:pe6itif,^tt«ites.les  di^ 
positive  quand  ip  «st  négatif. 

100.  Le  cas<oùJesdenx*Eadnnsis<mt  positives  mérite  >ime  atCentioa 
particulière. 

L'équation  étailt  alors  de  la  formel  — ps  =— tç,devie»t,îpar  un 
simple  changement  de  signe, 

^rc  —  i*  =  q,  ouœ  {p — a?)  =  q, 

et  peut  être  co^idérée>  comme  k  tnuludioii  algébrique  de  oe  proUëme  : 
Partager  un  tnombxe  donné  p  en  diuœ  parties  dont  hpraduit  soit  égal 
à  un  nombre  donné  q  (,p  et  g. sont  supposés  ici  des; nombres  absolus). 

Car  X  désignant  Tune  des  parties,  j?  —  a?  est  Tespnession  de  Taulre 
partie,  etx  {p  —  w)  l'expression  de  leur  produit,  qui,  par  hypothèse, 
doit  être  égal  à  q. 

Remarquons  maintenant  queTéquâtion  est  toujours  la  même,  soit  que 
l'on  désigne  par  x  la  plus  grande  partie,  soit  que  x  représente  la  plus 
petite;  ainsi,  l'équation  téfidue  ne  doit  pBs  donner T-une  plutôt  c^e 
l'autre;  elle  doit  donc  les  donner  toutes  les  deux  à  la  fois.  Ceci  explique 
pourquoi  Téquation  admet  deux  solutions  directes. 

Toutefois,  pour  que  les  deux  valeurs  de  x  soient  réelles,  c'est-à-dire 
pour  qnede'.problèmeisotttpossib1e,'il*faut^ejron  ait 

Et  en  effet,  quelles  que  soient  les  deux  parties  cherchées,  on  peut 
toujours  désigner  leur  différence  par  d;  et  connB»  leur  somme  estp, 
QUiiura  (n^  4>)  pour  les  expressions  de  .ces-deux  parties, 

2  ^  2  ""S       2* 
Effectuant  le  produit  de  ces  expressions,  on  trouve  (n°  5) 
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,2 


jpiantité  /esseotiellement  moindre  <Fi<sv->  ^  ^o^^  que  ronne  suppose 

({  =  0,  auquel  cas  les  deux  parties  sont  égales,  et  leur  produit  est  y-. 

Il  est  donc  absurde  d'exiger  que  le  produit,  qu'on  arait  d'aiHeurs  re- 

néseiitèpar-'gfy«oitpfa»g;rand  qoe  V- 
•  * 

Deolà  résulte  cette  conséquence  que  le  plus  grand  produit  qu'on 
puisse  obtenir  en  décomposant  un  nombre  absolu  en  deuxjparUes^  et 
multipliant  ces  deux  parties  entre  elles,  est  le  carré  de  la  moitié  du 
nonibre. 

Soit,  par'ex€mple,'9B-le  nombre  à  partager. 

On  a       56  :=  36  +  20;  jet  36  x  20  ^  ïâO 

56  ^  M  +  25;  et  M  x  28  ^  715 

56  =  29  +  Ji^.;  et  29  x  27  ==  788 

56  ^  .28  +  -28;  et  28  x  26  =  78i!k. 

On  voit  ici  tpte,  plus  la  ffiff^ence  des  tieux  parties  iest 'petite,  plus 
kor  "inwâah  «st  grand;  et 'ce  produit  afteint  0on  inamntf m  quand  les 
deux  parties  sont  égales. 

Examen  de  ijuelçpies  tas  jparticuUers. 

101.  1<»  Si,  lorsque  q  est  négatif,  c'est-à-dire  lorsque  l'équation  est 
de  la  forme  a;*  +  pa?  =  —  ij[  (p  étant  de  signe  quelconque),  on  suppose 

q  égal  à  ^,  le  radical,  y/  r-  —  i,  des  deux  valeurs  de  x,  devient 

nul,  et  ces  valeurs  se  réduisent  Tune  et  l'autre  à  â;  =  —  ^;  on  dit  alocs 
que  les  deux  racines  «otil  égalée. 

En  effet,  si  rjenremoitte  àîréqiialioii,''^  qu^'on-y  remplace  q  par  y, 

elle  devient  x^  -f-  px  =  — ^>  d'où  l'on  tire 

aJ=+i?aîH-^  =  0,  ou   (a?  +  |)  =0.- 
Dans  ce  cas,  le  premier  membre  est  le  produikde^dtuxcfiÊ€Èaur$  igaux* 
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On  pcul  donc  dire  aussi  que  les  racines  de  i'cqualion  sont  égales, 
,  uisque  alors  îes  deux  fadeurs  égalés  à  zéro  donnent  la  même  valeur 
pour  œ. 

2°  Si,  dans  l'équation  générale  a?*  +  2?a?  =  ^ ,  on  suppose  g  =  0, 

les  deux  valeurs  de  x  se  réduisent  àa?  =  — --I--,  oua?  =  0,età 
JP     P 

En  effet,  Féquation  est  alors  de  la  forme  a?*  H-  |)a?  =  0  ou 
x[x  -{-  p)  ^  0,  équation  que  Ton  peut*vérifier,  soit  en  posant 
a?  =  0,    soit  en  posant  x+p  =0,     d'où  a?  =  —  ji. 

3"  Si,  dans  Téquation  générale,  x^  -^  px  =  gr,  on  suppose  p  =  0, 
il  en  résulte  x^  =  q,  d'où  a?  =  ±:  l/  g;  c'est-à-dire  que,  dans  ce 
cas,  îes  deux  valeurs  de  x  sont  égales  et  de  signes  contraires,  réelles 
si  q  est  positif,  et  imaginaires  si  q  est  négatif.  L'équation  rentre  alors 
dans  la  classe  des  équations  à  deux  termes,  traitées  n^  93. 

4*»  Supposons  à  la  fois  jp  =  0,  çf  =  0;  l'équation  se  réduit  à 
x^  =  0,    et  donne  deux  valeurs  de  x  égales  à  0. 

102.  Il  nous  reste  à  examiner  un  cas  singulier  qui  se  rencontre 
souvent  dans  la  résolution  des  problèmes  du  second  degré. 

Pour  cela,  il  faut  reprendre  l'équation  arc^-f- 6a?  =  c.  Cette  équa- 

*•       '   1     ^    ^  —  6±:  ^b^-^-kac 

tion  résolue  dontfe  x  = ^r • 

2a 

Supposons  maintenant  que,  d'après  tine  hypothèse  particulière  faite 

sur  les  données  ^e  la  question,  on  ait    a  =  0;    l'expression  de  x 

—  6±:6  P^""  Ô* 

devient  x  = g ,  d'où   <  ^b 

La  seconde  valeur  se  présente  sous  la  forme  de  Vinfinij  et  peut  être 
regardée  comme  une  réponse,  si  toutefois  la  question  proposée  est  sus- 
ceptible d'admettre  des  solutions  infinies  (n<*  72). 

0 
Quant  à  la  première-,  il  faut  tâcher  de  l'interpréter. 

D'abord,  si  l'on  remonte  à  l'équation,  on  voit  que  l'hypothèse  a  =  0 

la  réduit  à    6a?  =  c;  d'où  l'on  lire  a?  =  t,  expression  finie  et  déter^ 

minée  qui  doit  être  regardée  comme  représentant  la  vraie  valeur  de  gi 
dans  le  cas  qai  nous  occupe. 
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c 

Cette  valeur  -  peut  être  déduite  de  Texpression 

—  6-1-  ^h'-\'kac 

2a  ' 

par  une  transformation  convenable.  Multiplions  en  e£fet  les  deux 
termes  de  cette  expression  par —  6  —  ^b^  -f-  kac,  elle  devient 

6'— (6»4,»ac)  —  4ac 

2a(-ô— V/'fcMlîâc)'    ^^    2a (---6—  V^6»  +  4ac)' 
OQ,  supprimant  le  facteur  2a  commun  aux  deux  termes, 

—  2c 

Actuellement,  Thypothèse  a  =  0  introduite  dans  cette  dernière  ex- 

— ■  2c  c 

pression,  la  réduit  à  — ^,  ou    r-»  résultat  trouvé  ci-dessus. 
—  zo  6 

[Cette  transformation  a  eu  pour  objet  de  faire  ressortir  dans  les 

deux  termes  le  facteur  2a,  dont  la  présence  avait  réduit  l'expression  à 

la  forme  jt.] 

Soit  supposé  à  la  fois  a  =  0,  6  =  0.  Les  deux  valeurs  de  x  devien- 

0 

oentrane  et  Tautre  delà  forme jr. 

Or,  si  Ton  remonte  à  Téquation  elle-même,  on  reconnaît  qu'elle  se 
réduit  à  c  =  0,  et  qu'elle  ne  peut  être  satisfaite  par  aucune  valeur  de  x; 
maison  peut  prouver  aisément  que,  dans  ce  cas,  les  deux  valeurs  de  on 
sont  infinieê. 

En  effet,  la  première    x  =  ~ — IL— 1-,  se  réduisant  d'à- 

c  *•         c 

bord  à  -  par  l'hypothèse  a  =  0,  devient  -  lorsqu'on  y  joint  l'hypo- 
thèse 6  =  0. 

Quant  à  la  seconde  x  =  — — H ^ — ?,  en  faisant  subir  à 

2a 


eette  expression    la  même  transformation  qu'à  la  première,  c'est-à- 
dire  en  multipliant  les  deux  termes  par —  6 -f  ^h^  -f-  ^ac^  ^^  sup- 
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primant  ensuite  le  facteur  2a  commun  aux  deux  termes,  on  la  change 


en  celle-ci  i 

—  2c 


—b^  VV  +  ^c 


2c 
6serettion  qui  se  réduit  à. j^vpar^  la  double  hjpûtkèse  a-  =»  U, 

h  =  0. 

Enfin,  lorsqu'on  suppose  en  même  temps  a  s=  0^^  &.  =  Of  c  s  0,  les 

0 

deux.. valeurs  dcx  se  présentent  sous  la^fimne  -  sans  qulaueune  trans- 
formation puisse  conduireàdes  valeurs^de^â; déterminées;i Et^ eo'efiH, 
Téquation  se  réduit^  dans  ce  cas,  à  0  =  0,  et  est  tout  à  fait  indéterminée. 

C'est  le  seul  cas  d'indétermination,  que^uisente  l'équation  du  second 
degré. 

On  peut  parvenir  aux  conséquences  précédentes  au  moyen  d'une 
analyse  beaucoup  plus  simple,  qui  aura  d^ailleurs  Tàvantage  de  s'dp* 
pliquer  par  la^uite.à  des  équations  d'ua  degré  quelconque.. 

Reprenons  l'équation        aœ^  +  &a?  =  c, 

et  posons  x  s=  -;    ilen  résulte. 

y 

a      b  ,  ^ 

--  4-  -  x=  c,    ou  bien   cm'  —  6ti  —  a  =  0 

(en  chassant  les  dénominateurs  et  transposant). 
Cela  posé;  soit  d'abord  a  =  0;  cette  dernière  équation  devient 

etdoimû  deux  valeurs^     yt^  Q,    yt^=^  -; 


e 


Substituant  ces.  valeurs  dans  la  relation        a;  =  -,  on  en  déduit 


y> 


1  c 


c 
Si^  outre  l'hypothèse.  a.=:  0,  on  a  encore  5  ^  0,  la  valeur  ^  -  ^ 

devient  elle-même  r  ou  infinie. 
Et  en  effet,  Téquation  cyj  —  %  —  a  =  0,.se  réduit,^dan5  cette  dou- 
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ble  hjpothèse,  à.cjf'  ;=  0^  équation  dont  les  deux  racines  sont  égales 
à  0;  Ami  lesr  vi^rs  de  a;  oMTespondanlai*  sont  ttHite  1»  deux 
infinies. 

Quant  au  cas  où  l'on  auen  mcmetemps  a  =  0,  &  =  0,.  c  =s  Q,  Iné- 
quation et/'  —  ôy  —  a  =  0*  se  réduit  à  0  =  0,  comme  l'équation 
ax^'\'  hx  =  c,  et  adtnet  tine  infinité  de  valëroypour  y,  d'où  il  résulte 
une  infinité  dé  valeurs  pour  x. 

Nous  allons  maintenant  appliquer  y^  principes  àt  cette  discvssion 
générale  à  divers  proM^es  €^  donneront  lieu  à  toute»  les  drcon- 
stances  qu'on  peut  rencontrer  dans  les  problèmes  du  second  degré; 

PHOBLtelMIES  ÏXm^ÊUBS: 


€•  A^       G         B        C. 

103.  Cinquième  problème.  Trouver  sur  la  ligne  qui  joint  deux  lu- 
mières A  et  B  d'intensités  différentes,  le,point  oii  elles. éclairent.égaU" 
vtent, 

(On  suppose,  xuumo.  ce.  pnBÛp&d&SHjsiqiie,  que  les  int€nsités\ 
d'une  même  lumière,  à  deux  distances  difpérenter,  sont  en  raison) 
inversBiétes  eeam&sidef&sidiàtaoogê.  ' 

Solution,  Soient  a  la  distance  AB  des  deux  lumières,  b  l'intensité 
de  la  lumière  A  à  l'unité  de  distance,  cr  l'intensité  de  la  lumière  B  à 
la  même  distance.  Soit  G.  le  point  cherdié;  faisons  AC  =  x,  d'où 
BC  =  a  —  X, 

Puisqu'en  vertu  du  principe  de  Physique,  l'intensité  de  A  à  la  dis- 
tance 1-  étant  &,  son  intenské  aux  distances  %  3,.  {^  est  p. -,—...,  il 

fl^Bsnit  qu'à  là  distance  x'  eSè  doit  être  expriinée  parr  -j.  On  a  de 

c 

même^  p«iir  riiïtfcnsiti&  de  B  à  là  distance  a^x^ — ^;  mais,  d'è- 

(<» — ^l 
près  l'énoncé,  ces  deux  intensités  doivent  être  égales;  ainsi  l'on  a  l'é- 
qualion. 

af^'{a^xY' 
doù  Fonr  tire,  eni  développant  et  réduisant, 
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Celte  équation  donne  x  =  ,         ±:  y r, —  r 9 

6—  c  (6  —  c)'     0  —  c 

a{Jb±:\/hc) 

ou  réduisant,  a?  = r 1 

0—  c 

expression  qui  se  simplifie  si  Ton  observe  1®  que  hdz  \/hc  peut  se 

mettre  sous  la  forme  \/ 6.  \/b±:\/h.  \/ c,ovl  \/h.{\/bdb  \/c]; 

2»que6  — c=:(\/i)'— j[VO*  =  (\/^+  \/c){\/^—  \/ c)- 
Ainsi,  en  considérant  d'abord  le  signe  supérieur  de  l'expression  ci- 
dessus,  on  a 

a  \/b.{\/b  H-  \/c)       ^       Q  \/^  . 
^^  (y/à-b  \/c)(\/b—\/c)       ^b-^  \/e 

On  obtient  ^e  même  pour  la  seconde  valeur, 

a  \/b{\/b  —  s/c)  a  s/  b 

Au  reste,  ces  valeurs  simplifiées  pouvaient  s'obtenir  immédiatement 
d'après  Téquation  proposée.  En  effet,  l'équation 

-5  rs  ■         \  2  revient  a 5 —  =  !• 

Or,  si  l'on  extrait  la  racine  carrée  des  deux  membres,  il  vient 


X     ~y  b 


V/b  \ 
d'où  chassant  les  dénominateurs  et  transposant, 

a V^6  —  a; K  6  =  '±ix  V c\  donc  a?  =  -^        ^  ' 

iV.  ^.  On  a  d'abord  obtenu  les  valeurs  sous  une  forme  plus  com- 
pliquée, parce  qu'on  a  résolu  l'équation  du  second  degré  par  la  méthode 
générale,  qui  est  moins  simple  que  celle  qui  vient  d'être  employée. 

Discutons  maintenant  les  deux  valeurs  simplifiées.  On  a 

.  aV/6      )  (  ay/c 


^6+/^     d'oùl'ontire  "^^-^^Z 

Soit  d^  abord  b  >  c. 
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a^b  ..  ,  . 

La  première  VALEua  de  a?,  — r 7-,  est  positive  et  plus  petite 

que  a,  car    \ ,    — r  est  une  fraction  ;  ainsi  cette  valeur  donne 

pour  le  point  également  éclairé,  un  point  C  situé  entre  les  points 
A  et  B.  On  voit  en  outre  que  ce  point  est  plus  voisin  de  B  que  de  A  ; 
car,  à  cause  de6>c,  ona\/ô-h  \/  b,ou2  \/by  \/  b  +  \J  ç, 
j.  ^  \/^         ^^.  '**        a\/6         ^«r-i 

^  ""  -Tb+Tc  >  2'  *"  P"^  *=""*^*ï"*"'  s/h+  v/c  <  2-  ^*'" 
doit  être  en  effet,  puisqu'on  suppose  l'intensité  de  A  plus  forte  que 
celle  de  B. 

La  valeur  de  a  — •  â?  correspondante ,    ■   ,     — 7- ,  est  positive  et 

V^  +  V^ 

plus  petite  que  -,  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier. 

<»  \/6 

La  seconde  valece  de  a?,  —r ,  est  encore  positive ,  mais 

\/o  — •  \/c 

plus  grande  que  a;  car  on  a  --r^ ;-  >  1.  Cette  seconde  valeur 

yjb  —  \jc 

donne  donc  un  second  point  G  situé  sur  le  prolongement  de  AB^  et  à 

la  droite  des  deux  lumières.  On  conçoit  en  effet  que  les  deux  lumières 

se  répandant  en  tous  sens,  il  peut  y  avoir  sur  le  prolongement  de  AB, 

un  autre  point  également  éclairé,  et  ce  point  doit  être  plus  voisin  de 

la  lumière  B  dont  l'intensité  est  la  moins  forte. 

On  p€Ut  reconnaître  à  posteriori  pourquoi  ces  deux  valeurs  sont 

liées  par  la  même  équation.  Si,  au  lieu  de  prendre  AC  pour  l'inconnue 

Xy  on  prend  AC,  il  en  résulte  BC  =  x^a;  ainsi  l'on  a  l'équation 

6  e 

"5  = rj  :  or,  comme  {œ  —  af  est  identique  avec  (a—  a?)S  la 

nouvelle  équation  est  la  même  que  l'équation  déjà  établie,  qui,  par 
coDséqaent,  ne  doit  pas  plutôt  donner  AC  que  AC. 

La  seconde  valeur  de  a  —  a? ,  — ^r — ^^—r  >  est   négative ,  ce 

V  0  —  V  c 

qui  doit  être,  puisque  l'on   a  a;  >  a;  mais,  en  changeant  les 

:i    «.       .  ^^  a  sj  c 

signes  de  1  équation  a  —  x   =   — -- — ^^— r  ,   on  trouve 

\/6  —  \Je 

«  —  a  =  —7 7  /  et  celte  valeur  de  «  —  a  représente  la  valeur 

absolue  de  BC. 

7 
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Soit  b  <  c. 

Li  PREMIÈRE  vALEDB  dc  0?,     .  -  ^ — — ,  esltoojoiirsposilive,mai8 
plus  petite  que  ^,  puisque  Ton  a 

La  yaleur  de  a  —  a?  correspondante,  ou     ,.     — 7-,  CBl  positive 

etplos^andeque-. 

Ainsi,  dans  l'hypothèse  que  l'on  considère,  le  point  C|  situé  entre 

les  points  A >ei  B»  doit  êtje.plud  iraistaâft  A  que-de £*, 

¥  j  ov/ô  — a\/b 

La  SECONDE  VALEUR  de  â?, -TT-^^ — r>  ou  -r — ~T-î  est  essen- 

tiellement  négative.  Pour  Tinterpréter,  remontons  à  Téquation,  qui 

b  e 

devient ,  lorsqu'on  remplace  «  par  —  a?>  -j  =     '  .  Or,  a  —  « 

X        (a  -l-  a?) 

exprimant  d'abocd  la  distancei  dc^  B  au  poiAt  cherché.,  «  +  or  doit 
maintenant  exprimer  cette  même  distance,  ce  qui  exige  que  le  point 
cherché  soit  à  la  gauche  de  A,  en  G' par  lexemple.  £i  en  effet, 
puisque  ^intensité  de  la  lumière  B  est,  par  hypothèse,  pins  forte 
que  edlèdeA,  le  second  point  chercbé  doit  être  plus  TotshideA 
que<ieB. 

La  valeur  dc  «  —  a?  cogrespondanki^    ..  ^    .  9  m  ■-■     "[   .?» 

est  positive;  et  cela  tient  à  ce  que,  x  étant  négatif,  a  —  iip  exprime 
réellement  une  somme  arithmétiqut. 

Soit  b  as  €• 

Les  deux  premières  valeurs  de  or  et  de  a  -*  âr  se  réduisent  à  ^;  ce 

qui  donne  le  milieu  de  AB  pour  le  premier  point  également  éclairé.  Ce 
résultat  est  conforme  à  l'hypothièse. 

Les  deux  autres  valeurs  se  réduisent  à — ^—  ou  deviennent  infimes; 

c'est-à-dire  que  le  second  point  également  éclairé  est  sittié  à  une  dis- 
tance des  points  A  et  B  plus  grande  qu'aucune  quantité,  assignable.  Ce 
résultat  réjpond  parfaitement  à  Thypothèseprésente;  car,jBrrôn  suppose 
que  la  différence  &  «—  c,  sans  être  tout  à  fait  nulle,  soit  atrimettfi&t 
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petite,  le  secûsd  poknt  ég^Umeni  édairé  existe,  mais  &  une  distanco 
tiès^gcande  de»  deux  lomièFes;  c'est  ce   qu'iodique  Texpressûm 

— --^ — 7- ,  dont  le  dénominateur  est  extrêmement  petit  par  rapport 
y/ 6 —  y/^ 

au  numérateur  ;  et  lorsqu'on  suppose  enfin  h  ^'c,ovl  \/  6  —  \/  c  »  0, 

le  poiDi  dterehé  ne  peut  plus  exiHer,  on  doit  se  Couver  sitiié  à  une 

difitiDcein/Sftff^ 

Observons,  en  passant,  que  dans  le  cas  de  6  =  c,  si  Ton  coMidérmr 

la  ^eoTs  voD  simplifléesy 

^^  jlidL^)  4t  ^  ^  a(5-\/5c) 

^:œ3  "■*  ■  ■■■ ^  m  ^it  ^    -     '     '  '  ■""  , 

6 — c  6— c 

la  première,  qui  correspond  à  a?  =  . -^ — --,  deviendrait— jr— ,  et  la 
seconde,  qui  correspond  à  ip  =  — ^r-^-" — - ,  deviendrait  rr-    Mais   on 

n'obtient  -  qu'à  cause  de  Texistence  d'un  facteur  commun,  \/h'^  y/e^ 

entre  les  deux  termes  de  la  ¥aleur  de  ir;  (  Vo^z  ce  qui  a  été  dit  n°*  73 
et  102.) 
Les  deux  termes  de  la  première  compremient  bien  aussi  le  facteur 

commun  \/  6  +  y/c; mais  en  le  supprimant,  on  trouve  x  =    ,,       ,  > 

expression  qui  se  réduit  encore  à — —-  dans  l'hypothèse  de  ô  =  c. 

Soient  b  =  c  et  a  =  0. 

Le  premier  système  des  valeurs  de  a;  et  de  a  —  a?  se  réduit  à  0,  et  le 

second  système  à  - .  Ce  dernier  caractère  est  ici  le  symbole  de  l'tn-» 

détermination;  car  si  l'on  remonte  à  l'équation  du  problème,  (b  —  c) 
«^ — 2ab»  ss  -^  a%  die  se  léduit,  d«n«  l'faypotbàse  aclueUei,  à  0. 
«^  —  0  •  «  ss  A,  é4|BaiiQaj(jptt  peut  être  satiifaite  par  un  nombre  qud" 
conque  ms  pour  ^.  En  ^t^  iHûsquele»  deux  lunûères  ont  la  même 
ioieottté  eimBi^fkcieBuvkmim^foi»i^dh»dm»mU  éctamr  égideniieni 
AacwidespiriM$ê,delali§mAB. 

La  solution  0  que  donne  le  pnemicriâyMèiM,  tatittiadi<ceaJolotiûB8 
en  nombre  infini,  dont  oa  vient  de  pader. 

JSoitenim  a  =»  Q,J).itan<  diffimUJâ  c 
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Chacan  des  deux  systèmes  se  rédait  à  0;  ce  qui  prouve  qu'il  n*y  a, 
dans  ce  cas,  qu*un  seul  point  également  éclairé  :  c'est  celui  où  les  deuat 
lumières  sont  placées. 

L'équation  se  réduit  alors  à  (6  —  c)  a;'  =  0,  et  donne  les  deux  va* 
leurs  égales,  â?  s  0,  â?  =:  0. 

La  discussion  précédente  offre  un  nouvel  exemple  de  la  précision 
avec  laquelle  Talgèbre  répond  à  toutes  les  circonstances  de  Ténoncé  d'an 
problème. 

104.  Sixième  problème.  Trouver  deux  nombres  tels  que  la  diffé^ 
renée  de  leurs  produits  par  les  nombres  respectifs  a  et  h  soit  égale  à  un 
nombre  donné  s,  et  que  la  différence  de  leurs  carrés  soit  égale  à  un 
autre  nombre  donné  q. 

Solution.  Soient  a;  et  y  les  nombres. cherchés;  on  a  évidemment  les 

deux  équations  ?    ,""?""*' 
W-y'^q. 

De  la  première  on  tire  x  =  -^ — i ,  valeur  qui,  substituée  dans  la 

a 

seconde^  donne 

(a*  —  b')y'  -^ibsy  ^  s'^a'q...  (1); 

.  bs±:a\/'s^^q(a^—b^) 

donc  «as       ■  — ^  ^  ^' 

Reportant  celte  valeur  dans  l'expression  de  x  en  y,- on  trouve 


«ss- 


d'où  ^_a«±6>^^-y-6'). 

(Il  est  nécessaire  d'observer  que,  dans  ces  valeurs  de  y  et  de  x,  les 
deux  signes  supérieurs  se  correspondent,  ainsi  que  les  signes  inférieurs.) 

Discussion.  Nous  supposerons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  que 
^9  bi  q,  s,  soient  des  nombres  absolus;  s'il  en  était  autr^nent,  certains 
termes  des  valeurs  de  «  et  de  y  changeraient  de  signe,  et  il  faudrait 
opérer  ces  changements  avant  de  discuter. 

Soit  a  >  b,    (f  oà    a*  —  b*  positif. 

D'abord,  pour  que  les  deux  valeurs  de  a?  et  de  y  soient  réelles,  il 
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laiit  que  Ton  ait 

Supposons  cette  dernière  condition  remplie,  et  déterminons  les  signet 
dont  les  deux  systèmes  de  valeurs  sont  affectés. 


Le  PREMIEQ  STSTtSttE  EST 


6i4-a^*'  — g(a'--fe'). 


y a^-b^ 


Les  deux  valeurs  de  ce  système  sont  nécessairement  positives  et  for- 
ment par  conséquent  une  solution  directe  du  problème,  tel  qQ*iI  a  élo 
établi. 


i^=       ■  2  — li 

Le  second  système  est 


La  valeur  de  œ  est  essentiellement  positive;  car  de  a  ^  A  on  tire 


a»>hs,^àfortiarù  .   .   .  aê>h  i^«*.^j(o'  — 6'),piii» 
radical  est  pins  petit  que  s. 

Quant  à  celle  de  y,  elle  peut  être  positive  ou  négative. 

Pour  qu*elle  soit  positive,  il  faut  que  l'on  ait 

tfoù,  élevant  au  carré,  6V  >  aV  — a'ç  (a*  —  6*); 

ou,  ajoutant  aux  deux  membres  a^q  (a'  — -  6'),  et  retranchant  h*  s\       rj 

«s 

d'où,  en  divisant  par  o'  (a"  —  6'),  ?  >  "jî 

Ainsi,  pour  que  le  second  système  soit  encore  une  solution  réelle  a 

^  s* 

directe,  il  faut  que  l'on  ait  q  <-5 — rj,  mais  î  >  — ,;  c'est-à-dire 


que  q  soit  compris  entre  les  deux  nombres  -^  et»  ■     ' 

a      a  —6 

Observons,  en  passant,  que  la  condition  q  > 

plus  facilement,  en  remontant  à  l'équation  en  t^* 


Observons,  en  passant,  que  la  condition  9  >  -^  pouvait  être  obtenne 
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Cette  équation  étant  (a*  —  6')  y^  —  ibsy  =  «*  —  a%  on  vottigae, 
dans  rhypothèse  de  a  >  &,  elle  est  de  la  forme  x*  —  prp  =  —  9  si 

Ton  a  a^q  >  «'  on  g  >  -5,  et  Ton  sait  (n®  100)  qn'alor s  les  deux  ra- 

cine?  sont  à  la  fois  positives. 

^    Si  Ton  avait  au  contraire  q  <^,  auquel  cas  on  aurait,  à  plus  forte 

raison,  q  <-, — ^,  la  valeur  de  y  du  second  système  serait  négative; 

et  ce  système  (abstraxîtîon  faite  du  signe  de  y)  ne  serait  plus  une  solution 
de  l'énoncé,  tel  qu'il  a  été  établi,  mais  bien  de  celui  dont  les  équations 

1(IX  '{^  IW  9BS    f\  ^tn 

j        2         I ,  et  qui  ne  dînèrerait  du  précédent  qu'en  ce 

que  s  exprimerait  une  somme  au  lien  d*une  différence. 

Ainsi ,  dans  le  cas  de  a  >  b ,  le  problème  admet  deux  solutions 
réelles  et  directes  toutes  les  fois  que  Ton  a 

Î>i5,maisî<^^,; 

et  elle  D*en  admet  qvCune  seule  si  Ton  a  g  <  -r-. 

cl 

'Bu  pfonaBt  pottr  «^  i,  «,  des  nombres  absolus  queioonqoes,  poonrik 

toutefois  que  a  soit  >  b,  et  choissant  ensuite  pour  q  unDQBKbresomprâ 

*»  If»  t 

entre  les  deux  limites -^  et  -= — rr^on  sera  certain  d'obtenir  deux 

solutions  éKreetes^ 
Soient,  peur  exemple,  a  »  6,  i  bb  kys  =  15,  d'où  Ton  dédvU 

On  pourra  supposer  ^  =  10,  par  exemple,  et  il  viendra 


6  X  16±4V^225  — 20x  10      90±:20      11      7 
20  20  2      a 


4x  15d=6  1^228  — 20  xlO_  60±30      9     3 
*  20  "20      ~2**â' 

11  9  7  3 

Les  solutions  «as-^,   2^»^,  et  or»-,   f**j»  ferment  évi- 
demment dfeuâ;  solutions  diret^s  des  équations* 
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^>    «  y^    ^   10. 

Maïs  si  Ton  supposait  ff  s=:  "6, 5  '=  4 ,  y  s*^  fô,  ç[  «=  5,  il  serait  facile 
de  reconnaître  que,  des  deux  systèmes,  le  premier  seul  donnerait  une 
solution  directe. 

Cm$  pamBuUem  qtd  #e  rapportent  à  ïhfpoiMêe  c^^  a  >  b. 

Les  deux  systèmes  de  valeurs  de  xei  dey  se  réduisent  i 
flpas^*-^ — n^y*^    »^À>*  AiBSi,  dans  celte  Irypothèse,  il  ny  a 
qu'une  solution  du  problième^  et  elle  est  directe. 

Soit  encore  jf  m -^;   d'où^*  «  a'get  «ss^  V^^; 

l«* — 5 — rr-  =1 — î^^* 
le  premier  syslte»  devient^, .  |  a  —  o         a  —  o 


le  second. 


ft^-.oV/^62g 


(y*^    .2_L2    ==ft 


Et  en  effet,  supposons  «*  =  a*^  dans  Téqualion  eo  %;  elle  se  réduit 
à  (a»  —  V)  ^  —  2§jfy  =  0,  tPoii  Ton  déduit 

Reportons  chacune  de  ces  valeurs  dans  x  =  -^ ; 

ilen  résulte    a? «=  -=  V^g,    «  =  -r rj.  v/g. 

5oft  'mavlitefi^mtr  a  <  b  ;  d'où    a^  —  b'  négatif. 
Les  expressions  de  «  et  de  i/  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 
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X  = 

0-  — a* 


--  bsz^qy s^  +  g  (b^  —  a') 

Ces  valeurs  sont  toutes  réelles,  puisque  la  quantité  sous  le  radical  est 
essentiellement  positive. 

Quant  aux  signes,  la  première  valeur  de  a?  est  essentiellement  né- 
gative, et  il  en  est  de  même  de  la  première  valeur  de  y.  Ainsi  ces 
valeurs,  abstraction  faite  de  leur  signe,  répondent ,  non  aux  équations 
proposées,  mais  aux  équations  by^axss  s^  ^'  —  j^  =  ^^  dans  la 
première  desquelles  V ordre  de  la  différence  entre  les  produits  ax  et  by 
est  renversé. 

La  seconde  valeur  de  x  est  nécessairement  positive;  car  de  6  >  a, 

on  déduit  b  \/s^  4-  g  (6'  —  a^)  <  a*,  puisque  le  radical  est  numé- 
riquement plus  grand  que  $. 

Mais  la  seconde  valeur  de  y  n'est  pas  toujours  positive.  Pour  qu'elle 
le  soit,  il  faut  qu*on  ait  la  relation 

a  V's^^giy  —  à?)  >  bsy 
d*où,  élevant  au  carré,    aV  4-  a\  (6*  —  a')  >  ô'*% 
ou,  transposant  o*5^  a'g  (6'  —  a')  >  (6* 0')  #*, 

et  divisant  par  a'  (6^  —  a'),  ^  >   -« 

* 
En  donnant  à  a,  ô,  *,  gr,  des  valeurs  particulières,  telles  que  Ton 

ait  ô  >  a,  et  g  >  -5,  le  problème  sera  encore  susceptible  d'tinc  *o/iifton 

5otï  tfn/în    a  =  b;     d^ùvk    a'  —  b'  =  0. 
Le  premier  système  de  valeurs  devient,  dans  cette  hypothèse, 
2(u  2a< 

et  le  second,  x  ^  -^        11  =  -. 

Mais  si  Ton  remonte  à  Téquation  (a'  —  V)  y^  —  ^bsy  ï=  *' a^ 

qui,  lorsqu'on  fait  a  =  ô,  se  réduit  à  —  ^asy  =  <*  —  a^q; 

on  en  déduit „  —  .ïliZli- 
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d  TexpressioB  àtx  eny,œ  ^  -ï ,  donne  a  =  ^  v,        . 

a  fias 

(On  parviendrait  ans  mêmes  résultats  en  imitant  Tun  des  prooédés 
suivis  n<»  102,  c*est-à-dire  en  faisant  dans  l'éqaalion  en  i/,  j^  =  -,  ou 
bien,  en  mettant  en  évidence  le  factear  commun  a'  —  b*  dans  celle  des 
cxpres^ons  de  y  et  de  x,  qui  se  sont  réduites  â  la  forme  ^r.  j 

Pour  que  la  solution  œ  =  ^^      -  ,  y  =  ^^""*  ,  soit  directe, 

il  faut  qu'on  ait  9  >  --s. 
a 

Des  transformations  qu'on  peut  faire  subir  aux  inégalités. 

105.  Dans  le  cours  de  la  discussion  des  deux  problèmes  précédents^ 
nous  avons  eu  occasion  de  poser  plusieurs  inégalités,  et  nous  avons 
exécuté  sur  elles  des  transformations  analogues  à  celles  qu'on  exécute 
sur  les  égalités.  C'est  en  effet  ce  qu*on  est  souvent  obligé  de  faire,  lors- 
qu'en  discutant  un  problème,  on  veut  établir  entre  les  données  les  rda- 
tions  nécessaires  pour  que  le  problème  soit  susceptible  d'une  solution 
directe  ou  du  moins  réelle,  et  fixer,  à  l'aide  de  ces  relations,  les  limitei 
entre  lesquelles  doivent  se  trouver  les  valeurs  particulières  de  certaines 
données  pour  que  l'énoncé  tombe  dans  telle  ou  telle  circonstance.  Or, 
quoique  les  principes  établis  pour  les  équations  soient  en  général  ap- 
plicables aux  inégalités,  il  y  a  néanmoins  quelques  exceptions  dont  il 
est  nécessaire  de  parler,  afin  de  mettre  les  commençants  en  garde  contre 
des  erreurs  qu'ils  pourraient  commettre  en  faisant  usage  des  signes 
d'inégalité.  Ces  exceptions  proviennent  de  l'introduction  iesespressiom 
négatkfes  comme  quantités,  dans  les  calculs. 

Pour  plus  de  darté,  nous  allons  passer  en  revue  les  diverses  trans- 
formations que  l'on  peut  avoir  à  faire  subir  aux  inégalités,  en  ayant  soin 
de  faire  ressortir  les  exceptions  dont  ces  transformations  sont  suscep- 
tibles. 

Transformations  i'ar  addition  et  soustraction.  On  peut^  sans  au-       >? 
cime  exception,  ajouter  aux  deux  membres  d'une  inégalité  quelconque, 
ou  en  retrancher  une  même  quantité;  Vinégalité  subsiste  toujours  dans 
fc  même  sens,  ^ 

Ainsi,  soitS >  3;  on  acncore  8+  5  >  3  +  5,et8  — -5 >  3  — 6.     " 
Soit  de  même  —  3  <  —  2;  on  a  encore  —  34-6<  —  2  +  6, 
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et  —  3-«-6<— 2—  6.  Ceei  eat  évident,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
/(n»  63). 

Ce  pdncipe  seri^  comme  dans  les  équations,  à  transposer  certains 
termes  d'an  membre  de  l'inégalité  dans  l'autre;  soit,  par  exemple, 
l'inégalité,  a'  -f-  6»  >  36"  —  ia^  ;  il  en  résulte  a»  +  2a"  >  35^  —  *», 
on  3a*  >  26'. 

On  peut,  ^ans  exception,  ajouter  membre  à  membre  deux  ou  plu^ 
sieurs  inégalités  établies  dans  le  même  sens,  et  Vimégiâité  réstdianêesuh-- 
siste  dans  le  mime  sens  que  les  proposées*  Ainsi  de  a  >  6,  c  >  i,  e  ^  f., 
il  résulte»  +  c  -f-  «  >  6  -f-  <* 4-  f- 

Mais  il  n'en  est  pas  toujours  de  même  si  l'on  soustrait  membre  à 
membre  deux  ou  plusieurs  inégalités  établies  dans  h  même  ssm. 

Soient  les  inégalités  ^  <  7  et  2  <  3,  on  a  bien 

4  — 2,  ou  2  <  7  — 3,  ou  4. 

Mais  soient  les  inégalités  9  <  10,  et  6  <  8;  il  vient,  parla  soustrac- 
tion, 9  —  6,  ou  3  >  10  — 8,  ou  2. 

On  doit  donc  éviter  antaiit  que  possible  cette  UrmsforBMtioD,  tu, 
lorsqu'on  l'emploie,  s'assurer  dans  quel  sens  l'in^falitè  réaidtaiite  existe» 

Transtobvation  par  HotTiPLicinoci  KT  HTisiON.  On  p9ui  muiÉ^Uttr 
les  deux  membres  et  urne  inégalité  par  un  nombre  positif  cm  absolu ,  et 
Tinégàtité  résuHante  subsiste  dans  h  miéme  Mm. 

Ainsi,  de  a  <  6,  on  lire  da  <  36;  de -^  a  <  —  6,  on  déduit 
—  Sa<  — 36. 

Ce  prineipe  sert  à  hue  disparaître  les*  dénominateurs. 

Que  Ton  ait  l'inégalité  'T,  >  —^-  »  ^^  ^^  déduit,  en  mnl- 
tipKant  les  deux  membres  par  6ati, 

3a{a»  — Û»)>2d(c'-(P). 

Même  principe  pour  la  division. 

Mais  lorsqu'on  multiplie  ou  divise  les  ékw»  membres  dtfsm  isUgalUé 
par  une  quantité  négative,  TinégàHté  existe  en  sens  emtrairi', 

8oit,par  exemple,  8>7;  enmuMplrantlesdcffxïseiBlue»!»  —  9y 

on:  a,  au  contraire,  —  24  <  —  21, 

8  8^7  7 

De  même,8>7domie--— ,  ou  —  3<:;:j3»  •*"^§* 

Ainsi,  lorsqu'on  multiplie  ou  divise  les  deux  membres  d'une  inéga- 
lité, par  un  nombre  exprimé  algébriquement,  il  faut  s'assurer  si  le 
muliiplieateur  oq  k  diviseui'  n'est  pas  négatif;  car,  dans  «e  dernier  cas, 
l'inégalité  existerait  dans  un  sens  contraire. 
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Dans  le  problème  jda  s*"  104,  iki'inégaHlé 

on  a  pu  déduire  J  >  -5,  en  divisant  par  aj  [a^  —  6^,  parce  que  Ton 

afiksvppoBèiai  >d^oa  11^^—6^  positif. 

Il  n'est  pas  permis  de  chqmger  Us  signes  des  deux  membres  d'une 
inégalité,  à  moins  qu'an  n'étahiisse  l'inégalité  résultante  en  sens  con^ 
traire;  car  cette  transformation  revient  évidemment  à  multiplier  les 
deust  mmnhts  pur  —  1. 

Tbuvsforvation  vol  ÉLÉTATioiir  AU  CABAË.  On  peut  élever  au  carré 
Us  deux  membres  d'une  inégalité  entre  des  nombres  absolus,  et  l'iné^ 
gaUté  subsistera  dans  le  même  sens. 

Ainsi,  de  5  >  3,  on  déduit  25  >  9.  De  a  4-  6  >  c,  on  tire 
(a  +  by  >  c\ 

Mais,,  si  les  deux  membres  de  l'inégaiité  sont  de  signes  quelconques, 
on  ne  peut  pas  assurerez  avance  dans  quel  sens  V  inégalé  résuUanie 
subsistera. 

Par  cx€mple,~2  <  adonne  (—2)*  ou  4  <  9;  mais  —  3  >  —  ^ 
donne,  au  contraire,  ( —  3)*  ou  9  <  ( —  5)*  ou  25. 

On  doit  donc^  avant  d'éleirer  au  carré»  s'assurer  si  les  deux  membres 
peuvent  être  regardés  eomme  des  nombres  absolus* 

ÏRARaFORUATioif  um  BifBàCTioi^DBftAcna  cARftti!.  Onpiutextsmke 
laT4ume  carrée  des  deux  memi^es^  d^une  mégiilké  entife  dee  nambres 
abêobUf  et  VvdgaliU  subeisU  demsle  même  sems,  enk^les  valeurs 
muttérigues  de  ces  radnee  carrées. 

Observons  d*abord  qu'on  ne  peut  proposer  d'extraire  la  racine  cawée 
des  deux  membres  d'une  inégalité,  qu'autant  qu'ils  sont  essentiellement 
pomâfsi  car  an&renu&t,  oa«erait  eoadwti  dee  expreseione  magiaaiFes 
qu'on  ne  pourrait  comparer. 

M»s^ier<ni  ittt9<S&;  fin  en  déduit  V/9ouÂ<  V^2&m& 

9e A*  >  à^,  <w déduite  >  6, û  a  el  6  esptiment  ^estumbfesa^ 
seiuu 

De  même,  l'inégaMlé  a*  y  {c  —  bf  donne  a  >  0  — ^  li  l'o»  sup- 
pose  déjà  c  plus  grand  que  6;  et  o  >  6  -^^  c  si,  as.  oonlraiBey  6  Mi  plus 
grand  qae.c* 

Bn  sm  mot,  lorsque  les  deux  membres  d'une  inégalité  sont  comjposés 
de  termes  additifs  et  de  termes  soustraclifs,  on  doit  avoir  soin  et  écrire, 
pour  in  racine  cwrrée  de  chaque  menAre^  un  polymm^  d^^  ^9^^  ^^ 
sousira^ione  sment  possiblse* 
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106.  Voici  les  énoncés  de  nouveaux  problèmes: 

Septième  problème.  Deux  marchands  vendent  chacun  ^une  même 
étoffe,  à  des  prix  différents;  le  second  en  vend  3  aunes  déplus  que  le 
premier  et  ils  retirent  ensemble  35  écus.  Le  premier  dit  au  second: 
J'aurais  retiré  de  votre  étoffe  24  écus;  Vautre  répond:  Et  moi  j'aurais 
retiré  de  la  vôtre  12  écus  •?.  Combien  d^ aunes  ont-Us  vendu  chacun? 

/   „ ,      !«'  marchand  a?  =  15  ^„  . .  „  a?  =  5  \ 
{^'P'  2" 2/ =18  ^^^**^%  =  8;- 

Huitième  problème.  Un  négociant  doit  un  billet  de  62 W  fr.  payable 
dans  8  mois,  et  un  autre  billet  de  7632  fr.  payable  dans  9  mois.  H 
retire  ces  deux  billets,  et  remet  à  leur  place  un  billet  de  14256  fr. 
payable  dans  un  an.  On  demande  le  taux  de  V intérêt. 

(  Rép.    10  fr.  33  c.  pour  jr  par  an.  J 

On  suppose  ici  que  chacun  des  trois  billets  ail  été  réduit  à  sa  véri- 
table valeur  (voyez  Arithmétique,  n°  228,)  à  Tinstant  de  l'échange  des 
billets;  car  il  est  bon  d'observer  que  la  question  peut  être  traitée  de 
diverses  manières,  et  donner  lieu  à  des  résultats  tout  à  fait  différents, 
suivant  les  époques  auxquelles  on  ramène  les  valeurs  des  billets. 

Neuvième  problème.  Une  personne  possède  13000  fr,,  qu'elle  par-^ 
tage  en  deux  portions  placées  à  intérêt,  de  manière  qu'elle  en  retire  des 
revenus  égaux.  Si  elle  faisait  valoir  la  première  portion  sur  le  même 
pied  que  la  seconde,  elle  retirerait  pour  cette  partie  360  fr.  étihtérêt; 
et  si  elle  faisait  valoir  la  seconde  portion  au  même  taux  que  la  pre-- 
mière  elle  retirerait  490  fr.  d'intérêt.  On  demande  les  deux  taux  d'in- 
térêt. 

(Rép.  7  et  6.) 

N*  B.  L'équation  de  ce  problème  peut  être  résolue  plus  simplement 
que  par  la  méthode  générale. 

Dixième  problème.  Trouver  deux  rectangles  dont  on  confiai  la 
somme  q  des  surfaces,  la  somme  a  des  bases^  et  dont  on  cùkmM  les 
surfaces  p  et  p'  quand  à  la  base  de  chacun  d'eux  on  donne  la  hauteur 
de  l'autre,  c'est-à-dire  quand  on  alterne  les  hauteurs? 

Résoudre  et  discuter  ce  problème. 


[Rip.    Base  du  premier,    a.  =  ^I^±^.  ;^-^-*??'l  ) 

Onzième  problème.  Partager  deux  nombres  a  eth,  l'un  et  l'autre  en 
deux  parties,  de  manière  que  le  produit  d'une  partie  de  a  par  une  partie 
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de  b  soit  égal  à  un  nombre  domé  p,  et  que  le  produit  des  parties  res" 
tantes  de  a  et  h  soit  aussi  égal  à  un  nombre  donné  p\  Résoudre  et 
discoter  ce  problème. 

Douzième  problème.  Trouver  un  nombre  tel,  que  son  earré  soii  au 
produit  des  différences  entre  ce  nombre  et  deux  autres  nombres  donnés 
a  et  b»  dans  un  rapport  connUj  p  :  q.  Résoudre  et  discuter  ce  problème. 

Nous  recommandons  ce  dernier  problème  aux  élèves,  non-seulement 
parce  que  sa  discussion  offre  de  nouvelles  applications  des  principes  sur 
les  inégalités,  mais  encore  parce  que  les  formules  auxquelles  on  par- 
vient renferment  implicitement  les  solutions  d*une  foule  de  questions 
analogues,  dont  les  énoncés  ne  diffèrent  que  par  le  sens  de  certaines 
conditions. 

Questions  sur  les  maximums  et  minimums.  Propriétés  des  trinômes 
du  second  degré, 

107.  Il  est  une  certaine  classe  de  problèmes  qu'on  rencontre  surtout 
dans  la  Géométrie  analytique,  et  qu'il  est  souvent  possible  de  résoudre 
à  Taide  des  tbéories  précédentes.  Ce  sont  ceux  qui  ont  pour  objet  de 
déterminer  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  valeur  que  puisse  recevoir 
le  résultat  de  certaines  opérations  arithmétiques  effectuées  sur  des 
nombres. 

Soit  proposée  cette  première  question  :  Partager  un  nombre  donné 
2a  en  deux  parties  dont  le  produit  soit  le  plus  grand  possible,  ou  un 

MAXIMUM. 

Désignons  par  œ  Tune  des  parties,  l'autre  sera  2a  —  x^  et  leur  pro- 
duit, X  (2a  —  a;).  Si  Ton  donne  à  x  différentes  valeurs,  ce  produit  pas- 
sera par  différents  états  de  grandeur,  et  il  s'agit  d'assigner  kxh  valeur 
qui  doit  rendre  ce  produit  le  plus  grand  possible. 

Désignons  par  y  ce  plus  grand  produit  dont  la  valeur  est  inconnue 
pour  le  moment;  on  aura,  d'après  l'énoncé,  l'équation 

a?  (2a  —  a?)  a=  y, 

Regardant  y  comme  connu,  et  tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  x, 

on  trouve    x  =  adz  ^a*  —  y. 

Or,  ce  résultat  fait  voir  que  les  deux  valeurs  de  x  ne  peuvent  être 
réelles  qu'autant  que  l'on  aura  y  <  a%  ou,  tout  au  plus,  ys^a^;  d'où 
l'on  peut  conclure  que  la  plus  grande  valeur  que  puisse  recevoir  y  ou 
le  produit  des  deux  parties,  est  a'.  Mais  si  Ton  fait  i/=  a',  il  en 
résulte  x  ==  a. 
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Ainsîy  jMur  ûbiemr  h  ffitu  ^rrniipfp^ékdt^  Ufaut  divùer  k  furniind 
êmnè  %a  «m  âmaf  fOÊik*  égakâ,  et  le  MiTmcM  qu^on  cbtient  ûUjg 
carré  de  la  moitié  du  nombre,  résultat  auquel  on  est  déià  pac^enu  par 
xm  antrejBtfen  (d?  10^. 

Sohaionpktê  simple.  AfapdQBs  ûx  la  différunce  i|ui  sxiste  entre  les 
deax  parties;  |juiiqi  Uwt  nsmif  «st  d^iapriBiée pat  Sa, la  pki& 

2a  +  2^ 

grande  de  ces  parties  sera  (n®  *)  représentée  par — ,  ou  a  -|-  a?, 

la  plus  petite  para— â?;  et  l'on  aitapomFéqnatieiiy  .••... 
(a4-^)  (a  —  jr)  s  f , ouy  eficctnast  ks cricidsy  o^— s^  =  9;  d'^ 

aï  =  =!=  V^  a*  —  y. 

Pour  que  cette  yaleur  de  or  soit  réelle,  il  faut  que  y  soit  tout  air  phis 
égal  à  a';  et  en  faisant  y  s=  a',  on  obtient  âP  =  0,  ce  qui  prouve  que 
lerâewr  parties  doivent  être  égales. 

Ce  moyen  de  résolution  a  Faraoïtage  de  conduire  à  une  équation  du 
second  degré  à  deux  termes. 

108.  iVlJ?.  i)ansleséqnatioB8  4r(2a— ar)B3y,eL 

(«  -h  x)  {a  —  s)  ^  yy  habiles  ci-dessus,  k  quantiié  ur  est  œ  qu'on 
appelle  une  imriable,  et  Texprassion  a?  (2»  —  «)  ou  (a  -h  x){a  —  a:), 
est  dite  une  certaine  vmctvm  de  la  rariable*  Cette  fene^n,  représentée 
par  y,  est  elte-mêne  une  antre  varitMe,  dont  la  râleur  dépend  de  celle 
qu'on  attribue  à  la  première.  C'est  pour  cela  que  les  analystes  déâgoent 
quelquefois  celle-ci  sous  le  nom  de  variable  indépendante^  tandis  qae 
la  seconde,  on  9,  reçoit  des  n4e«n  dépendante»  de  cdles  qu'im  altrir- 
bue  à  X, 

EiirésolTan{lesdenéqaatioBSâ?(âa  — ar)s£2^,  et.  •••.•• 
(a  -f  ar)  (a — »)  =s  y,  parrapport  à  «,  cerqoiéoBuie 


el  a:«    ±i^a*  — y, 

on  peut  regarder,  à  son  tour,  y  comme  une  variable  indépendante, 
et  ar  comme  une  certaine  fomtwn  de-^ette  variable. 

109.  Proposons-nous,  pour  seconde  question,  de  diviser  un  nom- 
bre 2a  en  deux  parties  telles  que  la  somme  des  racines  earrêes  de  ces 
deux  parties  soit  un  maximum. 

Appelons  a;*  Tune  des  parties ,  2a  «—a?'  sera  l'autre  partie,  ti  la 

somme  de  leurs  racines  carrées  aura  pour  expression,  x  -h  ^2a  —  x^^' 
c'est  cette  expression  dont  il  faut  déterminer  le  maximum. 


Posons  X  -I-  V^2a  —  x^  =  y. 
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Ponr  résottdre  cette  équation,  il  faat  chasser  le  radical.  Oa  a  d'abord, 
en  transposant  le  terme  it  dans  le  second  membre, 


V^2a  —  x^  =  y  —  «,. 

d'où,  élevant  ao  carré,    2a  —  «»'  =  y'  —  2sy  +  »', 

ou,  ordonnant  par  rapport  à  Xy        2^;'  —  ^xy  s  2a  —  y', 


équation  d'où  Ton  lire  x  =  |±:l/ ?.4-  ^      ^\ 


ou ,  simplifiant,  x  =  5^5  W^4^ «». 

Pour  que  les  deux  valeurs  de  x  soient  réelles,  il  faut  que  y*  soit  tout 

au  plus  égal  k  ka;  donc  2  V^a  est  la  plu^  grande  valeur  que  puisse 
recevoir  y. 

Si  l'on  fait  y  »  2  W^a»  U  en  résulte  s  «s  V^a,  dfoù  l'on  déduit 
x'œ  a,.dt2a  —  X*  =  a. 

Ainsi,  U  wmbrê  donné  2a  doit  être  dioiii  en  deux  patêies  igaUê 
pour  que  la  ««ffume  dââ  mctsM  carrées  de  eee  deux  parUes  êoU  un 
MâuniM.  Cemeàamm  est  d'ailletirs  égal  à  2  V^a. 

Soit,  par*  exemple,  72  le  iiQiidi>re  proposé;  on  a  72  aa  36  -h  36; 
d*où  V^36  +  V/36  =  12;  c*est  ïe  maximum  des*  valeurs  qu'on  puisse 
obtenir  pour  la  somme  des  racines  carrées  des  deux  parties  de  72. 

Et  en  effet,  décomposons  72  en  6iik  +  8;  on  a  V^Qh  =  8, 
V^B  =  2  +  une  fract.;  d'où  V^64  4-  1^8  =  10  +  une  fract.;  soit 
encore  72  =  49  +  23;  on  a  V^W  =  7,  \/23  =  4  -V-  une  fract; 
donc,  V^ 49  -f  V^23  «=  11  +  une  fraction. 

Considérons,  pour  troisième  exemple,  l'expression  7-5 rr-, 

(m  -— fi  )j: 

^'t7  s'agit  de  rendre  un  minimum  (m  étant  supposé  >  n). 
3  3  _i_    2 
Posons  -r-r- — tt  =  V»  ^'^  mV  —  (m*—  n^)  y  .  «  =  — n* ; 

encndêdmt  «  ^^  ^"''^»'''^^- 2^^ i/  (m^  —  n' )'  y>  —  » mV, 
Or,  pour  que.  kfl  deux  valeurs  dejr,  correspondantes  à  une  vsleur  de  y 
soient  réelles,,  il  faut  évidemment  que  {m^  —  nY  yt^  soi^  <><*  ^<>^^  ^^^ 

2nui 
à  4mV,  et,  par  conséquent,  que  y  soit  au  moins  égal  à  j^, ^ a- 
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Ainsi,  est  le  minimum  des  valeurs  que  puisse  recevoir  la  fouie- 

m  —  n 

tion  y. 

Si  Ton  fait  y  =  —r j  dans  l'expression  de  a?,  le  radical  disparaît, 

m  —H 

et  la  valeur  de  x  devient 

m^  —  n^         2mn  n 


a?=s' 


2m^ 


Cette  valeur,  a?  =  —,  est  donc  celle  qui  rend  l'expression  proposée 

un  minimum. 

110.  Ces  exemples  suffisent  pour  mettre  au  fait  de  la  marche  qa*Q 
faut  suivre  dans  la  résolution  de  ces  sortes  de  questions. 

Après  avoir  formé  l'expression  algébrique  de  la  quantité  susceptible 
de  devenir  soit  un  maximum,  soit  un  minimum,  on  légale  à  une  lettre 
quelconque  y.  Si  l'équation  que  Von  obtient  ainsi  est  du  second  degré  en 
X  (  x  désignant  la  quantité  variable  qui  entre  dans  V expression  algé^ 
brique),  on  la  résout  par  rapport  à  x;  puis  on  égale  à  zéro  la  quantité 
soumise  au  radical,  et  Von  tire  de  cette  dernière  équation  une  valeur 
de  y,  qui  représente  alors  le  maximum  ou  le  minimum  cherché.  Substi"- 
tuant  enfin  cette  valeur  de  y  dans  l'expression  de  li^  on  a  la  valeur  de 
cette  dernière  variable,  propre  à  satisfaire  à  V énoncé. 

N.  B.  S'il  arrivait  que  la  quantité  sons  le  radical  restât  essentielle- 
ment positive,  quelle  que  fût  la  valeur  de  y,  on  en  conclurait  que  Vex^ 
pression  proposée  pourrait  passer  par  tous  les  états  de  grandeur  pos^ 
sibles,  en  d'autres  termes,  qu'elle  aurait  Tinfi,ni  pour  Mknuxm,  et  0 
pour  minimum. 

kx^  4-  S-a?—  3 
Soit,  pour  nouvel  exemple,  l'expression  — 1^70; rr—;  on  demande 

si  cette  expression  est  susceptible  d'un  maximum  ou  d'un  minimum. 

kx^+  4a?  —  3 
^°«*"*  6(2^  +  1)     =  y- 

Il  en  résulte  l'équation  kx^  —  k{^y  —  1)  a;  s=  6y  +  3,  d'où  l'on 

3y  — 1      1      

déduit  X  =  — ^ — i:-  y/^y2  ^  ^  q^  quelque  valeur  qu'on  donne 

à  2^,  la  quantité  sous  le  radical  sera  toujours  positive.  Ainsi,  y  ou  l'ex- 
pression proposée  peut  passer  par  tous  les  états  de  grandeur. 
Dans  les  exemples  précédents,  la  quantité  sous  le  radical  de  la  valeur 
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de  X  ne  renfermait  que  deux  parties,  l'une  affectée  de  yovL}^^  l'autre 
toute  connue;  et  il  a  été  facile  d'obtenir  le  maximum  ou  le  mmimum 
dont  la  fonction  était  susceptible.  Mais  il  peut  arriver  que  la  quantité 
soumise  au  radical  soit  un  trinôme  du  second  degré  de  la  forme 
my^  +  nj^  +  p.  Dans  ce  cas,  la  question  devient  plus  difficile,  et  pour 
mettre  en  état  de  Va  résoudre  complètement,  il  est  nécessaire  de  dé- 
montrer plusieurs  propriétés  relatives  à  ces  trinômes. 

Propriétés  des  trinômes  du  second  degré, 

111.  On  appelle  trinôme  du  second  degré  tonte  expression  algébrique 
qui  peut  être  ramenée  à  la  forme  my^  +  ny-^p^  m,  n^eip  étant  des 
quantités  connues  ée  signes  quelconques,  y  désignant  d'ailleurs  une 
variable^  c'est-à-dire  nne  quantité  que  l'on  fait  passer  par  différents  états 
degrandeur. 

Ainsi,  3i/»  — 61/  +  7   I  — V-|.2y  ^- 5, 

(a  — .  6  +  2c)  y*  +  Wy  —  2ac^  +  3a'ô, 

sont  dits  des  trinômes  du  second  degré  en  y* 
Si  Ton  égale  à  0  le  trinôme  mi/' +  ny  +  |),  ce  qui  donne,  •  .  .  ,. 

m^  +  nfj+p  =  0,    d'oùy=-^=t^^/„,__  4^^^    „„ 


peut  faire  trois  hypothèses  principales  par  rapport  à  la  nature  des 
valeurs  de  y  qu'on  vient  d'obtenir  : 

On  peut  avoir  n'  — 4mp>0,  ou  positif;  dans  ce  cas,  les  deux  racines 
sont  réelles  et  inégales  (de  signes  quelconques). 

Ou  bien,  n'  —  4.«ip  =  0,  auquel  cas  les  deux  racines  sont  réelles  et 
égales. 

Ou  bien  enfin,  n'  —  kmp  <  0,  ou  négatif s^lon  les  deux  racines 
sont  imaginaires. 

Cela  posé,  voici  les  propriétés  relatives  à  ces  différents  cas  : 

Premièrement.  Toutes  les  fois  qu'un  trinôme  du  second  degré  est  tel 
qu'en  l'égalant  à  0  et  resolvant  l'équation  qui  en  résulte,  on  obtient 
deux  racines  réelles  et  inégales,  toute  quantité  (positive  ou  négative) 
comjprise  entre  Us  deux  racines ,  et  substituée  à  la  place  de  y  dans  le 
trinôme,  donne  nécessairement  un  résultat  de  signe  contraire  à  celui 
dont  le  coefficient  de  y'  est  affectée;  mais4oute  quantité  non  comprise 
entre  les  deux  racines^  substituée  à  la  place  de  y,  donne  un  résultat  de 
même  signe  que  le  coefficient  de  "s^. 

En  effet,  désignons  par  y'  et  y'  les  deux  racines  (supposées  réelles) 
de -l'équation    my^  +  «y  H-  P  =0, 
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Leçfemimiaaàbtem  f  f  H y  -h*^ )  P»^ ( R*  VI )i8e«iBttft 

sous  la  forme  m  (j^-^  |^)  (y—  y')*  Ainsi^  IV»  a 

V  +  «y  +;>  =  »».(y  — î/')(y—  /)» 

quelque  valeur  qu*on  donne  à  y, 

Cûà  posé, Mil (X iister^iuantilé  «ompriâe  leiire  y'  et  |^,  etet^inlire 
ielleqae  Twi  ait»  >  ioa  <  |/',  ohôb  «  <  ou  >  y,-  il  en  résulte 
«—y  >  ou  <  ô,  mais  «— '  jf*  <  ou  >^;  tPoù  IWyoA  qneto 
facteurs  «— -^s^'?  a-«---y',  sont  dei%'n»tio«lr(nre>;aHiH  leurprodiÂty 
(  «  —  y')  (*—  y')»  esinégatif.  Donc ,«»(«—  y)  («—  t/'),  ou  «va- 
leur ma^  +  na  4-  p?  est  de  signe  contraire  à  celui  dont  m  est  affecté* 

Si,  au  contraire,  on  suppose  en  même  temps  «  >  ou  <  i/'  et  a>  ou 
<  y',  d'où  Von  déduit  a  —  j/'  >  ou  <  0  et  a  —  y'  >  ou  <  0,  les 
deux  facteurs  sont  de  même  %rpie  ;  donc,  leur  produit  (a  -— j^)  (a  —  y*) 
est.  positif  r  par  conséquent,  w  (a  — y^)  («  —y')  ou  ma'  +  na+pesi 
demême^ignequem.     C.  Q.  F.  D, 

Sectmdement.  Si  les  deux  racines  sont  réelles  égales  »  toute  quantité 
iSffirente  de  celle  qui  réduit ïe  trintme  à  0,  sulsiiluée  dans  ce  trinôme^ 
donne  un  résultat  de  même  signe  q\te  le  eoeffieient  de  y^. 

'En  effet,  puisque  les  deux  raoines  sont  égaTes,  on  a  la  relation 

»*--*4wp  — 0,d'<)ù^i».tk«|>c»-7-^^dèBJervl#t^^^ 

«^  +  ny-ï-p  ©11.411  (y'^!Ly+ï.  \pe«He  mettre  soasr  la  fonne 
\  m         m/ 

pwir  touffe  valeur- de  y,  autre  que  —  ^  >  la  quantité     (  y  -\'  — ") 

sera  positive.  Ainsi,  ^  (  ^  +  ô^  j  oï*  ^i/'  -f-  «2/  4-  p  sera  de  même 
signe faeni.  C.Q.F.D. 

IVowfjbnmimf.  Enfin ,  si  les  deux  racines  sont  imagînaîres,  to^ 
(Quantité  réelle,  positive  ou  négsiilye,  substituée  û  la  place  de  j  y  don- 
nera  <m  réëuUuf  de  même  signe  que  le  coefficient  de  y*. 

Car,  puisque  les  deux  racines  sont  imagînaîres,  on  a  la  relation 
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n'  — 4»|k:0;  4!eù  &«p>i\  oa  bien  {laf  iQB),  (Hnnnt  par 

Soit  donc  ^=s  =—3  ftS  k^  désignant  une  quantité  essentiellement  po- 
dtiye;  il  en  résulte 

quantité  qui  restera  toujours  de:  même  signe  que  m,^  quelque  valeur  que 
Ton  y  scAfStitue  pour  y, 

112.  La  seconde  propriété  nous  conduit  naturellement  à  parler  d*une 
proposition  qui  es&  d*«n  fréquent  usage  dans  Tanalyse; 

Toutes  les  fois  qu*un  trinôme  du  2«  degré ^  my'  -|-  ny  +  p,  €<f  un 
carré  parfait  ^  on  a  entre  seêeoeff^citmU  la  r«la(t<m  a'-^  kmç  ss  <L 

En  effet,  si  ce  trinôme  est  un  carré  parfait  et  delà  forme  {piy+n')\ 
les  deux  raeinesde  Véquattion  iny*  +  ny  4- jt)  =  0  doivent  être  égales. 
Or,  pour  qu'elles  soient  égales,  il  faut  que  la  ^nantité  4Khis  leradMal, 
ou  V? — kmpy  soit  nulle.  On  a  donc  la  relation  n^ —  kmp  =  0. 

RémproguemeaiU.  Si  Ton  a  entre  les  codËcîents  la  relation 
n^—  kmp  s  O9  le  trinôme*  est  QB  eaifé  pafrfiiit;  car  en  déduit  de  eette 

relation,  p  =  r-;  d'où 
«m 

113.  Yojons  actuellement  Tusage  de  ces  propriétés,  ddmft  la  résolu- 
tion des  questions  sur  les  maximums  et  mmitmia&i. 

Soit  proposé  de  déterminer  si»  lorsqu'on  faitTaiier  ic,  la  fono- 

x^  —  2^7+21  1    „  .   *  -, 

tim.^.»- L. peut  passer  par  tous  les  états  de  grandeur. 

6a?  — •  1* 


Posons  -  ~Tr=  î/;a'où«'-2(3î,  +  l):r=-21-l%. 


.»_a^4.M 
6a  — i% 

Denrésulte    *  =  3y  +  1±  V^  V— 8y— 20. 
Paor  que  *  soil  réel,  il  faut  que  9}^  —  8y  —  20  soit  positiLOr,  si 
l'on  égale  cette  quantité  à  0,  il  vient 

,      8         20  „  W 

9  -  9  y  —  9-=  0,    doù  »  =  2  et  îf  =  -  -g-. 
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Ces  deux  valeurs  de  y  étant  réelles,  il  suit  de  la  première  des  pro- 
priétés ci-dessus,  que,  dès  qu*on  donnera  à  1/  des  valeurs  comprises 

10 

entre  2  et  —  -^,  telles  que  1,  0,  —  1,  •   .   .la  valeur  du  trinôme 

sera  négative,  puisque  le  coefficient  de  y^  est  positif.  Mais  en  donnant 

10' 
à  1^  des  valeurs  non  comprises  entre  2  et  — -^,  comme  3,  &.   .    .   • 

ou  — -  2,  -<-  3,  -^  4.  .  • ,  on  obtiendra  un  résultat  positif.  On  voit 
donc  que  2  est,  en  nombres  absolus,  le  minibium  des  valeurs  que  doit  re- 
cevoir y,  pour  que  x  soit  réel.  Si,  dans  l'expression  de  jr  ci-dessus,  on 
fait  2^  =  2,  le  radical  disparait,  et  l'on  trouve  x^*î. 

x^  —  2a?  +  21 
En  effet,  l'expression —     ^     —   devient,  dans  l'hypothèse 

^  49-U  +  21     56      ^ 

10 

La  racine  y  =  —  -•  est,  fti  nombres  négatifs,  le  MixniuM  des  ya- 

leurs  que  y  peut  recevoir,  et  la  valeur  de  x  correspondant  i  ce  maxi- 
fmim,  est  ««Sx  —  ■g+l  =  —  5. 

N.  B.  Lorsque,  x  étant  exprimé  en  3f,  le  coefficient  de  y^  sous  le 
radical  est  négatif,  et  que  les  deux  valeurs  de  y,  déduites  du  trinôme 
égalé  à  zéro,  sont,  l'une  positive,  l'autre  négative,  la  valeur  positive  est 
un  maûifimum,  puisque  toute  valeur  plus  grande  donnerait  un  résultat 
de  même  signe  que  le  coefficient  de  y^j  et  par  conséquent  négatif;  la 
valeur  négative  est  un  minimum  parmi  les  valeurs  négatives  que  y  peut 
recevoir. 

Nous  laissons  aux  âèves  le  soin  d'examiner  les  autres  circonstances 
qui  peuvent  se  présenter  :  par  exemple,  le  cas  où,  le  coefficient  de 
y^  étant  positif,  les  deux  valeurs  de  y  sont  positives;  celui  où^  ce  même 
coefficient  étant  positif,  les  deux  valeurs  sont  imaginaires,  ils  pourront 
d'ailleurs  s'exercer  sur  les  questions  suivantes  : 

1®  Partager  un  nombre  donné  2a  en  deux  parties,  de  manière  que  la 
somme  des  quotients  qu'on  obtient  quand  on  divise  mutuellement  ces 
deux  parties  V une  par  Vautre,  soit  un  biinimitm. 

(Rép.  Les  deux  parties  doivent  être  égales,  et  le  minimum  est  2.) 

2^  Soient  a  e/  b  deux  nombres  absolus;  on  demande  pour  X  une 

valeur  telle  que  V  expression  ^ [  '^   I  soit  un  HAxmuai. 
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f  2o6        ,  .  (a  +  6)\ 

(  Rép.  X  ==    ^  ■,  et  le  «laanwwm  correspondant  est      .  j . 

3*"  Soient  a  e<  b  deux  nombres  absolus;  on  demande  pour  x  unevO' 

.     {a-l-x)(6  +  x)     . 
leur  telle  que  l  expression soit  un  minuiitv. 

r^Rép.  On  trouve  ici  deux  valeurs,  savoir  : 

r  =  -i-  V^aô,  à  laquelle  correspond  un  minimum  y  =  (  V^a  4-  ^6)', 
et 

H  x^=^  —  V^oô,  à  laquelle  correspond  un  maximumy=^(  \^a —  ^bY?\ 

§  ni.  Des  équations  et  problèmes  du  second  degré  à  deux  ou 
plusieurs  inconnues.  Nouvelles  opérations  sur  les  radicaux  du 
second  degré,  réels  ou  imaginaires. 

114.  Nous  ne  pouvons  donner  ici  un. théorie  complète,  car  nous 
,    ferons  voir  bientôt  que  la  résolution  de  deux  équations  du  second  degré 

Ià  deux  inconnues  dépend  en  général  de  la  résolution  d'une  équation 
^  du  quatrième  degré  à  une  seule  inconnue;  mais  nous  allons  nous  pro- 
l  poser  quelques  questions  qui  ne  dépendent,  en  dernière  analyse,  que  de 
j    te  résolution  d*une  équation  du  second  degré  à  une  inconnue. 

Premier  problème.  Trouver  deux  nombres  tels  que  la  somme  de  leurs 
produits^  par  les  nombres  itespectifs  a  et  b,  soit  égale  à  2s,  et  que  leur 
produit  soit  égal  à  p. 
Soient  x  eiyles  deux  nombres  cherchés;  on  a  les  équations 

ax-k-by^  2s, 
xy  =  p. 

2s  ^  ax 
De  la  première  on  tire  y  = r —  ;  d'où,  substituant  dans  la  se- 
conde et  réduisant,        ax^  —  2sx  =  bp. 

Donc  a?=  -db-Vs^^  abp, 

a     a  ^' 

el  par  conséquent,  y  —  -qz-  Vs^  —  abp. 

Le  problème  est,  comme  on  le  voit,  susceptible  de  deux  solutions 

directes,  car  *  est  évidemment  >  V^«'  —  abp;  mais,  pour  qu'elles 
soient  réelles,  il  faut  que  Ton  ait  «^  >  ou  =  abp 
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Soit  a  »  6  =  1;  les  yaleurs  de  or  et  de  j^  se  rédoiseai  à 


D'où  Ton  Toit  que  les  deux  valeurs  de  y  sont  égales  à  celles 


de œ  prise»  dan» ua oïdBe  inverse;  ce  qui ▼«nt  dôreque,  si. 
g  j^  V^5»  —  p  représente  la  valeur  de  j?,    »  —  V^«*  — p  représente 
la  valeur  correspondante  de  "jf ,  «t  Tédproqoement. 
On  interprète  cette  circonstance  en  observant  que  les  équations  se 

réduisent,  dans  ce  cas  particulier,  à  j  ^  "*^jj  ^     ;  et  alors,  la  ques^ 

tion  reiûent  à  trouver  deuœ  nombns^  liotil  i«  Mmmê  mt  3s  et  dont  h 
produit  soit  p,  ou,  en  d'autres  termes,  à  partager  un  nombre  2s  en 
deux  parties  dont  le  produit  soit  égal  à  un  nombre  donné  p. 

Or,  on  a  vu  (!!•  160)  que  les  deux  parties  sont  nécessairement  liées 
CBtareidttesfArTiiie  même' équation  du  second  d^é  x^  —  2sx  +  j)  =  0, 
dont  le  coefficient  du  second  terme  est  la  somme  2s  prise  en  signe  con- 
traire, et  le  dernier  terme  est  le  produit  p  des  deux  parties, 

llS^&cûodpMblème.  Trmmef  ^iiuiÊFe  nombres  mpropotHon  géo- 
mitrÀqmBy  cmnaitêani  la  somme  2i  de^  eatrémes,  lu  somme  2s'  des 
moyens^  et  It^somme^  ko?  de»  omrfés, 

Désijgaons  par  %  «,  ]^  x,  les  quatre  termes  de  la  j^^oportîon  ;  on  a, 
pour  les  équations 4u  proUime^  en  va*tu  des  données  el  delà  propriété 
fondamentale  des  proportioDi, 

tt  4-  z  =  2«, 
ar+y=:c  2»', 
uz  =  xy, 
ii'  +  aî*  +  y*  +  ir*=4^. 

Au  premier  abord,  il  peut  paraître  difficile  de  trouver  les  valeurs  des 
inconnues;  mais,  à  l'aide  d'une  inconnue  auxiliaire,  on  parvient  à  les 
déterminer  simplement. 

En  effet,  sort  p  le  produit  inconnu  des  extrêmes  ou  des  moyens,  on  a 

1«  Les  équations  j  **  "*"  ^"^^^  quldonnent  !  **  =  *  +  ^^'t^'. 

{Voyez  le  problème  précédent.) 

2»  Les  équations  {  ^  •^2'"'^>i  donnent  (^  =  ''  +  ^/-p] 

On  voit  donc  déjà  que  k  détecmioaiion  des.  qnatjre  incmnvus^M 
dépend  plus  que  de  celle  du  produit ji. 


Digitized  by  VjOOQIC 


ÉQUAT.  GÉN.  DU  SECOND  DEGBÉ  A  DEUX  INGONN.   171 

Or,  si  Ton  substitue  ces  valeurs  de  ti^  (t^y,y  Zf  daxu  la  denûère  des 
équations  du  problème,  il  vient 

(s  +  V^?~j^  +  (#^t/?r^ 

+  [$'  +  \/£^^^f  +  {$'^  ^ï^)'  ^  ^\ 
oB«déiçeto|^BicifatfaDtkB^«éduotm%  ; 

kt?^k^^^kp^ké';    donc    p  =  ««  +  ,'»-. c«. 
Reportant  celte  valeur  de/)  daD&k»«xpKesfiMfisile.ti,ir>sf9  r, 


on  trouve  enfin 


Ces  quatre  nombres  consiituent  évidemment  une  proportion  ;  car  on  a 

a?y  =  (*'4-  V^c^  —  «»)  (*'—  W^^nTI^)  «  ,'2_ ^2  ^  ^2^ 

if.  B.  Ce  problème,  que  nous  avons  extraitde  XAlglhre  de  M.  Lbttir 
lier,  est  propre  à  faire  voir  combien  rintroducUon  d!uae. inconnue 
auxiliaire  dans  un  calcul  facilite  la  détermination  des  inconnues  prin-r 
cipalesw  Oa  tfoujfe,  dans  reurrage-  que  noua  venons  de  citer,  d'autres 
prcàlèBieS'dainéflae  genre  qui  conduisent  à  des  équations  d'un  degré 
supérieur  au  seeondt  £t  quejiéaBmokis>  on  peut  résoudre  à  l'aide  d'é^ 
qoationsdn  prenûer  .et  du  second  dyeigré,  en  introduisant  des  inconimes 
auxiliaires. 

iiA«  Considérons  maintenant  le  cas  où.un  problème  donnewtlieUvà 
deux  équations  quelconques  du  second  degré  à  deux  inconnues. 

The  équation^  à  deux  inconnues  est  dite  du  second  degré,  lorsqu'dte 
renferme  xies  termes  dans  lesquels  la  somme  des  exposants  des  deux 
mommues^  est  égale  à^  et  ne  surpasse  pas  2.  ........... 

Aînai,  a»"— 4ar-4-Y  — iry  — %  +  6  =  0,  Tarjj  —  4aî.  +  ^ ^ <l, 
sent  des  équations  du  second  degré  (*). 

Il  suit  de  là  que  toute  équation  du  second  degré  à  deux  inconnaes, 
est  de  lafbrme  ai^  +  h:ey  +  cx^  4-  dy  +/a?  +  if  =  0,  fl^  fe,^.  .  . 
représentant  des  quantités  connues,  soit  numériques,  &ûit  aljg;^iipie& 

Soient  donc  proposées  les  équations 

ay^  -h  hxy  +  ca??  ^  dy  -hfss  -f-  gf  =4^ 

(*)  On  sousrentend  ici  ^e,,  ai.  Tétiafttion  Bl  des  dénomtetteor»,  mtia  v 
n'entre  pas  dans  ces  dénominateurs,  Voye»  la  remarque  du  n"*  92. 
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On  peut  ordonner  cesdeax  équations  par  rapport  à  a;;  et  il  vient 

ca?'  +  (6y  +  f )  a?  +  ay'  +  rft/  -I-  5f  =  0, 
c'x^  +  (6y  +  D  ^  +  «y  +  <ry  +  ^'  =  0. 

Cela  posé  y  si  les  deux  coefficients  de  x'^  étaient  les  mêmes  dans  les 
deux  équations,  on  obtiendrait,  en  retranchant  ces  deux  équations  Tune 
de  l'autre,  une  équation  du  premier  degré  en  x  qui  pourrait  être  sub- 
stituée à  Tune  des  équations  proposées  ;  de  cette  équation,  Ton  tirerait  la 
yaleur  de  w  en  i/,  et  reportant  cette  valeur  dans  une  des  équations  pro- 
posées, on  parviendrait  à  une  équation  qui  ne  renfermerait  plus  que 
rinconnue  y. 

Or,  si  Ton  multiplie  la  première  équation  par  c',  et  la  seconde  par  c, 
il  vient 

ee'œ'  4-  {hy  +  f)e'x'\-  [ay""  -h  dy  -h  flf )  C  =  0, 
ct'x^  4-  [h  y  +  f  )  co?  -h  (olf  +  c?y  +  ^')  c  =  0, 

équations  qui  peuvent  remplacer  les  précédentes^  et  dans  lesquelles  le 
coefficient  de  x^  est  le  même. 
En  soustrayant  la  seconde  de  la  première,  on  trouve 

[(ôc*  —  cV)  y+fc'-^  cf]  a?  +  (oc'  —  ca')  y*.4-  (cfc'  —  cd')y 

+  gc'  —  cg  =  0, 

équation  qui  donne  x  =  -i ,.  ,       .,,     ^  ^.        / —. 

^  ^  {be  ~-cb)  y-^r  fe  —ef 

Cette  expression  de  x,  substituée  dans  l'une  des  équations  proposées, 
donnerait  une  équation  finale  en  y. 

Mais,  sans  effectuer  cette  'substitution  qui  conduirait  à  un  résultat 
très-compliqué,  il  est  facile  de  reconnaître  que  Téquation  en  y  doit  être 
en  général  du  quatrième  degré;  car  le  numérateur  de  Fexpression 
de  X  étant  de  la  forme  my*  +  ^2/  +  l'i  son  carré,  ou  Fexpression  de  x\ 
est  du  quatrième  degré;  or,  ce  carré  forme  Tune  des  parties  du  résultai 
de  la  substitution. 

Donc,  en  général ,  la  résolution  de  deux  équations  du  second  degré 
à  deux  inconnues  dépend  de  celle  d!une  équation  du  quatrième  degré 
h  une  seule  inconnue. 

117.  U  est  une  classe  d'équations  du  quatrième  degré  dont  on  peut 
ramener  la  résolution  à  celle  des  équations  du  second  degré;  ce  sont  les 
équations  de  la  forme  o^^  +  po;^  -h  ^  =:  0.  On  les  appelle  équationM 
trinômes  ou  bicarrées,  parce  qu'elles  ne  contiennent  que  trois  espèces 
de  termes  :  des  termes  en  x\  des  termes  en  a^j  et  des  termes  tout 
connus. 
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Pour  résoudre  Téquation  x^  +  px^  -f-  g  s  0,  od  pose,  pour  le 
moment,  x^  =  y,  ce  qui  réduit  l'équation  à 


î^'  +  ^  +  5^  «  0,  d'oùrou  tire  y  =  —  |±:  y^L.—  gj 
mais  l'équation  jj'  =  y  donne  »  =  ±:  ^y. 


Donc 


=d=v/_|±/e:-, 


On  reconnaît,  par  le  fait  même  de  la  résolution  de  l'équation,  que 
l'inconnue  a  quatre  valeurs,  puisque  chacun  des  signes  +  et — ,  qui 
affectent  le  premier  radical,  peut  être  successivement  combiné  avec 
chacun  des  deux  signes  qui  affectent  le  second;  mais  ces  valeurs  sont 
égales  et  de  signes  contraires  deux  à  deux. 

.  Soit)  par  exemple,  l'équation    x^  *-  ^x^  =  —  iM; 

si  l'on  pose  a?'  =  y,  il  vient  y*  —  25i/  =  —  ikk , 

d'où  l'on  tire  y  =  16,    y  =^9. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  x^  =  y,  on  obtient 

lo  x^  =  16,  d'où  a?  =  ±:  4  ;  20  a?»  =  9,  d'où  a?  =  ±:  3. 

Ainsi,  les  quatre  valeurs  sont  +  4,  —  4,  -f  3  et  —  3. 

Soit  encore  l'équation  a?*  —  7«*  =  8.  Posons  a?'  =  y;  l'équation 
devient  j^  -^  7î^  =  8,  d'où  t/  =  8  et  y  =  —  1. 

Donc  1«  a?'  =  8,    d'où    a?  =  it  2  V  2;  2«  a?'  =  —  1, 

d'où    a?  =  =k  \/  — - 1  ;    les  deux  dernières  valeurs  de  x  sont  imagi- 
naires. 

Soit  l'équation  algébrique         a?*  —  (2be  +  4a*)  a?'  =  —  b^c^; 

posons  a?*  =  y;  l'équation  devient   y*  —  (26c  +  4a*)  y  =^  —  b^c^i 

d'où  l'on  déduit  y^  6c  +  2a*  ±:  2a    t^6c  +  a\ 


et  par  conséquent,         x^azt,      bc  +  2a*  ±:  2a  V^  6c  -H    a*. 

118.  La  résolution  de  Téquation  trinôme  du  4*^  degré  donne  nais- 
sance à  une  nouvelle  espèce  d'opération  algébrique;  c'est  2'ca;(rac(ton  de 
la  racine  carrée  d*une  quantité  de  la  fornc^  A  ±:  V^B,  A  et  B  désignant 
des  quantités  commensurables  de  signes  quelconques. 

8 
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SoU  rexpression  9±:  V^S  à'éleyer  m  carié. 
Ona(nM9)(3i:  V^5  f- »±«  ^6 +  «  «  »  ±:  6V^5; 

donc  réciproguement,        V^  Wzt:6,|/5«  a±  *^5. 

Deinême,(V^7=t:  ^117==7d:2v/!n +  11  =  lS±2V/77; 
donc  réciproquement,         V^  18±:2v^T7=  V7  d:  V^Il. 

D'où  Ton  voit  qu'une  expression  telle  que  V^  A  dt  i/B,  peut  qpiel«- 
quefois  être  ramenée  à  la  forme  A'  ±  V^B*,  ou  V^A*  db  W'B'  ;  et  lors- 
que cette  iraoaformatioQ  est  possible»  ile$timi)(uianttdeJ!efi!Bcl»r> 
puisqu'on  n'u  plus  alors  q^!une  ou.denx.  rafii^es^caErie»  ,simples,à  ex^ 
trajm,lMiéis^qQei'eipre86ion  V*^A±:  \/  »  .e»ige  qu^oii,  estrae^m 
ractnecarrée  de  racine  carrée. 

Nous  nous  proposerons  donc  cette  question': 

Une  quantiiiyde^laf&aneA  +  ^BiéàMdyiàrmiei^tai  ioatOe^e 
considérer  ici  le , double  signe  d=,  parce  qu'il  est  implicitement  ren- 
fermé dans  l'indice  du  radical  \/  ),  reconnaître  si  elle  est  le  carré  d'une 
autre  quantité  deia  forme  A'  +  \/  B',  ou  \/  A'  +  \/  F,  et  déttr^ 
miner  cette  dmdèrsquantàéiox^p^^ll^enBiA, 

Cette  recbercbe  est  fondée  sur  un  principe  qui  trouvera  far  la  suite 
de  fréquentes  applications;  c'est  que,  toutes  les  fois  que  Ton  aune  éga- 
lité de  la  forme 

m  4-  V^nssm'H-  ^', 

m,  m'  étant  rationnels  et  ^«^   V^  fi'jdenxDeinbres4ncomn\ensQBdiles 
du  second  de|;ré,  oa  doit  avoir  séparément 

miss  m'    et  V^»;*»  l/n'. 
En  effets  on  déduit  de  l'égalité  hypothétique, 

t/fi  ^  m'  ^^fn'\-  V^n'; 

d'où,  élevant  au  carré,  nss  (m*  —  m)'  4-  n'  +  2  (m'  —  m)  ^  n\ 

Or,  le  premier  membre  de  cette  dernière  égalité  est  un  nombre 
incommensurable;  donc  il  doit  en  éire  de  même  du  second,; , mais  V^nT 
étant,  par  hypothèse,  incommensurable,  2  (m'  — m]  V^n'  Test  aussi. 
Ainsi,  pour  que  Fégalité  subsiste,  il  faut  que  cette  irrationnelle  dispa- 
raisse, ce  qui  exige  queTon  ail  m'  —  m  =  0 ,  d'où  m'  s=  m,  et  par 
conséquent,  ^n  =  \^n\  C.Q.F.D. 
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Cela  pas^>  désignons  par  j)  et  g  les  deux  parties.dont  setompose  la 
racine  carrée  de  A  +  V^  B  lQrfiqajdle'.exiBte;|)  et  q  «ont  alors  desK 
monômes  irrationnels^^  ou  bien  Tun,  une  quantité  rationnelle,  Tautre  un 
monôme  irratiormél  du  second  degré^,  en  sorte  qà^jol^M  ^  sont  néces- 
sairement raiionmU,  On  a  Téquation 


j>  +(j^=«  ^A-f  V'B (i) 

d*où,  élevant  au  carré, 

l>*  +  i['^1:2i>î==A+  »/B. 

Le  seconlmembre  de  cett&demièreiqualton  étant  irrationnel ,  il  doit 
en  être  de  même  du  premier.  Or,  puisque;)^  et  q^  sont  nécessairement 
saUraoels,!»^  tf-^^f^l^t  asssit  donc  Spgr ^exprime  la  partie  irrationnelle 
dflipienûerimcBiiwe;  et,^n  v«rtu  duprincîpe  démontré  ci-dessus,  Téqua- 
tifi04>céasdent«jse>paiitage^dans  ces  deux^ci  \ 

f^-q'-^k (2) 

^pa=^^ (a). 

On  pourrait  tirer  :deJ'iguatioii  (3)  Ja  v.aleiurvde.g.et  la^obstitaer  dans 
réquation  (2),<ce  qui  conduiraiti  une.éQuation  triiiQBiedu'4«  degré  ea 
p  qu'on  résoudrait  facilement;  et  Ton  parviendrait  ainsi  aux  valeurs  de 
p  et  de  q.  Mais  iljsst  plus  simple  id^opérer  de  la  manièresuivanie  : 
Retranchons  (3)  de  (2)inembre  à  membre;  il  vient 

(p-#«A-.V/B, 


iJûi  1^—^  =  *^  A  —  V/B, 

équation  qui,  combine  ave^    Ij  par  voie  de  multiplication, 

donne  -  (f  =  ^T^, 

Ce  résultâtTious  apprend  dgà  que,  p^  et  ç'étant  rationnels,  p^  —  q^ 
Test  aussi.  Par  conséquent,  A4-  V^B  ne  peut  être  un  carré  parfait 
de  la  Jovne  indiquée  ,par  l'énoncé  de  k  question,  xi|u!autant  que  la 
quantité  A^  -—  B  est  elle-même  un  càrbé  parfait  :  tel  est  le  caractère 
auquel  on  redonnait  Ja  possibilité  àeV opération potposie. 

A^  —  S  devant  êtreain  carré  parfait,  désignons  par  C  la  valeur  nu- 
mérique de  sa' racine;  il  vient 

p'  — ç'^dtC...     (4) 
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Âctaellement,  si  l'on  combine  les  équations  (2)  et  (i)  par  addition  et 
sonstracUon,  l'on  obtient  successivement 


A-C 


A±C  ^,/A±C 

^  =  ^.d'oùî«i:V^ 
ce  qui  donne  enfin  pour  la  racine  demandée, 

P+q  ou  »/a  +  s/b  =  ±:v/^-~±v/: 

On  s*est  dispensé  ici  de  tenir  compte  du  signe  inférieur  de  G  dans  les 
expressions  de  p  et  q,  parce  qu'il  est  évident  qu*il  donnerait  la  m^e 
valeur  pour  p-^q.  Mais  il  n'en  doit  pas  être  de  même  du  double  signe 
dont  chacune  des  valeurs  de  |i  et  de  9  est  affectée.  La  combinaison  des 
deux  doubles  signes  ±:  donne  lieu  à  qua^e  valeurs  représentant  celles 

que  comporte  en  elle-même  l'expression  ^  A  +  *^B  qui ,  lorsqu'on 

met  les  signes  en  évidence,  revient  à  ±:  ^A±:  ^B;  en  sorte  que 
la  véritable  formule  à  établir  pour  les  applications  est  celle-ci  : 

d:WT±T^=±v/^±v/^  ••••(5); 

et  les  signes  qu'il  convien  t  de  combiner  entre  eux  dans  les  deux  membres 
pour  avoir  une  égalité  exacte,  sont  déterminés  par  l'équation  (3)  qui 
indique  qiiep  et  q  doivent  être  de  même  signe  ou  de  signes  contraires 

suivant  que  V^  B  est  affecté  du  signe  +  ou  du  signe  '— . 
119.  Appliquons  cette  formule  à  quelques  exemples. 
Soit,  en  premier  lieu,  l'expression  numérique 

9i±:42V^5,    ou    94  *  V/ 8820; 
on  a  A  =  94,      B  =  8820, 

d'où  A'  — .  B  =  8836  —  8820  =  16,  carré  parfait;  donc  0=4; 

Cl  par  conséquent ,  p  =  y/  — — -  =±:7,g=  y/  -— —  =  ±3 1/8. 


Ainsi,  ^  %±42  »/5  =  ±7i;3^6, 

ou  plus  clairement^ 
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1^94  +  42  V  5  =  ±  (7  +  3  V5), 


V^94—  42  V  5  =  ±:  (7  —  3  ^  5  ). 
Soit,  «n  lecond  lîeti,  l'expression  algébrique  obtenue  à  la  fin  du  n^  117, 


saTOir  ; 


On  a  A  =  ôc  +  2a*,      B  =  *a'  ôc  -f-  4a*; 

d'où  A'  —  B  =  6'c*,  carr^  parfait;    donc  C  =  ôc, 


j,=d=v/; 


éc  +  2a»  +  be 


dt\^bc  +  a*,9'=±a. 


A'"*»  *^*c  +  20*^  2oV^6c  +  a»  =  ±:K6c  +  a»±a, 

ou  platAt,      »^6c  +  2o'  +  2oV^6c  +  a»  =  ±(  I/JH^*  +  a) 

..    "^éc  +  2o*  —  2»  V^bc  +  a*  =  ±{  V^6c+^»  —  a). 
On  trouvera  pareillement 

1/3  +  1/5  =  dt^l  v/10  + 1  v/2)  ; 


rXi+,H/:r3  =  ±:  (2  +  »/^3)  ; 


V 


1  — 4V/— 3  =  ±(2—  »/^); 


»/_  1  +  4  i/zrâ  =  ±  (  V/3  +  2  WCTÎ)  ; 
»/_l_fcV/ir3  =  ±(V/3  — 2W<rï). 
'^lô  4-  30  V^ITÎ  +  '^le  — 301^^=  10... 


•^16  +  30  V/— 1  —  ^16  —  30  W<^  =  6  V^— 1. 
120.  L'exactitade  de  la  formale  (5)  peut  être  vérifiée  à  potteriori. 
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Eo  effet  y  éleyonft  les  deox  membres^  aa  curé;  il  neai 


00,  obserrant  que  C  =»  A'  —  B  donne  B  =  A*  —  G', 
A±i^^B«-Adrl^. 

On  Toit  donc  qt»,  lors  même  qae  A'  -^  6  lï^est  pas  un  carré  par- 
fait, on  peut  encore  rempk(K»r  rexpression  *^A:±:\/B  par  le  second 
membre  de  la  formule  (5)  ;  mais  alors,,  on  serait  loin  d*a?oir  simplifié 
la  question,  poisque  les  quantités  p  et  ({Seraient  de^même  forme  qu» 
Texpression  proposée. 

121.  C'est  surtout  par  rapports-ans  eTpuarions  imaginaires.de.  la 

forme       a  ±1  6  V^  —  1,  que  l'emploi  de  la  formule  (5)  est  a?anla- 
geux. 

Déjà  les  derniers  exemples  proposés  pour  exercice,  n*  119^  prou*-* 
Tent  que,  dans  le  cas  où  la  condition' A^«-  B^  ecutré  patfai*,  est  satis- 
faite ,  ces  sortes  d'expressions  peuvent  être  ramenées  à  la  form^^  «  •.  « 

a'  zhb'  V^  —  1,  a'  et  6'  étant  des  quantités  réelles,  commensurabte 
ou  incommensurables.  Or^jadis  que  cela  a  lieu  loi&  même  que  A' — B 
n'est  pas  un  carré  parfait. 
En  effet,  si  l'on  applique  la  formule  (5)  à  l'expression 


^a^f6W<^,on3r 


A  =  a^   B  =r  — 6^ ;   d'où   A'  —  B?»  ^ynes  jî^ ; 
et  2)  =  ±:  »^    t: f       a  =  ±:  r  » 


où ,  posant  pour  plus  de  simplicité  c  =  V^a'  +  6* ,  quantité  généra- 
lement irratiormcile,  mais  nécessairement  réelley  po^iltve  et  plus 
grande  que  a, 

donc 
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Ob  obtiendrait  pareiUçmest 

Or,  les  quantités  \/i_5,        V  ^-^  sont  essentiellement 

réelles,  quels  que  soient  a  et  h,  puisque  c  ou  l^a^  +  6*  est  plus  grand 
namériquement  que  a. 
Donc  enfio^.  toul«  expression  de  la  forme 


peut  êtr«.  ramenée  à  la  forme  ordinaire  des  imaginaice»  du  secoid 
^egné-,  a'  ±:  V  V^— 1;  a'  et  h'  étant  des  quantités  réelles  quelconques. 

Faisons  ressortir  par  un  nouvel  «lemple^  Fuiilité  de  ces  sortes  de 
tra&sfMrmations^ 

Sott  proposé  de  amplifier,  s*fl  y  a  lieu,  l'expression 


Bï  appliquant  les  formules  (M)  et  fN)  on  trouve 

a  «3,     h  «3;    d:où  c  =^  Va"  ^V  «=  i^28"; 
donc 

i-^i:;:i7^i = ±(v/ZÏ±?+a/!^5  k— 1^ , 

•A  2  y 

" 'wlt,  ajoutant  et  cÈservant  que  x  est  ccnsé^  représenter  ici  la  somme 
^iriihmétique  de  deux  radicaux, 

:.±2V^.^:^H^ 

Cet  exemple  prouve,  ainsi  que  ravant-dernier  du  n<>  119,  que 
Waines  expressions  imaginaires^  combinées  entre  elles,  peuvent 
«onner  lieu  à  des  résultats  réels,  et  même  rationnels. 
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CHAPITRE  IV. 

Analyse  indéterminée  du  premier  et  du  second  degré. 

Introduction,  —  Lorsque  Ténoncé  d*uD  problème  fournit  moins  d'é- 
quations qu'il  n*y  a  d'inconnues,  le  problème  est  dit  indéterminé^  en  ce 
sens  que  (n*^  55)  ses  équations  peuvent  être  satisfaites  par  une  infinité 
de  systèmes  de  valeurs  attribuées  aux  inconnues.  Mais  il  arrive  souvent 
que  la  nature  de  la  question  exige  que  les  valeurs  des  inconnues  soient 
exprimées  en  nombres  entiers;  dans  ce  cas,  Tune  des  inconnues ^  à 
laquelle  on  pouvait  d'abord  donner  une  valeur  tout  a  fait  arbitraire,  ne 
doit  plus  recevoir  que  des  valeurs  entières  et  telles  que  la  valeur  cor«- 
respondante  de  l'autre  inconnue  ou  de  chacune  des  autres  inconnues 
soit  aussi  exprimée  en  nombres  entiers.  Or,  cette  condition  restreint 
beaucoup  le  nombre  des  solutions,  surtout  si  Ton  ne  veut  tenir  compte 
que  des  solutions  directes,  c'est-à-dire  des  solutions  en  nombres  entiers 
et  positifs  pour  toutes  les  inconnues. 

L'objet  de  TAifALYSE  indéterminée  du  prebuer  degré  est  de  résou- 
dre  les  questions  indéterminées  du  premier  degré  en  nombres  entiers. 
Nous  verrons  plus  loin  le  but  que  l'on  se  propose  dans  l'analyse  indé-> 
terminée  du  second  degré. 

§  le'.  Équations  et  problèmes  du  premier  degré  à  deux  inconnues. 

122.  Toute  équation  du  premier  degré  à  deux  inconnues  peut  (p?  67) 
être  ramenée  à  la  forme  aa;  -hby  =  c;  a,  b,  c,  désignant,  des  nombres 
entiers,  positifs  ou  négatifs. 

Nous  commencerons  par  faire  observer  qne^  si  les  coefficients  ^  eth 
ont  un  facteur  h  commun  qui  ne  divise  pas  le  second  membre  c,  l'équa* 
tion  ne  peut  être  satisfaite  par  des  nombres  entiers. 

Car,  soit  a  =  ha',  b  =  hb';  l'équation  devient  ha'œ  -h  hb'y  =  c, 

d'où  l'on  tire  a'œ  +  b'y  =  -,  équation  qui  ne  peut  être  satisfaite  par 
h 

aucun  système  de  valeurs  entières  de  â?  et  de  y,  tant  que  c  n'est  pas 

divisible  par  h. 

Nous  supposerons,  dans  tout  ce  qui  V9  suivre,  que  a  et  &  soient  des 
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nombres  premiers  entre  eux;  puisqoe,  s'ils  araient  im  facteur  commun, 
il  faudrait  que  c  renfermât  aussi  ce  facteur,  auquel  cas,  on  pourrait  le 
supprimer  dans  Téquation. 

123.  Pour  plus  de  clarté,  nous  traiterons  d*abord  des  équations  par- 
ticulières, et  nous  généraliserons  ensuite. 

PbemiIcrb  question.  Partager  159  en  deux  parties  dont  Vune  soit 
divisible  par  8  et  Vautre  par  13. 

Désignons  par  â?  et  y  les  quotients  respectifs  delà  division  des  deux 
parties  cherchées  par  les  nombres  8  et  13;  il  est  dair  que  8x  et  13]^  ex- 
priment  ces  deux  parties,  et  Von  a  Téquation 

&PH-I3y=159.  .   .  (1), 

qui,  d*après  Ténoncé,  doit  être  résolue  en  nombres  entiers  et  positifs 
pour  X  et  pour  y. 

On  déduit  d'abord  de  celte  équation,  .   .   .    .  aj  = ^, 

o 

ou,  effectuant  la  division  autant  que  possible,  jv  s:  19  —  y  H ~?. 

Observons  maintenant  que  la  valeur  de  x  sera  entière  si  l'on  donne 

7  — Stf 
à  y  une  valeur  telle  que  — ^ —  soit  un  nombre  entier,  d'ailleurs  cette 

7  — 6ti 
condition  est  nécessaire;  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que — ^^  soit  égal  à 

un  nombre  entier  quelconque.  Soit  I  ce  nombre  entier  {t  est  dit  une  tn- 

ditemmie);  il  en  résulte  — g-^  =  t,    d'où    5î^  +  8<  =  7.  .   .  (2), 

et  la  valeur  de  x  devient    â?  =  19  —  y -h  t. 

Toute  valeur  entière  de  <  qui,  substituée  dans  l'équation  (2),  en 

7  — 5tf 
donnera  une  semblable  pour  y,  satisfera  à  la  condition    que  — g— ^ 

soit  entier;  ainsi,  les  deux  valeurs  de  â?  et  de  y  correspondantes  seront 
entières  et  satisferont  d'ailleurs  (n*"  66)  à  l'équation  proposée,  qui 
résulte  évidemment  de  l'élimination  de  I  entre  les  deux  équations 
7  — 5ii 

La  question  est  donc  ramenée  à  résoudre  en  nombres  entiers  Téqua- 
tion  (2),  dont  les  coefficients  sont  plus  simples  que  ceux  de  Téqua- 
tion(l). 

7— 8<  *' 

On  tire  de  l'équation  (2) yaa-         ,  , 

8. 
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OU,  effectuant  la  division  en  partie,  y  =  i —  <  +  — ^ — . 

Toute  valeur  entière  de  t,  qui  rendra  2  —  3l  uni  multiple  de  5,  don* 
nera  aussi  pour  y  un  nombre  entier,  et  sera  par  eonsécpwnt  conTenable; 
d'ailleurs,  la  condition  que  2 — ^  soit  un  multiple- de  5  est  néocs*- 

2  — 3l 

saire.  Ainsi,  il  faut  poser  — - —  =  t'yt'  étant  une  nouvelle  indétes** 
5 

minée,  ce  qui  dbnne  8^  +  Si'  «  2.  .   •  (3);  et  la  valeur  de  y  se 

réduit  à  s^sl^f-M*. 

[L'équation  (2)  résulte  d'ailleurs  de  l'élimination  <te  Centrece^deeK 
dernières.] 

La  question  est  encore  ramenée  à  résoudre  en  nombres  entiers  l'é- 
quation (3),  de  laquelle  on  tire 

2— 5r  ,     2— 2f 

2 2t' 

Posons — — -  C5=  1*;  iL  en  résulte  2t'  + 3^=2 (4.)^ 

et  par  conséquent  »  a  -p.  f  ^  tT. 

2  —  3l*  ^ 

De  l'équalion  (4.)  on  déduit  t'  =  — ^-^  =  1  ^  ^  — .  - . 

t' 

et  posant-  =  t*  on  en  tire  «^  s^  2ï^  ...  .  (5)', 

et  par  conséquent  f  =  1  —  t'-^tT. 

Comme,  dans  l'équation  (S),  le  coefficient  de  tf  eat  égalàJ^niiM^.â- 
s'ensoit  que  toute  valeur  entière  attribuée  à  t*  en  donnera  une.semr- 
blable  pour  f.  D'ailleurs,  les  deux  inconnues  principales  x  et  y,  et  Jes 
indéterminées  /,  t\  f,  et  t",  sont  liées  entre  elles  par  les  cinq  équations 

«=  19  — y  4-*; 

f  =  2r. 

Ainsi,  en  donnant  à  t''  une  valeur  entière  quelconque,  et  remontapt 

de  la  dernière  de  ces  équations  aux  deux  première&„  m  obtiendra 

pour  «  et  y  des  valeucs  entières  correspondantes  qui  vérifiefttit  néoeii*»' 

i^airement  l'équation  proposée;  car,  d'après  les  raisonnements  qui  oal. 

'"été  faits  plus  baut,  eette  équation  résulte  de  Vélimination  de  <,  t',  t%  t", 

entre  les  cinq  équations  que  l'on  vient  d'établir. 
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Mais  afin  de  n'attribue?  à- 1"  que  des  yakurs  auxqaelles  Correspon- 
dent des  valeurs  entières  et  positives  pour^  or  et  f^,  il  convient  d'expri- 
mer «  et  y  en  fonction  immédiate  (n"  108)  de  l'indéterminée  l",  à 
raideëe&cinq  âquotions^ ci-dessus. 

Or,  l'expression  de  t'  devient,  lorsqu'on  remplace  t'  par  sa  valeur 
cnr  r,    f  =  f  —  &''  —  r,    ou    t'  =  1  —  3r; 
remontant  à  l'expression  de  e.  .  .  e  =••  —  t'  +  ^'  =  —  1  -f-  3r  +  St"; 
donc  ^=:  — l+5r. 

On  trouvera  de  même  î/  =*  1  "^  ("^  1  +  ^^'^)  -h  1  ~  3^, 

d'où  î^*=3  — 8r. 

Brtn,  or  «li»^— (3  —  80  +  (—  1  -1-  ST),  ott  a?«  15  +  tSr. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  ces  deux  dernières  équations  reproduisent 
l'équation. propoBée,  parl'élinnna^oii  de  f.  Eti'éfflèt,  si  Von mullij^lie 
la  première  équation  par  13,  et  la  seconde  par  8^  et  qu'on  ajoute  les 
iésiiltats,(  il  vient 

13y  +  8aî=159. 

Faisons  successivement  t'  =  0, 1,  %  3...*,  ou  bien  t*'  =  —  1, 
—  2,  —  3....;  les  formules  précédentes  donneront  toutes  les  valeurs 
de  X  et  de  y  en  nombres  entiers^  soit  positifs,  soit  négatift^  pVdptes  à 
vérifier  la  proposée;  mais  si,  coimne  Fexige  l'énoncé,  on  ne  doit  tonir 
compte  que  des  solutions  entières  et  positives,  t*"  ne  peut  recevoir  que 
des  valeurs  qui  rendent  3  —  8r  et  15  H-  13^"'  positifs.  Or,  il  n'y 
a  évidemment  que  t*  =  0  et  t*  ==  —  1,  qui  satisfassent  à  cette  con- 
dition :  car  toute  valeur poaliv^  ài^t'  rend  y  négatif,  et  toute  vateut 
négative,  numériquement  plus  grande  que  1 ,  rend  x  négatif. 

Si  l'on  fait  successivement    <"  =  0,    r  =  —  1, 

ilenrésulte  1  ^'^l    *'**'  j 

ï   0?  =  15^    a?  =   2.   3 

Donc  les  deux  systèmes  'x  =  1*5  et  t/  =  3,  a?  =  2  et  t^  =  11,  sont 
les  seuls  qui  vérifient  l'équation  Sa?  +  1%  =  159. 

Qoaht'à  Ift^cstioli  dont  eette  équatfon^est  la  tv^rfiKtionQPlgéMqiie^ 
pidsqu^ftD  et  139  î^résentent  les  deui  parties  ttotbée»,  Il  Venait 
que  8  X  15  ou  120,  et  13  X  4  ou  39,  formait  «we  1*^1^  wft»- 
Iton;  que  8  X  2  ou  16,  et  13  X  11  ou  143,  forment  me  seconde  so^ 
lution;  c'êst-à-dire  que  159  peut  être  partagé,  soit  en  120  +  39,  soit 
en  ta -h  143w 


Digitized  by  VjOOQIC 


184  ANALYSE  INDÉTEBMINÉE. 

124.  Soit,  pour  second  exemple,  l'équation 

17x  — 49i/  =  — 8...  (1). 

49w  — 8     ^        tëy  —  8 
On  en  déduit  d'abord  x  =  --^ —  =  2y  +  — j^ — . 

Pour  qu'à  une  valeur  entière  de  y  il  corresponde  une  valeur  entière 
de  X,  il  faut  et  il  suffit  que  15y  —  8  soit  un  multiple  de  17.    Soit 

donc^^^"^      =    t,    t  éUnt    une    indéterminée;    il    en    résulte 
17 

15y_17t  =  8  ..  .  .(2), 

et  a?  =  2j^  -f  t 

[L'élimination  de  t  entre  ces  deux  équations  reproduirait  réqua— 

tion(l).] 

8  +  17«            8  +  2< 
On  déduit  de  l'équalion  (2),    y  =  — jg —  =  <  H jg—  ; 

8  4-  â< 
et  la  nouvelle  expression  ,  doit  être  un  nombre  entier;  (  c'est 

d'ailleurs  une  condition  suffisante  ). 

Posant  ^-tl*  =  t',  on  obtient  2<  —  15^'  =  —  8  .  .  .  .  (3),  et 
15 

par  conséquent  y^t-^rt'. 

15«'  — 8      ^,      ,       t' 
L'équation  (3)  donne    t  =  — ^ —  =  7t  —  *  -I-  g; 

t*  rt  » 

et  si  l'on  pose  -  =  f ,  il  vient        t'  =  2t , 

d'où  <=:7r— 4  4-r. 

Maintenant,  pour  exprimer  a?  et  y  en  fonction  de  l'indéterminée  t% 
rapprochons  les  quatre  équations. 

a:  =  22^  +  <, 

y=    <  +  «', 

«  =  7l'  —  *  +  i*, 

«'  ==  2^^ 

L'avant-dernière  devient  <  ==  7  x  2t'  —  4  H-  l',  ou  «  =  15^'  —  4;  ' 
remontant  à  la  seconde,  on  a  j/  =  15«'  ■—  4  +  2f ,  ou  j^  =  171^  —  4  ; 
enfin,  la  première  devient 

a?=:2(17r  — 4)H-15l'  — 4,  ....  ou  «  ==  ftO^*  — 12. 

Ces  deux  formules  reproduisent  l'équation  proposée,  par  l'éliaùna— 
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tîon  de  <';càr,  si  Ton  multiplie  la  première  par  49,  la  seconde  par  17, 
et  qu'on  retranche  le$  deux  résultats  l'un  de  Tautre,  il  vient 

17a?  — Wy  =  — 204  +  196  =  -  a 

On  Toit  d'ailleurs  qu'en  donnant  à  f  des  valeurs  positives  quelcon* 
ques,  on  obtiendra  pour  â?  et  j^des  valeurs  positives;  mais  on  ne  peut 
supposer  f  négatif. 

Soit  r=:    1,        2,        3,        4.  .  .  .  ; 

on  trouve  y  =  13,      30,      47,      64.  ...  ^ 

a:  =  37,      86,    135,    184 

Le  nombres  des  solutions  entières  et  positives  de  l'équation  proposée 
est  donc  infini;  et  le  système  des  plus  petites  est 

a;  r=  37,    V  =  13. 

Ce  système  vérifie  l'équation,  car  on  a 

17  X  37  —  49  X  13  =  629  -637  =  —8. 

Nous  nous  sommes  dispensé,  dans  cet  exemple,  de  reprendre  tous  les 
raisonnements  qui  avaient  été  faits  dans  le  premier,  pour  rendre 
compte  de  toutes  les  opérations;  mais  il  est  facile  aux  commençants  de 
les  reproduire,  en  suivant  pas  à  pas  les  transformations. 

125.  On  peut  résumer  ainsi  la  méthode  précédente; 

Soit  ax  -{-  by  ss  c.  ,  .  (1),  l'équation  qu'il  s'agit  de  résoudre. 
Tirez  de  cette  équation  la  valeur  de  linconnue  qui  a  le  plus  petit  coef- 
ficient, de  X,  par  exemple,  et  effectuez  la  division  autant  que  possible; 
TOUS  obtenez  une  expression  de  œ  en  y,  composée  d'une  partie  entière 
et  d'une  partie  de  forme  fractionnaire  qu'il  faut  tâcher  de  rendre  en- 
tière. Égalez  cette  seconde  partie  à  une  première  indéterminée  i;ilen 
résulte  une  nouvelle  équation  en  j  eti,  que  l'on  peut  nommer  l'équa- 
tion (2),  et  dont  les  coefficients  sont  plus  simples  que  ceux  de  l'équa- 
tion (1)  ;  la  valeur  de  x  se  trouve  d'ailleurs  exprimée  en  fonction 
entière  de  y  et  t,  et  V équation  proposée  résulte  de  l'élimination  de  t  entre 
r équation  (2)  et  V équation  qui  donne  la  valeur  d^ixenj  et  t. 

Tirez  de  V  équation  (2)  la  valeur  de  y,  et  effectuez  la  division  autant 
que  possible.  Égalez  la  partie  fractionnaire  à  une  seconde  indéterminée 
t'  ;  d'oii  il  résulte  une  équation  (3)  en  teti',  plus  simple  que  les  équa^^ 
tions  (1)  et  (2).  La  valeur  de  y  se  trouve  ainsi  exprimée  en  fonction 
entière  de  t  et  V  ;  et  la  proposée  résulte  de  V élimination  de  t  et  t' entre 
r  équation  (3)  et  les  deux  équations  qui  donnent  x  en  fonction  entière 
de  jet  i,  puis  y  en  fonction  erUière  de  t  et  t'. 
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OpirBxsnr  Tiqua^ow  (8)^  comme  ivr  len  i^tttîbn9  (1)  et  (2),  et  eofih 
tinuez  cette  série  d*opérati<m9  jnsqu^àee  qu'enfin  tous  parveniez  dtune 
dernière  équation  entre  deux  iniiterminées  dont  fune  ait  pour  coef- 
ficient  TraiTÉ. 

Meman^z  ensuite  de  cette  demke  é^ptutim  ei/uœ  précédentes  j  et 
àmckez,  par  des  substitutions  successwes,  à  ewprimerx  etjen  f^nch- 
tion  de  la  dernière  indéterminée. 

Vous  obtenez  ainsi  deux  fonnales  à  Taide  desquelles,  en  doimaiit  à 
Findéterminée  restante  des  valeurs  entières  qnelconqueSi  tous  ironvei 
tous  les  systèmes  de  valeurs  entières,  temt  positives  que  négatives^  pro- 
pres à  vérifier  Féquation  aa?  -h  ôt/  =  c. 

8i  Ton  Be  vent  que  des  valeurs  entières  et  positives  pour  x  et  y,  les 
deux  formules  indiquent,  par  leur  composition,  en^  quelles  limites 
doivent  être  comprises  les  valeurs  de  la  dernière  indéterminée,  pour  que 
celte  condition  soit  remplie. 

Remarques.  1"  Le  procédé  qui  vient  d*être  indiqué  doit  toujours 
conduire  à  une  dernière  équation  dans  laquelle  le  coefficient  d'une  des 
indéterminées  est  égal  à  ïunité. 

En  effet,  dans  la  prenûère  opération,,  on.  est  conduit  à  diviser  le  plus 
grand  coefficient  des  deux  inconnues  par  le  plus  petit;  dans  la  seconde^ 
le  plus  petit  coefficient  par  le  ceste  de  leur  division;  dans  lairoisièmei, 
le  premier  reste  par  le  second  reste,  et  ainsi  de  suite,, cestràrdîre  que 
Ton  applique  aux  deux  coefficients  le  procédé  du  commun  divisBur. 
Donc,  puisque,  par  hypothèse,  les  deux  coefficients  sont  premiara  entre 
etix  (n"*  fô2),  on  parviendra  finalement  à.  un  reste  égal  à  l^ qui  servira 
de  coefficient  à  Favant-deruière  des  indéterminées  que  Fou  aura.intto^ 
duites  dans  le  cours  du  calcuL 

S""  Lorsqa'oR  appli<piele  procédé  à  une  éipiatîoB  dans^  laquelle  les 
coefficients<des  deux  inconnues  renferment  an  factettr  commun  ^ufe^kie 
sa  trouve  pas  dans  le  second  menlure, mais  que Vonu!a  pasâ*abord 
apfitçp,  la  suite  des  cakuis  CaitTeconaaitre  ïintposàhUité  Âe  thomàU 
kv  question,  en  nombres  entiocs» 

Soit,  pas  elemple,  FéquotîoB    k9m  -^  3%  «s  11. 

(Le  facteur  7  est  eomnian  aux  coefficieets  de  ■»  et  25  et  «'entre pas 
dans  le  second  membre.  ) 

On  endédmt     y  «  — ^ «  x  H rr—  . 

«v_  ,  14a? — 11 

Posant  — gg —  =3  t,    d  où    y  =  a?  +  r. 
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Tf  4-  if 
Posant— j^; — =:=«',.   d'oà    4?  =  2<  +  r„ 

ur— 11     «,     ,     4 

7  7 

Cette  tontèce  écpation  est  évidemaieat  wi^amble  m  nemires 

entiers  'pour  t  et  t',  puisque  -  est  une  fraction.  Donc  aussi Téquatîon 

pcoposéeest  impossible  en  nombres  entiers  pour  ar  et  y. 
^     126.  Au  reste,  le  procédé  ci-dessus  est  susceptible  de  plusieurs  sm- 
l^^ations  qu'il  est  important  dTntroduire  dans  la  pratique. 
Reprenons  Téquation  déjà  traitée,     17a?  —  k9y  =  —  8  ; 

<m  en  déduit  â'abord  a?  =s      ^""■?, 

17 

<NbserTon8  actueUement  que  49  est  égal  àl/T  x  â  4-  iS*,  ouJien 
encore,  égala  17  X  3  — •  2;  donc -r|!  =  3t/~r|; 

ainsi  la  valeur  de  x  prend  la  forme    œ  =  3y  —  ,- 

et  la   question  est  ramenée  à  trouver  pour  y  un  nombre  enli«r  qui 

rende  enlièi»  re3^)ression -^TTjT—.   Ôr,  cette  expression  revient   à 

2  (tf  -f.  4) 
•     „ — •  ;  mais  les  deux  noxnbces  17  etâ  sont  premiers  entre  eux 

èàatàf  fMiuf.qte ■■■■■  — i  soit  ua  aoinbre entier;  U  fautet  il wjfit 
{Arith,,  n°  132)  que  y  +  4  soil  âiYifiiblÊLpar.l7. 

Posons  donc  ^^^"^  ■  =  t,  t  étant  un  nombre  entier  tout  à  fait  arbi- 
traire; il  en  résulte, *   .  j^  ws .t7>l -^  4, 

et  la  valeur  de  x  devient.   ».    .    .  osr  c=  3^^-^% 
&Qf,ffm^m%  fous  y  sa  ijakwf  ^n^  t,  a?.»r49^— 12. 

CP3)foraulestdo»neirt  ég^ement toutes. le»  solutioi»  entières  delà  pro- 
pdSÉe  ;  c»  l,*élfanio^ioa  de  t  eoUe  ces  deux  équations  reproduit  Téqua- 
tion  17a?— 49t/  =  — 8. 

£a  fai«doi  ft  ^  1, 2, 3,  4.  .  ..  ,  on  trouverait  des  valeurs  entières 
cl  positives  pour  m  et  y;  mais  on  nepeut  supposer  t  négatif  ni  égal  à  o. 

(te;4oit  sentir  de  q«eUe  wnpartiwaiee  jsont  l€3  mtdiûcatiow  précé- 
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dentés,  puisque,  par  leur  moyen,  on  n*a  introduit  qu'une  seuU  indéUr' 
minée  dans  le  cours  du  calcul. 

Ces  modifications  se  rencontrent  dans  presque  tous  les  exemples, 
mais  on  ue  peut  les  expliquer  que  sur  des  équations  particulières;  c'est 
pourquoi  nous  traiterons  encore  les  questions  suivantes  : 

127.  Seconde  question.  Payer  78  /r.  avec  des  pièces  dei  fr,  et  de 
3fr.,  sans  aucune  autre  monnaie. 

Soient  x  le  nombre  de  pièces  de  5  fr.,  et  2^  celui  des  pièces  de  3  fr.; 
on  a  réquation  5x  +  3t^  =  78,  qui  n'admet  que  des  valeurs  entières 
et  positives  comme  solutions  de  la  question. 

lyo  ^_  K-, 

Cette  équation,  résolue  par  rapport  à  y,  donne  y  = 5 — ^, 

o 

2a 

ou,  effectuant  la  division, y  ss  26-^  œ 5., 

ou  bien  encore y  ss  26  — 2a?  +  5. 

3 

En  considérant  la  première  forme  de  la  valeur  de  y,  on  voit  que  la 

valeur  de  y  correspondant  à  une  valeur  entière  de  œ,  ne  peut  être  elle- 

2x 

même  entière  qu'autant  que  Ton  aura  ~  égal  à  un  nombre  entier;  et 

o 

comme  2  est  premier  avec  3,  il  faut  et  il  suffit  (Arith,,  n"^  132)  que  s 

soit  divisible  par  3. 

Soit  donc x  ss  Zt; 

il  en  résulte  y— 26  —  a?  —  2l,  ou  bien .    .  .    .  y=26  — 5f. 

Si  l'on  considère  la  seconde  valeur,  on  voit  de  suite  que  x  doit  être 
un  multiple  de  3,  ce  qui  donne  â?  =  3^, 
d'où  résulte  encore  y  ^=26  —  2x  +  <j  ou  j/  =^  26  —  5<. 

Ces  deux  formules  montrent  que  t  doit  être  positif  et  ne  peut  avoir 

une  valeur  plus  grande  que  —,  ou  5  -. 
5  o 

'  Soit  donc       r  =    0,      1,      2,      3,      4,      5; 

il  en  résulte      a?  =    0,      3,      6,      9,    12,    15, 

y  =  26,    21,    16,    11,      6,      1. 

Ainsi,  Ton  peut  satisfaire  à  la  question  de  six  manières  différentes, 
savoir  :  avec  26  pièces  de  3  fr.,  sans  aucune  pièce  de  S  fr.  ;  avec  21 
pièces  de  3  fr.  et  3  pièces  de  5  fr.  ;  avec  16  pièces  de  3  fr.  et  6  pièces 
de  S  f r.  ;  et  ainsi  de  suite. 

Tboisièmb  problème.  Trouver  un  nombre  qui,  étant  divisé  par  39, 
donne  le  reste  16,  et  divisé  par  56,  donne  le  reste  27. 

Soit  N  le  nombre  cherché,  Appelons  d'ailleurs  o;  et  jf  les  quotients 
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entiers  de  N  dl?i$é  snccessirement  par  39  et  56.  Oo  a  les  deux  équa- 
tions 

N==39iP-fl6    et    N=r86y  +  27; 
ce  qui  donne  39a?  -I-  16  =  56y  -f  27, 

ou,  réduisant,  39x  —  S6y  a  11 .  .  .     (1); 

et  la  question  est  ramenée  à  résoudre  celle-ci  en  nombres  entiers. 

On  en  déduilo?  «  •-2_ =  y  4. .-.£_ — ^ 

ou  bien  encore, a?=r2y—i—^^gg -i^^^y ^-^ ^ 

(On  prend  ici  le  quotient  par  excès,  parce  qu'on  s'aperçoit  que  le 
facteur  11  peut  être  mis  en  évidence  dans  le  numérateur  de  la  fraction») 

Comme,  dans  l'expression  — ^-^ •' ,  le  facteur  11  est  premier 

arec  39,  pour  que  cette  expression  soit  un  nombre  entier,  il  faut  et  il 

suffît  que  2y  —  1  soit  divbible  par  39. 

2v— 1 
Posons  donc  --^«5-  =  t,  il  en  résulte  2y  —  39/  =  1  .  .  .  .  (2); 

et  par  conséquent •.â?=s2y—  lit 

39l  +1  1+1 

L'équation  (2)  donne       y  =  — - —  =  19/  +•  —^; 

posant  — ^ —  s=  I*,  on  obtient  l'équation  /  =  2/'  —  1, 

et  y^  m  -f.  r,  d'où  y  =  39*'  — 19. 

£n  reportant  cette  valeur  de  y  et  celle  de  I  dans  l'expression  de  (t, 
on  trouverait  œ  =3  56l'  —  27.  Mais  cette  substitution  est  inutile  ;  car 
puisque  N  est  l'inconnue  principale  du  problème  {s  et  y  ne  sont  ici  que 
des  inconnuei  auxiliaires)  et  que  l'on  a  N  =  56j^  +  27,  il  suffit  de 
remplacer,  dans  cette  équation,  y  par  sa  valeur,  ce  qui  donne 

N  =:  56  (39r  —  19)  -h  27,  ou,  réduisant,  N  =  2184/'  —  1037. 

On  reconnaît,  à  l'inspection  de  cette  formule,  que  t  peut  avoir  une 
valeur  positive  quelconque;  mais  il  ne  peut  être  négatif. 

Soit  f  =  1;  il  en  résulte  N  =  2184  —  1037  =»  1147. 

Ce  nombre  1147  est  le  plus  petit  de  tous  les  nombres  entiers  positifs 
susceptibles  desatbfaire  à  l'énoncé. 

Observons  d'ailleurs  que,  du  moment  où  l'on  a  reconnu  que  1147 
satisfait  à  l'énoncé,  on  est  certain  que  toutes  les  autres  valeurs  de  N, 
correspondant  à  /'  55  2,  3, 4,  •   .   .  y  satisfont  également.  En  effet, 
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dans  la  formule  N  =  2184^'  —  1037,  le  nombre  2184  étant  égal.à 
39  X  56,  les  hypothèses  i  =  2,  3,  4,  .  .  .  donneront  pour  N  des 
multiples  de  21S4,  on  de  39  et  de  56,  augmentés  de  1147;  d'où  il  suit 
que  ces  valeurs  de  N,  difisées  resp^ivement  par  39  et  5B»  doivent 
donner  les  mêmes  restes  que*  1 14T. 

iVl'jB.  Les  artôfices  de  calcul  aiuufuekiioiiSfiiTODS  en  rsootaBidans'ia 
résolution  des  ques^ons  précédentes  supposent  de  l'habitude;  mais  nous 
ne  saurions  trop  en  recommander  Tusage,  parce  qu'ils  abrègent  beau* 
coup  la  détermination  des  valeurs  de  x.  et  de  y. 

128*  Si  Ton  compare  les  formules  propres  à  donner  tous  lès  systèmes 
de  valeurs  de  x  et  de  y,  dans  les  diverses  questions  q|ie  nous^  avons 
traitées  jusqu'à  présent,  aux  équations  de  ces  problènœs,.  on  peutfacj^- 
lement  reconnaître  qu'elles  jouissent  de^  cette  propriété  commune  :  Les 
weffments  dû  rùMUrminée  qtd  entre  dans- ter fbrmultSy  «ont Tédpro— 
quement  les  mêmes  (au  sigàe  près  pour  l'un  des  deux),  que  les  co^ffir' 
dents  dont  les  inconnues  xetj  sont  affectées  dans  l' équation  propatéd; 
c'est-à-dire  que,  dans  la  valeur  de  a?,  le  coeflScientde  l'indéterminée  est 
^1  au  coejfkient  dontj  est  affecté  dans  T équation,  et  dans  la  videur 
de  t/,  le  coefficient  de  l'indéterminée  est  égal  au  coefficient  de  x  dans 
V équation,  pris  en  signe  contraire;  ou  réciproquement  (quant  aux  signes 
des  deux  coefficients)^ 

Pour  démontrer  celte  propriété,  reprenons  l'équation  générale 

a»  4-  ô^  =  CL  .  .   •  (1), 

et  supposons  qu'après  avoir  appliqué  la  méthode,  on  soit  parvenu  aux 
deux  formules 

a?:=si»ft4.Â.  .    .(2),    y  =rfif  ^  »:   .   .(S). 

Nous  observerons  d'abord  que,  dans  ces  formules,  les  coefficients 
wetn  doivent  être  premiers  entre  eux;  car  s'ils  avaient  un  facteur 
xomrnun,  et  que  l'on  eût,  par  exemple,  m  =  m%  n  =  n%  les  formules 
deviendraient 

m=rm'k  .  t+A,    y^nTE  .  r-fB; 

t- 
et  en  posant  f  =  --,  on  obtiendrait 

X  =  mT  H-  A,    y  =  nY  +  B; 

d'où  il  suivrait  qu'à  une  valeur  fractionnaire  t  ^  ^,  9  corrcspoffdrdt 
dtes  valeurs  entières  de  x  et  de  y,  tandis  que,  d'après  la  nature  de  Ja 
méthode,  ttmtes  les  indéterminées  introduites  dansle  cours  du  calcul  ne 
peuvent  recevoir  que  des  valeurs  entières. 
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Cdk  posé,  l«arTdeurs'{2)  et  (S)  devant  vérfflerréqiwHon  (1),  qud- 
qoe  yaleur  euSère  qu'on  ddBnKÀ*^- ou  m  DéceasairaiifiAt 

a  (m<  +  A)  4- à  (^-^  B)  »c, 

ou,  en  déTeloppant  et  ordonnant  par  rapport  à  f, 

(  am  +  fm]  «  +  aA  -|-  ôB  =  c. 

Mais,  comme  la  supposition  de  t  ==  0,  dans  les  formules  (2)  et  (3) , 
donne  w  tm  A^y^B,  cBi'Té^ms^oivmt former  uni sj^tëmepaiti- 
«kiier;  »iMi,  Ton  a  sépanimentc^A  4-  6B  ^  c;  donc  l'égalité  préeé^ 
dente»  réduite 

Or,  pour  que  cette  égalité  soit  satisfaite  pour  toute  valeur  entière  attri- 
buée à  t,  il  faut  que  Ton  ait 

am-h  bns=  0,    d*où    —  =  —  -  • 
m  6^ 

et  puisqu'on  a  déjà  reconnu,  quetn  et  n:sont  picmxBr»  «ntro  eov,  aussi 
bien  que  a  et  6,  on  doit  avoir  [Arithm, ,  n°  157) 
n  =i  a,  iîir=  —  by 

ou  bien,  n  =  —  a,'  m=:  b. 

129.  On  peut,  au  reste,  donner  de  cette  propriété  une  démonstration 
qui  soit  tout  à  fait  indépendante  de  la  méthode  qu'on  a  suivie  pour 
obtenir  les  valeurs  de  x  et  de^. 

Soit  toujours  l'équation  proposée 

cm  +  ôif'Œ=  e.  .    .  (1)> 
etsapposons  que,  par  un  moyen  quelconque,  on  ait  trouvé 

pour  une  première  solution  en  nombres  entiers  (positifs  ou  négatifs}; 
je  dis  que  toutes  les  autres  solutions  sont  comprises  dans  les  deux 
formules 

^  désignant  un  nombre  entier  tout  à  fait  arbitraire. 

En  effet,  puisque  a  et  €  forment  un  premier  «ystàme  de  vdetrrs  de 
*  et  de  y,  en  nombres  entiers,  on  a  l'égalité 

a»-irbé=:c.  ,   .  (2)* 

Relmtmbant  cette  égaKté,  membre  à  membre,  de  féquatioit  {1)V  ^^ 
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qui  revient  à  mettre  pour  c  sa  valeur  aa  +  66  s  c>  on  obtient 

a(a?  — «)  +  ô{y— 6)  =0.   .   .(3), 

équation  qui  peut  remplace^  la  proposée. 
Or,  réquation  (3)  révient  à  celle-ci  : 

6  (y -g) 

a?  —  a  =  — — —  ; 
a 

et  pour  que  la  valeur  de  œ  correspondant  à  une  valeur  entière  de  y, 
soit  elle  -même  entière,  il  faut  et  il  suffît  que  6  (y  —  6)  soit  divisible 
par  a;  mais  on  sait  {n^  122)  que  les  coefficients  a  et  6  sont  premiers 
entre  eux  (autrement  Téquation  ne  serait  pas  résoluble  ea  nombres 
entiers);  donc,  en  vertu  du  principe  établi  en  Arithmitique  {a?  132), 
il  faut  et  il  suffit  que  y  —  6  soit  un  multiple  de  a. 

Posons  donc y  —  ^^  atf 

il  en  résulte x — «  ss  —  6l; 

et  de  ces  deux  équations  on  déduit  évidemment 

y  =  6  +  af, 
«  =  «  —  6t 

Comme  le  signe  de  t  est  tout  à  fait  indéterminé,  on  peut  changer  t 
en  —  t  dans  ces  formules,  et  il  vient  encore 

y  =  6  —  al, 
œ  ss  a+  bt. 

n  est  aisé  de  vérifier  que»  quelle  que  soit  la  valeur  de  t,  en  nombres 
entiers,  les  valeurs  y  =  6  +  a^,  a?  =  a  —  (I,  satisfont  à  la  proposée. 
En  effet,  si  on  les  substitue  dans  cette  équation,  on  trouve 

a  (a  —  bt) -^  b  {€  +  at)  ss  e,    ou  réduisant,    aa  +  66  s=  e, 

égalité  vérifiée,  puisque  a  et  6  forment,  par  hypothèse,  une  solulion 
de  la  proposée. 
130.  Consiquenee.  Si,  dans  les  formules 

j  «  e  +  al,    0?  =:  «  —  il, 

on  fait  successivement 

1  =  0,   1,    2,    3,    *.  ..,    et    ^=1  — 1,— 2,  — 3.  .  .  , 

elles  deviennent 

y=6,€  +  a,6  +  2a,e+3a...l       U  =  6  — a,e— 2a,6— Sa,.., 
a?««,«—ô,a— 26,«— 36...(  ®   io?  =  «  + 6,a  + 26,«4- 36. 


çj  U=6  — a,e— 2a,( 
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D'où  Ton  voit  qae  toutes  les  solutions  entières,  positives  ou  négatives, 
de  la  proposée,  forment  deuœprogressions  par  différence,  dont  la  raison 
est,  pour  les  valeurs  de  x,  le  coefficient  dont  y  est  affecté  dans  Véqua^ 
tion^  et  pour  les  valeurs  de  y,  le  coefficient  dont  x  est  affecté  dans  la 
mhne  équation. 

131.  AuTBE  MÉTHODE.  Il  fésulte  de  l'analyse  du  n^"  129,  que  toute  la 
difficulté,  pour  résoudre  complètement  l'équation  ax -i-  by  =  c,  con- 
siste à  trouver  une  première  solution,  puisqu'on  peut  ensuite  obtenir 
toutes  les  autres  au  moyen  des  formules 

y  =  €  -#-  al, .  a?  =s  a  —  6l. 

Cette  considération  conduit  à  une  seconde  méthode  pour  résoudre 
l'équation  Indéterminée.  Elle  repose  sur  les  propriétés  élémentaires  des 
fractions  continues. 

Soit,  pour  premier  exemple,  l'équation  (déjà  traitée  n^  124*) 

ilx  —  49ti  =  —  8.. 


17 

Si  l'on  convertit  tq  en  fraction  continue  {Arith.y  n»  167  ) ,  et  qu'on 

forme  les  réduites  {Anth,,  n®  169)  on  obtient  les  fractions 

0   1   1  ^  17 
ï'  2*  3'  23'  49* 

Or,  on  sait  (Arith.,  n*>  171)  que  le  numérateur  de  la  différence 

entre  deux  réduites  consécutives  est  égal  à  +  1  «i  laréduite  de  laquelle 

on  retranche  est  de  rang  pair,  et  à  —  i  si  cette,  réduite  est  de  rang 

impair. 

17 
Donc,  comme  —  est  de  rang  impair,  on  doit  avoir 
49 

(égalité  qui  peut  d'ailleurs  se  vérifier  immédiatement). 

Cela  posé,  multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  vérifiée 
par  8,  c'est-à-dire  par  le  second  membre  de  la  proposée,  pris  en  signe 
contraire;  il  vient 

17  X  (23  X  8)— 49x  (8x  8)  =  — 8, 
ou  17  X  184  —  49  X  64  =  —8, 

égalité  qui  est  encore  exacte,  et  qui  ne  diffère  delà  proposée  qu'en  ce 
que  184  remplace  x,  et  64  remplace  y;  d'où  l'on  voit  que  la  proposée 
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est  nécessairemenl  fiatisfaite  par 

yt=^6h    et    w^iSi. 

Cette  première  solution  étant  trouvée,  on  a  (n°  129),  pourAétemûoer 
les  autres,  les  formules 

j/  =  64  +  17^;,    ^  =  184  +  k9L 

Si  Ton  ne  Teut  que  des  valeurs  entières  et  posilivei^ilfaul  siqipoier 
t  positif,  ou  égal  à  0,  —  1,  —  2,  —  3.  L*hjpothèse  i  =—  3rdoaiie 
iP  =  W,  y  =  13;  c^estleplus^elit  système  trouvé  n^-iai. 

132.  Pour  généraliser^  supposons  que  l'équation  à  résoudre  soit 
fldP  — %=«  c.   .    .      (1), 
a  et  (  étant  deux  nombres  absolus,  mais  c  pouvant  être  positif  on 
nfégatif. 

Convertissons  en  fraction  continue  r>,  qui,  par  sa  natmre, 'doit  être 

b 

irréductiWe  (n°122),  et  ïbrmons  les  réduites  consécutives  ;  la  dernière 
est  -,  et  Tavant-dernière  peut  être  représentée  par  ^,;  ce  qui  donne  la 

rdatMa 

uKm' — b  x^~2tl; 

savoir  :  +  1  si  la  réduite  -  est  de  rang  pair,  et  —  1  si  cette  réduite  est 

de  rang  impair. 
AdnrottoDS,  yom-  tm  tintant,   qu^efie  soit  de  rang  pair;  on   a 

té^aiUésvérifié^ ,     a  X  m*(î  — 6  X  w  =  +  1  ; 

mxdtiplicmB^seB 'deox  membres  par 

c;  il  vient a  X  w'  —  6  X  «ic  =  c, 

résultat  qui  ne  diffère  de  Téguaiion  ax^-l^jf^s:  q^ 

qu'en  ce  que  x  et  y  sont  remplacés  par  m'c  et  wu^rdonc  x  =  m'c, 
y  z=s  me  forment  une  solution  de  l'équation. 

Si  la  réduite  -  est  de  rang  impair,  on  a  o  x  m'  -^6  x  «  =  -—  1^ 

0 

d'oi^,.mnltjpliant*par  — .c,  a  X  (  — fii'c)— -^  x  ( — mw)  =  c. 
Comparant  .cette  ^égaUt^  vémfiée.ftrfic  J'èqoation'iiœ— -6f^  »  c,  im  en 
conclut  a?  sr:  —  m'c,  y  =  —  tnc,  pour  solution. 

Si  l'équation  est  de  la  forme    .aa?  +  ^2/=^» 
c'est-à-dire  si  les  deux  coeffi- 
cients a  et  6  sont  de  même  signe, 
on  jfwX.  h^  moMat  nA.  llécrif e 
ainsi:  ,  •   .. ^  .„  ,  „,..  ..  ^    «Mpt^-^fr  x  (— î^)'«p'e; 
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Sis  ioTs^  m  iûtman^,  comme 
ci-dessm,  Tégalité.  ......    ax  m'jo-^h  x  mt  ==  c, 

oa  bien  celle-ci a— X  (wj;)  —  Ax,(— inç)=:i;, 

on  pourra  conclure  que  a?  =  m'c,  y  =  ^^rnc,  ou 

j;  =  —  tn'Cf  yss  me  fonnent^me  sdtrtion  de  réqna^n. 

JUiifij^iqiidle4oe<foUi*^Qatioiiiprq9Qsé€^ionjpQut.touj^ 
des  fractions  continues,  obtenir  une  première  soh^jmÂQ  ^Ue  éqmr 
Uûn^î.etlfisfbrmiiks  !/«=:€  -^atyJXi.^.Jk^ibtrdMmm  enaàteimites 
les  autres. 

133.  Applîqnons'CettemfitbofléàtinnonTJel'cxcmifle. 

J5oitàj:ésauike.riquatioa 

29 
iLainKlion  ^y ,  coDîevIie  en  feactkud  tOdaUnufi^  donne  (pour  Ses 

,,  .,  ,  ^.  1  2  &  12  29 

i«hiitfis«oiiMciiti?e6^,    j^.j,  ^_,^. 

D'où  résulte  ïégaîité  vérifiée    29  x  '7  —  17  x  12  s=^  —  1, 

29 

(  ici  la  jréduite  —  est  deiFmg^  impair  ) . 

Multiplions  les  deux  membres  de  celte  égflifé  par  —  250;  il  vient 
29  X  .(  ~  17S0)^17  K  (^âODO.)  «  259;; 
mais  la  proposée  peut  être  écrite  tiinsi  : 

29  X  a?-17x  (— 1^)=250. 
Broil'onTOit  ç»;«  =s  —  1350^  y.^  âOOfl,  Jormcntiunew/titio», 

Les  formulesdevîennent  alors  i^      f^  +  ^^' 

^  a?  =  — 1750  —  17r. 

Si  Ton  ne  veut  lenûr  compte  que  des  solutions  ea  .nombres  entiers 
9t  ,iiQsiUf%.  U  faut  su{^o&er  i  négatif  ;  ainsi,  changeant  ie  signe  de  (, 
on  a  K  =5  3000.—  2&,  ^  «:  —  1750  +  17i/  et  il  est  évident 
que  les  valeurs  de  ^.  et  ide  y  .ne  seront  positives  gu'^tant.  que 


l^anra    ^ ^ > JJJj!' d'où 


on  effiafaiai4lc»dt«iBiMs>  .i>lQ2^^inai8i<iliQ8^ 
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i  sa  103  est  la  seule  valear  de  rindétenninée  qai  rende  xeiy  positifs. 
Pour  t  =  103,  on  trouve  a?  =  1,  y  =  13,  valeurs  qui,  substituée» 
dans  réquatioD,  donnent 

29  X  1  +  17  X  13  =  29  +  221  =  250. 

On  voit  avec  quelle  précision  la  méthode  précédente  donne  toutes  les 

solutions  de  l'équation.     ^ 

134*.  Dans  quelques  circonstances,  la  première  solution  peut  s*ob- 

a 
tenir  sans  que  l'on  soit  obligé  de  convertir  -  en  fraction  continue. 

1®  Si  Fun  des  deux  coefficients  a  et  6  est  un  sous-^ultiple  exact  de  la 
quantité  toute  connue  c,  Téquation  donne  sur-le-champ  une  première 
solution. 

Soit,  par  exemple,  Téquation  5âp  +  3y  =  78,  le  coefficient  3  di- 
vise 78  et  donne  pour  quotient  26. 

Donc,  si  Ton  pose  â?  =  0  et  j^  a  26,  Féquatlon  est  satisfaite;  car 

elledevient  5x0  +  3x26=  78; 


les  autres  solutions  se  trouvent  dans  les  formules 


(a?=  3^, 

|y  =  26  — 8/. 


Soit  encore  l'équation  12a?  +  35y  =  156. 

Le  nombre  156  est  divisible  par  12,  et  donne  pour  quotient  13; 
ainsi,  j^  =  0,  â?  =  13,  forment  un  premier  système;  et  Ton  a  pour  les 
autres,  y  =  1%  a?  =  13  —  35<. 

2»  Toutes  les  fois  que,  d'après  Tinspeclion  de  l'équation,  on  recon- 
naît que  la  somme  ou  la  différence  des  coefficients  a  et  b,  multipliés 
respectivement  par  deux  nombres  entiers  convenables,  donne  un  sous- 
multiple  du  second  membre,  la  première  solution  s'obtient  encore  sur- 
le-champ. 

Soit,  par  exemple  Téqualion  -  25a?  —  16y  =  12, 

Comme  en  faisant  a?  =  2,  y  =  3,  on  trouve  25  x2  —  16x3  =  2, 
multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  vérifiée^  par  6,  quotient 
de  12  par  2;  il  vient  25  x  12  —  16  x  18  =  12.  D'où  l'on  peut 
conclure  que  or  =  12,  y  =  18,  satisfont  à  la  proposée. 

Soit  encore  l'équation  1 3a:  —  V7y  =  0  ; 

elle  est  évidemment  satisfaite  par  y  =z  0^     x  •=:  0. 

Ainsi,  les  formules  générales  sont  y  =  47f,  y  =  i3t. 

Au  reste,  ces  moyens  de  trouver  une  première  solution  ne  sont  que 
des  moyens  particuliers  à  certaines  équations,  tandis  que  la  conversion 
en  fraction  continue  est  un  moyen  toujours  certain  pour  y  parvenir. 

Nous  engageons  les  commençants  à  se  familiariser  également  avec 
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les  deux  méthodes  que  nous  Tenons  d'exposer^  pour  résoudre  Téqua- 
lion  ax  -{-by  ^  e. 

135.  A  la  seule  inspection  des  signes  de  Téquation  ax-^hy  s&  c, 
on  reconnaît  si  le  nombre  des  solutions  en  nomfires  entiers  et  positifs 
est  limité  ou  infini. 

1»  Toutes  les  fois  que  b  est  positif  (a  peut  toujours  être  supposé  tel) 
le  nombre  des  solutions  est  limité. 

En  effet,  on  déduit  de  Téquation,  x  =  ■■  ""     . 

a 

Cela  posé ,  si  c  est  négatif,  quelque  valeur  positive  que  Von  donne 
à  y,  la  valeur  de  x  correspondante  sera  négative;  ainsi,  dans  ce  cas, 
l'équation  n'admet  aucune  solution. 

Si  c  est  positif,  on  ne  peut  donner  à  y  des  valeurs  positives  plus 

grandes  que  -,  autrement  x  serait  négatif;  d'ailleurs,  à  la  plus  grande 

valeur  de  y  correspond  la  plus  petite  pour  x,  et  réciproquement; 
donc,  etc. 

2°  Toutes  les  fois  que  b  est  négatif,  quel  que  soit  le  signe  de  c,  le 
nombre  des  solutions  est  illimité. 

En  effet,  les  formules  Jr  =  a  —  bt,  y  =  g  +  a<  deviennent,  lors- 
qu'on met  le  signe  de  b  en  évidendence,  <      ^  *         ' 

Or^  en  admettant  le  cas  le  plus  défavorable ,  celui  où  a  et  6  sont 
deux  nombres  négatifs,  il  suffît,  pour  que  x  eiy  soient  positifs,  de  sup- 
poser à  (  des  valeurs  positives,  numériquement  plus  grandes  que  celles 

dér:  et-..  Ainsi,  l'on  peut  donner  à  t  des  valeurs  entières  quelconques 
0     a 

au-dessus  de  ces  deux  quotients. 

Dans^l'bypothèse  où  a,  6,  c,  sont  positifs  à  la  fois,  on  peut  toujours 

fixer  les  limites  entre  lesquelles  doivent  être  comprises  les  valeurs  de 

Tindéterminée  t.  Il  suiEt,  pour  cela,  de  poser^  dans  les  deux  formules 

qui  sont  alors 

y  ss  ^  -i-  atf    ^  =  a  —  bt, 

les  inégalités  6  +  af  >  0>    a  —  6<  >  0. 

6  a 

d'où  l'on  déduit  (n^  105)    t> ,    mais  t  <  - . 

a  0 

Lorsque  ces  deux  inégalités  ne  s'accordent  pas,  c'est  une  preuve  que 
Tcquation  n'admet  aucune  solution  en  nombres  entiers  et  positifs;  mais 
si  elles  s'accordent,  le  nombre  des  valeurs  entières  qu'on  peut  attribuer 

9 
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à  f  entre  les  deux  limites et  -,  exprime  le  nombre  total  des  sola- 

a      0 

tiitts. 
iV.  B.  €ommé  la  différence  entre  la  limite  supérieure  -  et  la  limite 

inférieure .est ; —  ou  -r  (à  cause  de  la  relation 

a  ah  ah^ 

aa,  +  6g  =  c),  il  s'ensuit  que  ^i>ttig  4-  i  i(^< exprimant  la  partie 

entière  du  qo<>tient4&  C'par{a&)>^tfle  Mttxmiardamombre  (total  des 
soUitions. 


§  II.  Des  Équations  et  problèmes  à  trois  ou  à  un  plus  grand 
nombre  d'inconnues. 

136.  Considérons  d'abord  le  cas  de  deux  équations  à  trois  inam-^ 

nues. 

Soit,    pour   premier   exemple,    le  >  système   de  deux  équaftions 

8a?  +  4y  +   z^  272.  .   .  (1), 
^x  -f  9t/  4-  3z  =  .656.  .   .  (2), 

dans  Tune  desquelles  l'inconnue  z  est  affectée  d'un  coefficient  égal  à 
l'unité.  Commençons  par  l'éliminer. 

Pour  cela,  multiplions  la  première  équation  par  3,  et  retranchons 
la  seconde  du  résultat;  il  vient  7a?  +  3^  160.  .  .  (3),  équation 
qui  peut  remplacer  l'équation  (2). 

Appliquant  à    l'équation  (3)  la  première  méthode,   on    trouve 

0?=    1  au  51, 

Reportant  ces  deux  expressions  de  ar  et 
de  y  dans  la  première  équation,  on  obtient 
5  { 1  —  3()  +  4  (^1  +  70  +  -J=  272,-ou 
réduisant, •       ^  =  fiS'—^âdl. 


les  deux  formules | 


Les  trois  inconnues  se  trouvent  actuellement  exprimées  tn^fmoiifm 
entière  de  l'indéterminée  t,  Âinsi>  en  donnant  à  <  des  valeurs  entières 
quelconques,  on  en  obtiendra  de  semblables  pour  x^y^z;  etces.valturs 
satisferont  aux  deux  équations  proposées;  car,  d'après  ce  qui  vient 
d'ctre  dit,  le  système  des  trois  formules  équivaut  aux>  deux  équations. 
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éodeot  ,qa»  i  oe  peat  être  rposiiif,  car  ,ar  sentit  négatif;  mais  on  peut 

51  2 

supposer  ts=  0,-1,  —  2.  .  .  ,  jusqu'à  ^=  —  —  ou  — 7  -. 

Faisant  donc  <=  0,^—  1,  _  2,  —  3,  —  4-,  —  5,  —  6,  —7, 

/  a^«    1,    4,    7,    iO,    18,    16,    19,    22; 

onlrouve.  .  .  {  u^  ^7  ^y  37,    30,    23,    16,      9,      2; 

\  )r»i6S,  76,  89,  102,-115,  128,  IM,  154; 

d'où  l'on  voit  que  le  problème  est  susceptible  de  huit  solutions  dif^ 
férentes. 

137.  Soient;  pour  nouvel  exemple^Ies  équations 

Sm*^  iTy  r^kz^  122,  .  .  (1), 
llir  +  8^— 6*=d45.   .   .(2). 

Pour  éliminer  z  entre  ces  deux  équations,  multiplions  la  première 
par  3  etla  seconde*pat  2,  puis  ajoutons  les  résultats  membre  à  membre; 
il  vient kOœ  +  S7y  =  656.  .  .  (3),  équation  pour  laquelle 

(   a?  =  37t  +  9, 
on  trouTe,*d'après  la  première  méthode,  .  .   .   .   j      ^^ ,^ 

Reportant  ces  expressions  de  a?  et  de  y  dans  l'équation  (1),  on 

obtient 6  (87<  -H  9)  4-  7  (8  —  40l)  +  4ir=  122, 

ou,'e£EectuantIes'calculs  etTédufsant,'2ir — 29r  =  6.   .   .  (4). 

Ici  l'inconnue  g  n'est  pas,  comme  les  deux  autres  x  et  y,  exprimée 
en  fonction  «ntière  de  l'indéterminée. t  Ainsi,  il  faut  encore  appliquer 
à  l'équation  (4)  l'une  des  deux  méthodes  connues. 

tt  =  2t\ 
Z=s  JSdt  +  0« 

C(Hmae-  d'ailleurs,  toute  valeur  entière  de  I,  substituée  dans  les  exprès-* 
siotts  de  xp  et  de  t/,  en  donnera  de  semblables  pour  ces  inconnues,  il 
s'ensuit  que,  si  l'on  7  met  2t'  à  la  place  de  <,  on  obtiendra  les  deux 

X  =  741'  +  9,  . 


fonodes.  ••••.• a  ^ 

y=8    — 80f, 

qui,.réunies  à  la  suivante jar=:29<'4-3, 

comprendront  ious  les  systèmes  de  valeurs  entières  de  x^  y^  z,  propres 
à  vériGer  les  équations  proposées. 

Si  l'on  ne  veut  que  des  solutions  dtr«c^«,  il  est  visible  que  l' ne  peut 
être  positifi  puisqu'alors  «^serait  négatif;  et  t'  ne  peut  étrenégatifj 
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puisque  x  ei  s  seraient  négatifs.  Mais  l'hypothèse  t'  »  0  donne 
9  ss9^y  ss8,z  s=s3;  donc  ce  système  est  le  seul  qui  satifasse  aux 
deux  équations. 

En  résumant  la  marche  précédente,  on  en  conclut  celte  règle  géné- 
rale :  Éliminez  Vune  des  inconnues  entre  les  équations  proposées,  et 
cherchez  pour  l'équation  résultant  de  cette  élimirtation,  les  formules  qui 
donnent  les  deux  inconnues  qui  y  entrent^  en  fonction  entière  d'une 
indéterminée  t.  Substituez  ces  expressions  dans  Vune  des  équations 
proposées,  ce  qui  donne  une  nouvelle  équation  ne  renfermant  plus 
que  t  et  l'inconnue  que  l'on  avait  d'abord  éliminée.  Déterminez,  pour 
cette  nouvelle  équation,  les  deux  formules  qui  donnent  les  expressions 
des  deux  inconnues  qui  y  entrent,  en  fonction  entière  d*une  seconde 
indéterminée  t'.  Substituez  enfin  V expression  de  i  dans  celles  des  deux 
premières  inconnues.  Les  valeurs  des  trois  inconnues  se  trouvent  ainsi 
exprimées  en  fonction  entière  de  t';  et  il  ne  s'agit  plus,  après  cela,  qucf 
de  déterminer  pour  t' les  limites  entre  lesquelles  ces  valeurs  doivent  se 
trouver  pour  que  celles  des  inconnues  principales  soient  entières  et 
positives. 

iV.  B,  Toutes  les  fois  que  Tune  des  inconnues  a  pour  coefficient 
Tunité  dans  Tune  des  équations,  il  est  plus  simple  d'éliminer  cette 
inconnue,  parce  qu'après  avoir  exprimé  les  deux  autres  en  fonction 
entière  d'une  même  indéterminée,  si  Ton  reporte  ces  valeurs  dans 
l'équation  où  la  troisième  inconnue  est  affectée  d'un  coefficient  égal  à 
l'unité,  on  obtient  immédiatement  celte  troisième  inconnue  en  fonction 
entière  de  la  même  indéterminée;  ainsi,  dans  ce  cas,  une  seule  opé- 
ration est  suffisante.  Les  deux  équations  du  n?  136  en  ont  offert  on 
exemple. 

138.  Voici  la  marche  qu'il  faut  suivre  pour  trois  équations  à  qaatre 
inconnues  :  Après  avoir  éliminé  Vune  des  inconnues,  on  exprime,  à 
l'aide  des  deux  équations  résultantes,  et  diaprés  ce  qui  vient  d'être  dit, 
les  trois  autres  inconnues  en  fonction  entière  d'une  même  indéter^ 
minée;  et  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  Vune  des  équations  proposées. 
Si,  dans  la  nouvelle  équation,  les  coefficients  des  deux  inconnues  qui  y 
entrent  sont  différents  de  Vunité,  on  établit  deux  formules  qui  donnent 
ces  inconnues  en  fonction  entière  d'une  seconde  indéterminée;  puis  on 
remplace,  dans  les  expressions  des  trois  premières  inconnues,  la  valeur 
de  la  première  indéteiminée  en  fonction  de  la  seconde,  et  Von  obtient 
ainsi  les  quatre  inconnues  primitives  en  fonction  entière  de  la  seconde 
indéterminée. 

Même  raisonnement  pour  quatre  équations  à  cinq  inconnues,  etc. 

Nous  proposerons,  pour  exercice,  les  questions  suivantes. 
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Troisième  question.  Un  monnayeur  a  trois  sortes  i argent.  Sur  8 
onces  ou  1  marc,  la  première  contient  7  onces  d'argent  fin,  la  seconde 

1  1 

Son  -,  et  la  troisième  kon  -.  //  veut  faire  un, alliage  de  30  marcs  pesant, 

qui  contienne  6  onces  dargerU  sur  8.  Combien  (en  nombres  entiers) 
doU^il prendre  de  marcs  de  chaque  sorte? 

t   a?  =  10,    12,    14,    16,    18, 

Réponse.     \   y  =  20,    15,    10,      5,      0, 

1^=0,      3,    6,       9,    12, 

c'est-à-dire  cinq  solutions,  en  admettant  0  pour  valears  de 
y  et  de  ^. 

QuATRiJbiiE  QUESTION.  TrouvêT  trois  nombres  entiers  tels  que  la 
somme  de  leurs  produits  respectifs  par  les  nombres  3,  5,  7,  soit  égale 
à  560,  et  que  la  somme  de  leurs  produits  par  les  carrés  9, 25,  h9,  soit 
égaleàW2Q. 

(y  a?  =  15,  50  \  \ 

Réponse,  l  y  =  82,  40  l,  c'est-à-dire  d^uo;  solutions.  | 
W  =  15,  30  )  / 

Cinquième  question.  Trouver  un  nombre  entier  N  qui,  étant  divisé 
par  11,  dorme  le  reste  3;  dipisé  par  19,  (Confie  le  reste  S  ;  et  divisé  par 
29,  donne  le  reste  10. 

f  Rép.  N  =  4128  +  6061^,  fêtant  entier;  en  sorte  que  4128  est\ 
\le  plus  petit  nombre  entier  absolu  qui  satisfait  à  l'énoncé.  J 

Sixième  question.  Trouver  pour  x  un  nombre  tel,  que  les  expressions 

3aî— 10      lia?  4- 8      16a;— 1      .    ^^  .  ^.      ^ 

— —, — ,    r- — ,     — z —  soient  des  nombres  entiers  ? 

7  17  5 

(  Rép.  œ  =  211 -{-bdôt.  ) 

139.  Si,  dans  la  sixième  question,  on  désigne  par  y,  z,  et  t;,  les  quo- 

,.       3a?  — 10  lia?  4- 8  16a;- 1  ,     ,       .       ^ 

tienls = ,  — -rz — , r — ,  on  a  pour  les  équations  du  pro- 
blème, 3a;  —  10  =  ly,  lia;  +  8  =  I7z,  16a;  —  1  =5tj;  ou  bien 
3a;  —  7y  =  10,  lia?  —  17^  =  — •  8,  16a?  —  5i?  =  1.  Il  faudrait  donc 
appliquer  à  ces  équations  la  marche  indiquée  dans  le  numéro  précédent 
pour  trois  équations  à  quatre  inconnues.  Mais  nous  allons  développer 
un  moyen  beaucoup  plus  simple  de  déterminer  la  valeur  de  œ  qui  est 
iâ  Tinconnue  principale.  Ce  moyen  est  d'ailleurs  applicable  à  toutes  les 
questions  du  même  genre. 
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D'abord^  si  nous  considérons  la  troisième  expression,    — , 

eUe  revient  à  3x  H g—  ;  ainsi,  pour  qu^elle  soit  entière,  il  fauTet 

il  suffit  que  â?  -^  1  soit  un  nrattiple  de  5. 

X 1 

Posons  donc  — ^—  =  t;    il  en  résulte    «  =  1  +  5^ 
5 

Toute  valeur  entière  de  I,  substituée  dans  cette  ftrmule,  donnera  ponr 

œ  un  nonibre  qui  satisfera  à  la  trmsièma  condition  de  l'énoncé. 

Substituons  maintenant  cette  valeur  de  x  dans  la  première  expression, 

ajr— 10   .,    .       15«— 7  ^        ,        <     j,  V    ,. 

— - — ;  il  vient  — - — ,  ou    2<—  1  +  =;  doii  Ion  vmt  que 

cette  nouvelle  expression  sera  entières!  Ton  suppose  t^lf;  d'aîllëiirs, 

cettecondition  est  nécessaire;  Ainsi,  pour  que  la  première^et  la  troisième 

des  expressions  proposées  soient   entières,  il  faut  et  il  suffit  que 

Tenait arn=-l-f.6t 

t  étant  de  la  forme  t  =  7t';  ce  qui  donne,  ....     a?  =  1  +35t'. 

Portons    cette    nouvelle    valeur    dans  la    seconde    expreifioD, 

lla?  +  8      .,   .    ^385r4-19             ^^,       ^       2(1—3^') 
— ^ — ;     il  vient  j^^ ;     ou     23t' +  1-|- -^ — l. 

Or,  2  est  premier  avec  ITj  donc,  pour  que  la  seconde- expression  soit 
un  nombre  entier,  il  faut  et  il  suffit  que  1  —  3f  soit  divisible  par  17. 

1— 3r     ,  ,      1  — I7ir 

Posant  — T^ —  s=  I ,  on  en  tire. «  =        ^      -, 

«'  +  1 

ou,  effectuant  la  division, ^'  =  —  6r  H — 5 — . 

t> 

Soit— g—  «  r,on  obtient «'  =    3r  —  1,     . 

d'où  Ton  déduit  «'  =  —  6  [Zf  —  1)  -f-  r ,  ou  I'  =  —  17r  +  6. 
Reportant  cette  valeur  dans  Texpression  ap  =  1  +  351', 
on  obtient,  toute  réduction  faite, 

^=211  — 595  r. 

Telle  est  la  formule  propre  à  donner  toutes  les  valeurs  dea^  suseep*- 
libles  de  satisfaire  l'énoncé. 

Soit  r  =  a,  on  trouve  a?  =  211:  c'est  le  plus  petit  de  tous  les 
nombres  cherchés.  En  supposant  à  t'  des  valeurs  négatives  queloenfves 
on  obtiendrait  les  autres  solutions. 

iV.  B.  Nous  remarquerons  que  595,  coeffident  de  f  dans  la  for- 
mule, et  le  produit  7  x  17  x  5  des  dénominateurs  des  trois  expre»«> 
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sions  proposées.  Il  serait  aisé  de  se  rendre  compte  de  cette  propriété  qui 
se  modifie  lorsque  les  dénominateurs  ne  sont  pas  premiers  entre  eux  ;  car» 
dans  ce  cas,  le  coefficient  est  égal  au  multiple  le  plus  simple  des  déno" 
mimteurs, 

140.  Il  nous  reste  encore  à  parler  des  problèmes  ditepbi^  quiadéia^ 
minés,  o'est-à-dire  .pour  lesquels  le  nombre  des  équations  est  moindre 
Ûedeux  ou  plusieurs  unités^  que  le  nombre.des  inconnues. 

Soit  d*abord  réquation  à  trois  inconnues,  aj:  +  6y  -#-  cir  =  d.  Si 
Ton  fait  passer  le  terme  cz.dms  le  second  membre,  il  vient 

ax  -h  by  =  à-^cz,    ou    aa?  +  6y  =  e' 

[c*  désignant  la  quantité  d  —  cz,  qu'on  regarde  pour  le  moment  comme 
connue  ). 

Cela  posé ,  Y  on  établit  pour  V  équation  ax  +  by  =  c' ,  les  deux  for^ 
mules  X  =  tt  —  bt,  y  î=  6  +  at.  Après  quoi,  Von  remplace  dans  a  et 
€,  c'  par  sa  valeur  d  — *  et;  alors  o?  et  j^  se  trouvent  exprimés  en  fonction 
entière  de  l'indéterminée  t,  et  de  la  troisième  inconnue  z. 

Soit  proposé,  par  e&emple,  de  payer  187  francs  avec  des  pièces  de 
5  fr.,  6  fr.,  et  20  fr.,  sans  aucune  autre  monnaie. 

Désignons  par  x,  y,  z^  les  trois  nombres  de  pièces  qu'il  faut  don- 
ntfr.d&chaque  sorte;  on  a  Téqu^tion 

5a?  +  6yH-20^=sl«r, 
qui  revient  à  5a?  4-  6y  =  187  —  20z  =  c\ 

Tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  ar, 

c'  —  ^y 
on  a a?  =  — ^ — , 

c'  —  y 
ou  bien, /p=a.-*l/  H — . 

Posant  ^  7*^  =  ^i  l'on  en  déduit  y  =  c'  —  5r, 

5 

d'oîl 07=  —  c' -{-(^t. 

Remplaçant,  dans  ces  deux  formules,  c'  par  sa  valeur  187  —  20-?, 

y=       187  —  20Z  — 5^ 


l::-: 


ontrouTcenfin ,  187  +  20^  +  6*. 

Tant  que  Ton  admettra  pour  x  ti  y  des  nombres  entiers  positifs  ou 
négatifs,  on  pourra  donner  à  jp  et  à  <  des  valeurs  tmit  à  fait  arbitraires; 
mais  si  Ton  veut  satisfaire  directement  à  Ténoncé ,  la  forme  même  de 
l'équation  proposée,  5a>+.6t/+ 20*  »  187,  prouw  quçji.iiedoit 
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187  7 

pas  recevoir  de  valeurs  au-dessus  de-^  ou  9  ôq»  c^^  autrement,  x  ou 

y  serait  négatif. 

Posons  donc  successivement  j?  =  0, 1,  2,3, 8,  9. 

Si  Ton  fait  z  =  0,  les  valeurs  de  x  et  de  y 

U  =  — 187+6/, 


à^yî^^^^^^ \y^      187-51; 

187        .    ^187      ^^1 
formules  qui  prouvent  que  t  doitelre  >  -g-,  mais  <  — ,  ou >  dlg, 

2 
mais  <  37-,  Donc  t  peut  recevoir  six  valeurs,  savoir  :  32,  33,  34,  35, 

36,  et  37. 

!«=32,  33,  34,  35,  36,  37, 
œ^  5,  11,  17,  23,  29,  35, 
y=  27,  22,  17,  12,    7,     2. 

i  ar  =  — 167  +6<, 

Soit  j?  =  l;  on  trouve i  .^^      „, 

(  j^=       167  — 5<; 

d'où  t  >  -TT-  ou  27- ,  mais  <  -s— ou  33  ^ ,  ce  qui  donne  encore  les 
o  o  5  5 

six  valeurs  28,  29,  30,  31,  32,  el  33. 

j  1  =  28,29,30,31,32,33, 
Ainsi,  pour <?  =  1,  ona.  .  .  .  {a?  =    1,   7,13,19,25,31, 

(y  =  27, 22, 17, 12,  7,   % 

/  1=25,26,  27,28,29, 
Pour  xr  =  2,  on  trouverait  .  .  .   { ^  ^   3,  9,  15, 21,  27, 

I  y  =  22,  17,12,   7,    2. 

/!  =  22,  23,24,  25, 
Pour  z  =  3 L=    5, 11, 17, 23, 

(y  =17,12,  7,   2. 


«  ,     «       ,  .      I   a?  =  —  27  +  6l, 

Pour  *  =  8,  les  formules  seraient  j  27—5/ 

27         1  27         2 

d'où  t  >  -rr  ou  4  -,  mais  <  -^  ou  5  -.  Ainsi  I  ne  peut  recevoir  que 

U  25  0  0 

la  valeur  I  =  5,*  ce  qui  donne  o?  =  3,  y  =s  2. 
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Enfin ,  à  rbypothèse  jk  as  9,  il  ne  correspond  aucune  solution, 

car  les  formulés  deviennent   ir=— 7+61,  f/  =  7  —  Bî*,  d*où 

7         1  7  1 

t  >  ^  ou  1  - ,  mais  t  <  ~  ou  1  -  ;  résultais  contradictoires. 
DO  5  5 

^41.  On  voit  assez  ce  qu*il  faudrait  faire  pour  deux  équations  à 
quatre  inconnues ,  trois  équations  à  cinq  inconnues.  Cependant ,  nous 
donnerons  encore  la  résolution  complète  d*une  question  de  ce  ^enre , 
pour  faire  voir  comment,  à  Vaide  de  quelques  considérations  partîcu* 
lières,  on  parvient  souvent  &  simplifier  les  calculs. 

Septième  question.  Un  fermier  xichète  100  pièces  de  bétail  pour 
100  louis^  savoir  :  des  bœufs  à  10  louis  la  pièce,  des  vaches  à  5  louis, 
des  veaux  à  2  louis,  et  des  moutons  à  un  demi-louis.  Combien  a-Uil 
acheté  d'animaux  de  chaque  espèce? 

Soient  x,  y,  x,  u,  les  nombres  cherchés;  on  a  les  équations. 

a?  +  !/+«  +  M  =  100r  (     a7  +  y  +  4:H-M  =  100 

10»+5j,+2,H-|«  =  100)      *«       |20*+10j,+ft.+«  =  200. 

En  retranchant  la  première  équation  de  la  seconde,  on  obtient 
19i7  +  9y-f-3z=  100, 

équation  qu'il  faudrait  traiter  comme  dans  le  n°  précédent.  Mais,  avant 
tout,  observons  qu*il  est  préférable  d'exprimer  y  et  z  en  fonction  entière 
de  x;  1^  parce  qu'il  est  évident  que  x  ne  doit  pas  avoir  de  valeurs  au- 
dessus  de  -—  ou  5  7^;  2*^  parce  que  les  coefficients  de  y  et  de  ^  ont  un 

facteur  commun;  ce  qui  entraînera  nécessairement  une  condition  propre 
à  déterminer  les  valeurs  convenables  de  x. 
D'après  ces  considérations,  transposons   le  terme  i9x;  il  vient 

9y  +  3^  =  100  —  19a?,  ou  bien,  3y  +  z  ^  ^ .  Or,  puis- 

que  l'on  demande  pour  x,  y^  i,  u,  des  nombres  entiers  et  positifs,  il 

100  —  19ar 
faut  que  ^ soit  entier  et  positif;  mais  il  n'y  a  évidemment 

que  07  =:  1  et  â;  =  4,  qui  puissent  satisfaire  à  cette  double  condition. 
Ainsi  déjà,  x  ne  peut  avoir  pour  valeurs  que  x  ^  1  et  or  =  4. 

Soit  a?  =  1,  il  en  résulte  St/  +  -«  =  27,  ou  .    .   .  i:  =  27  —  %. 

Substituant  ces  valeurs  de  :r  et  de  r  dans  la  première  des  équations 
proposées,  on  trouve ii  =  72  -f-  2î^, 

La  V^  de  ces  deux  formules  montre  que  y  ne  peut  pas  être  >  9  ; 
ainsi 

9. 
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/y  «    0,    1,    2,   8>    ^y    6,    6i    7,   8,    9. 

pour  a?  =t  1,  on  a  (  ^  «  27,  24^  21, 18, 15,  12,    9,    6,   3,     0, 

'  u  =72,  74,  76,78,80,  82,  84,  86,88,  90. 

Soila?  =  4,  a  vient  3y  +  r  =  8,    d'où       ^  =   8  —  3y, 
et  u  =88  +  2jr. 

L'exprds^n  de  ^  pronre  que  y  ne  peut  pas  être  >  2  ;  ainsi  pour 

j  î,=   0,    1,  2, 

â?  ss  4,  on  trouve  <  -«^  =    8,   5,  2, 
(  »  =  88,  90, 92. 

B'où  l'on  voit  que  la  questioa  proposée  n*est  êiMCtptible  que  de  tr&ut 
solutions,  et  de  dix,  si  Ton  excepte  les  solutions  0. 

N.  B.  Le  moyen  de  simpli6cation  qui  viest  d'être  indiqué  devient 
quelquefrâ  une  modification  indispensable  à  la  méthode  exposée»*  tiO. 

C*est  ce  qui  aurait  lieu,  par  exemple,  pour  Féqqation 

6a?  +  lOy  —  i^z  =  11, 

dans  laquelle  on  reconnaît  que  les  trois  coefficients  considérés  deux  à 
deux,  ont  un  facteur  eemnmnf* 

142.  Le  but  de  V analyse  indétermmée  du  second  degré  est,  comme 
celle  du  premier  degré,  de  résoudre  en  nombres  entiers  les  problèmes 
qui  donnent  lieu  à  un  nombre  d'équations  moindre  que  celui  des  incon- 
nues. Mais  comme,  en  général,  une  équation  du  second  degré  à  deux 
in«Jonnues  donne  Tune  d'elles  en  fimction  irrationnelle  de  l'autre,  il 
s'ensuit  que  la  question  consiste,  i^  à  déterminer,  pour  l'une  des  ia^ 
connues,  des  valeurs  rationnelles,  qui  aient  la  propriété  d'en  donner 
de  semblables  iK>ur  la  seconde;  2^  à  choisir  parmi  les  vdfemis  de  la  pre- 
mière inconnue  les  valeurs  entières  qui  en  donnent  de  semblables  pour 
la  secondé.  On  conçoit,  d'après  cela,  que  l'analyse  indéterminée  do 
second  degré  doit  offrir  de  plus  grandes  difficultés  que  celle  du  premw 
degré.  C'est  en  effet  une  des  théories  les  plus  difficiles  de  l'analyse  algé- 
brique; et  elle  sort  tout  à  fait  démêlements.  Nous  renvoyons,  pour  cet 
objet,  à  la  Théorie  des  nombres  de  M.  Legendre,  et  kV Algèbre  de 
M.  Lhuillier,  ouvrage  dans  lequel  nous  avons  déjà  puisé  les  énoncés 
d'un  gramd  nombre  de  problèmes,  et  où  se  trouve  traitée  une  série  de 
questions  du  second  degré  à  deux  inconnues,  donf  les  équation»  ne 
renferment  que  le  rectangle  ou  produit  des  ineomuties. 
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CHAPITRE  V. 

Formation  des  Puissances  et  extraction  des  Racines  d^un 
degré  quelconq'ue. 

Ititraductiàn,  — *  De  même  qae  la  résolution  des  équations  du  second 
degré  suppose  connus  les  précédés  de  l'extraction  de^la  radne  carrée, 
de  même,  la  résolution  des  équations  du  troisième,  quatrième.  .  •  • 
degré,  exige  qa^on  sache  extnûre  la  racine  tiicifîsième,  quatrième.  •  .  . 
d'une  quantité,  soit  numérique,  soit  algé|)rique.  (  Voyez  le  n^  2,  pour 
la  définition  du  mot  puissance  et  dn  mot  racine,) 

L'éléTation  aux  puissances^  Teitraction  des  racines  de  degré  quel- 
eonqure,  et  le  calcul  des  radicaux  feront  l'objet  principal  de  ce  noureaa 
cliapitre,  qui,  a?ee  le  premier  et  une  partie  du  troisième,  constitue  Ten- 
semble  des  opérations  que  Pon  peut  avoir  à  effectuer  sur  des  nmnbres 
exprimés  algébriquement. 

Quoiqu'une  puissance  quelconque  d*un  nombre  puisse  s'obtenir  d'à* 
près  les  règles  de  la  nraltipKcation^  soit  arittimétique,  soit  algébrique, 
cependant  cette  pu^ance  est  assujettie  à  une  loi  de  composition  qu'il 
faut  connaître  lorsqu'on  veut  revenir  de  la  puissance  à  la  racine.  Or, 
comme  la  'loi  de  composition  du  carré  d-une  quantité  numérique  ou 
algébrique  est  fondée  {n*  86)  sur  l'expression  du  carré  d'un  binôme; 
de  même  la  loi  relative  à  une  puissance  de  degré  quelconque  se  déduit 
de*  Texpression  d'une'  puissance  de  même-  degréi  d'un  binôme.  C'est 
donc  par  la  *  détermination  du  développement  d*un^  puissance  quel^ 
ccnjuv  d*un' binôme  q(»  bous' devons  «commencer  cettenouvdletliéorte. 

§  !•'•  Binôme  dé  Newton,  et  conséquences  qui  en  dérivent, 

ii3.  Si  Ton  fait  le  produit  de  plusieurs  binômes  égjaiux  kx-^-a,  pn 
parvient  aux  résultat&  suivants  : 

(  «  +  a)'  =  0?  4-  a, 

(« rf-  a)'  *=  «^ -t-SStfo^.i-ha*, 

(«4-  af  ^  a?'.+  Saœ^  +    3a?»  4-  a\ 

(x  -ha)*  «  4î*  -h  iûoî'. -h  -6ftV  -h  Wo?    -f  a*, 

(«H-  a)*  =  »*  +  5a«*  +  10a.V  -^  10<*!a*. -h  Va;  -b a\ 
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En  jetanl  les  yeux  sur  ces  différents  développements,  on  reconnaît 
aisément  une  loi  suivant  laquelle  ils  procèdent,  quant  aux  exposants  de 
a  et  de  a;  il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  coefficients.  Cependant 
Newton,  célèbre  géomètre  anglais,  est  parvenu  à  en  découvrir  une  au 
moyen  de  laquelle,  le  degré  d'une  puissance  d'un  binôme  étant  donné, 
on  peut  former  cette  puissance  sans  être  obligé  de  passer  d'abord  par 
toutes  les  puissances  inférieures,  Il  n'a  laissé  aucune  trace  des  raisonne- 
ments qui  avaient  pu  l'y  conduire;  mais  depuis,  on  a  constaté  d'une 
manière  rigoureuse  l'existence  de  cette  loi.  De  toutes  les  démonstrations 
connues,  la  plus  élémenUire  est  celle  qui  se  trouve  fondée  sur  la 
Théorie  des  combinaisons.  Toutefois,  comme  elle  est  encore  assez  com- 
pliquée, nous  commencerons,  pour  en  simplifier  l'exposition,  par 
résoudre  quelques  problèmes  relatifs  aux  combinaisons;  d'où  il  sera 
facile  ensuite  de  déduire  la  formule  du  binôme,  ou  le  développement 
d'une  puissance  quelconque  d'un  binôme. 

1 W.  Notions  préliminaires,  —  On  sait  déjà  {Arith.,  n°  127)  que  le 
produit  d'un  nombre  n  de  facteurs  a,  6,  c,  A  •  .  ,  ne  change  pas, 
dans  quelque  ordre  qu'on  effectue  leur  multiplication.  Or,  on  peut  se 
proposer  de  déterminer  le  nombre  total  des  manières  dont  ces  diffé- 
rentes lettres  sont  susceptibles  d'être  disposées  les  unes  à  la  suite  des 
autres.  Les  résultats  qui  correspondent  à  chaque  disposition  que  l'on 
fait  subir  à  ces  lettres,  se  nomment  permutations. 

C'est  ainsi  que  deux  lettres  a  et  6  donnent  un  produit  unique  a6, 
mais  fournissent  les  deux  permutations  ab  et  6a. 

De  même,  lés  trois  lettres  a,  b,  c,  donnent  un  produit  unique 
abCj  mais  fournissent  les  six  permutations  abc,  acb,  càb,  bac, 
bca,  cba. 

Soit  maintenant  un  nombre  m  de  lettres  a,  b,  c,  d,  e.  .  •  ;  si  on  les 
dispose  les  unes  à  la  suite  des  autres,  2  à  2,  3  à  3,  &•  à  &>.  •  . ,  dans 
tous  les  ordres  possibles,  de  manière  toutefois  que,  dans  chaque  résultat» 
le  nombre  des  lettres  soit  moindre  que  celui  des  lettres  données,  ori  peut 
demander  l'expression  du  nombre  total  des  résultats  que  l'on  obtient 
ainsi.  Ces  résultats  sont  ce  qu'on  appelle  des  arrangements. 

Ainsi,  a6,  ac,  atif ,  .  •  ba,bc,bd,  .  •  ca,cb,cd,  .  .  sont  des 
arrangements  2  à  2  des  m  lettres. 

De  même,  abc,  abd,  .  .  bac,  bad,  .  .  acb,  acd,  .  •  sont  des 
arrangements  3  à  3.  •   • 

Enfin,  lorsqu'on  dispose  ainsi  les  lettres  les  unes  à  la  suite  des  antres, 
2  à  2,  3  à  3,  4*  à  4'.  .  . ,  on  peut  exiger  que  deux  quelconques  des 
résultats  que  l'on  forme  ne  soient  pas  composés  des  mêmes  lettrés,  c'est- 
à-dire  qu'ils  diffèrent  entre  eux  au  moins  par  Vune  des  lettres  ;  et  l'on 
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peut  de^iander  alors  le  nombre  total  des  résultats  qu*on  obtient  ainsi. 
Dans  ce  cas^  les  résultats  prennent  le  nom  de  combinaisons. 

Ainsi,  ab,  aCy  bc,  .  .  ad,  bd,  ,  •  sont  des  combinaisons  2  à  2,  en 
tant  que  deux  quelconques  des  résultats  diffèrent  au  moins  par  Tune  des 
lettres. 

De  même,  abc,  abd,  .  .  acd,  bcd^  .  .  sont  des  combinaisons 
3à3.  .   . 

li  existe  donc  uQe  différence  essentielle  dans  la  signification  des  mots 
permutationf  arrangement,  et  combinaison. 

On  donne  le  nom  de  permutations  aux  résultats  quon  obtient  en 
ësposant  les  unes  à  la  suite  des  autres,  et  dans  tous  les  ordres  possibles, 
un  nombre  déterminé  de  lettres,  de  manière  que  toutes  les  lettres  entrent 
dans  chaque  résultat,  et  que  chacune  n'y  entre  quune  fois. 

Le  nom  d' arrangements  s'applique  aux  résultats  qu'on  obtient  en 
disposant  les  unes  à  la  suite  des  autres,  et  dans  tous  les  ordres  possibles, 
2  à  2,  3  à  3, 4*  à  &>.  .  .  .  n  à  n,  un  nombre  m  de  lettres;  m  étant  >  n, 
c'eit-à-dire  le  nombre  des  lettres  qui  entrent  dans  chaque  résultat  étant 
moindre  que  le  nombre  total  des  lettres  considérées.  Si  cependant,  on 
supposait  n  =  m,  les  arrangements  n  h  n  deviendraient  de  simples 
permutations. 

Enfin,  on  appelle  combinaisons  les  arrangements  dont  deux  quelcon- 
ques  diffèrent  entre  eux  au  moins  par  l'une  des  lettres  qui  y  entrent. 

Il  est  important  que  les  élèves  se  pénètrent  bien  de  ces  définitions, 
pour  entendre  la  résolution  des  problèmes  suivants. 

lA'S.  Premier  problème.  Déterminer  le  nombre  total  des  permuta- 
tions dont  n  lettres  sont  susceptibles. 

D*abord,  deux  lettres  a  et  6  donnent  évidemment  les  deux  permuta- 
tions ab  et  6a.  Ainsi,  le  nombre  des  permutations  de  deux  lettres  est% 
ott  1  X  2. 

Soient  actuellement  3  lettres,  a,  b,  c.  Mettons  à  part  une  quelconque 
de  ces  lettres,  c  par  exemple,  et  écrivons  à  la  droite  des  deux  arrange- 
ments ab  et  ba  que  donnent  les  deux  autres,  la  lettre  c;  il  en  résulte  les 
deux  permutations  de  trois  lettres,  abc,  bac.  Or,  comme  on  peut  ainsi 
mettre  à  part  chacune  des  trois  lettres,  il  s'ensuit  que  le  nombre  total 
des  permutations  de  trois  lettres  est  égal  d  2  x  3,  ou  1  x  2  x  3  (*). 

{*)  La  place  que  nous  avons  assignée  à  la  lettre  c  par  rapport  aux  arrange- 
ments ab,  ba,  est  de  pure  convention.  Nous  aurions  pu  également  convenir  de 
faire  occuper  à  la  lettre  c  la  première  place  à  gauche,  ou  même  de  l'écrire  entre 
les  lettres  a  et  6  ou  6  et  a;  mais  cette  place  une  fois  assignée,  elle  doit  rester 
invariable  pour  toutes  les  permutations  à  exéeuter  ;  sans  quoi  il  en  résulterait 
des  répétitions. 

Digitized  by  VjOOQ le 


210  THÉOKIE  lŒS  CœUtBINAISONS. 

En  général,  soit  un  nombre  n  de  lettres,  a,,  h,  e,  d,  .  •  ,.  et  supposons 
déjà  connu  le  nombre  tùtal  de$  pemmUitieni  (fe  (a  —  1  )  lettres,  nom- 
bre que  nous  désignerons  par  Q. 

Considérons  à  pari  une  des  n  lettres,  et  éerivons  cette  lettre  à  la  droite 
de  chacune  des  Q  permutations  que  donnent  les  (  n  —  1  )  autres  lettres, 
il  en  résulte  Q  permutations  de  n  lettres,  terminées  par  la  lettre  que  Ton 
avait  d'abord  isolée.  Or,  comme  on  peut  ainsi  mettre  à  part  chacune  des 
n  lettres,  il  s'ensuit  que  le  nomhte  total  des  peirmntatiom.de  n  letires 
est  égal  h Q  X  n. 

Soit  n  =  2,  Q  désigne,  alors  le  nombre  de»  permutations  qu'une  senle 
lettre  peut  donner;  donc,  Q  =:  1^  et  il  ?ient,,dans  ce  cas  pattrticalier, 
Q  X  n=:  1  X  2. 

Soit  n  =  3,  Q  exprime  alors  le  nombre  des  permutations  de  (3  -*l)y 
ott  de  2  lettres,  et  est  égal  à  1  x  2.  Ainsi, Q  X  n  serédoît  à 
1  X  2x3. 

Soit  encore  n  sar  4,  Q  désigne,  dans  ce  cas,  le  nombre  des  permuta- 
tions de  3  iettresy  et  est  égal  à  1  x  2  x  3.  Donc,  Q  X  n  devient 
1x2x3x4. 

On  voit  donc  que  la  formule  Q  x  n  renfermetous  les  cas  particuliers 
du  problème  proposé.  Ainsi,  en  reprenant  les  raisonnements  ciniefisas^ 
on  peut  résoudre  immédiatement  le  cas  général,  sauf  à  en  déduire 
ensuite  tous  les  eas  particuliers. 

146.  Second  PKOBiin.  Un  nombre  m  de  lettres  a,  h,  c,  d,  •  •  éteint 
donné,  déterminer  le  nombre  total  des  AftBAii«KiUiirr&  n  à  n,  que  i'4m 
peut  former  avec  ces  m  lettres,  m  étant  supposé  plus  grand  que  n. 

Pour  résoudre  sur-le-champ  cette  question  générale^  supposons  d^à 
connu  le  nombre  total  des  arrangem£nts  (n  —  l)à(9i  —  1)  que 
Ton  peut  faire  avec  les  m  lettres  ;  et  désignons  ce  nombre  par  P. 

Considérons  un  quelconque  de  ces  arrangements  et  écrivons  à  sa 
droite  chacune  des  lettres  qui  n'y  entrent  pas  et  dont  le  nombre^  est 
nécessairement  m  —  (n  —  l)oam— n+l;ilest  évident  quel'oa 
formera  ainsi  un  nombre  m  — -  ti.  +  1  d'arrangements  de  n  lettrer, 
différant  tous  entire  eux  par  Ja  dernière  lettre. 

Considérons  un  nouvel  arrangement  de  n  -—  1  lettres,  et  écrivons  à 
sa  droite  les  m  —  n  +  1  lettres  qui  n'en  font  pas  partie;  nous  obtien- 
drons encore  un  nombre  m  —  n  +  1  d'arrangements  de  n  lettres, 
dtffîrant  tous  entre  eux  et  différant  des  précédent^  au  moins  par  la  dis- 
position d'une  des  n  —  1  premières  lettres.  Comme  d'ailleurs  on  peut 
considérer  à  part  chacun  des  P  arrangements  (n  —  l)à(n  —  l),et 
écrire  soccessivemenlÀ  sa  droite  les  m  —  n  +  1  autres  lettres,,  il.s'en^ 
suit  que  le  nombre  total  des  arrangements  de  m  lettres  n  à  7t,:C!t 
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exprimé  piir 

P(m— nH-l). 

Veut-on  maintenant  trouver,  comme  cas.  particulier,  le  nombre  total 
des  arrangements  de  m  lettres  2  à  2,  3  à  3,  4^  à  &.  .  .  .  ? 

Faisons  n  =  2,  d*où  m  —  n  +  l  =  m  —  1;P  exprime  dans  ce 
cas  le  nombre  total  des  arrangements  (2  -^  1)  à  (2  —  1) ,  ou  1  à  1,  et 
est,  par  conséquent,  égal  à  m;  donc,  la  formule  devient  oi  (  m  '•—  1  )• 

Soit  n  =  3,  d'où  wi  —  n  +  l=w  —  2;P  exprime  alors  le  nombre 
des  arrangements  2  à  2 ,  et  est  égal  à  m  (  m  — *  1  )  ;  donc>  la  formula 
devient  m  (m  —  l)(m  —  2), 

Soit  encore  n  =  4,  d'où  m  —  n+l=m  —  3;P  exprime  le 
nombre  des  arrangements  3  à  3,  ou  est  égal  km  (m  —  l)(m  —  2); 
donc  la  formule  devient  m  (  m  —  1  )  (  m  —  2  ]  |[  m  —  3  ).  Et  ainsi  de 
suite. 

N.  B.  D'après  la  manière  dont  les  cas  particuliers  ont  été  déduits  de 
la  formule  générale,  P  (  m  ^  n  -i- 1  ),  on  peut  conclure  que  cette  for- 
mule développée  revient  à 

m(m  —  1)  (w— 2)  (m  — 3) (m  — n+1); 

c'est-à-dire  qp!dle  se  compçse  d$i  produit  des  n  nombres  consécutifs  et 
décroissants^  qui  se  trouvent  compris  depuis  m  meîusivemeni  jusqu'à 
m— (n  —  1),  oum  —  n  +  1,  aussi  inclusitiement 

Cela  posé,  il  est  facile  de  déduire  de  cette  formule  développée,  la 
formule  du  n<*  précédent,  c'est-à-dire  la  valeur  de  Q  x  n  aussi  déve- 
loppée. 

En  effet,  on  a  vu  (  n?  144.)  que  les  arrangements  deviennent  des  per- 
mulations  lorsqu'on  suppose  le  nombre  des  lettres  qui  entre  dans  chaque 
arrangement,  égal  au  nombre  total  des  lettres  considérées. 

Ainsi,  pour  passer  du  nombre  total  des  arrangements  de  m  lettres 
n  à  n,  au  nombre  de  permutations  de -n  lettres,  il  n'y  a  qu'à  faire  dans 
le  développement  ci-dessus,  m  =  n;  ce  qui  donne 

n(n  — 1)  (n  — 2)  (n  — 3) !.. 

Renversant  l'ordre  des  facteurs  et  observant  que  le  dernier  facteur 
étant  1,  l'avant-dernter  est  2,  le  précédent 3. . .  ,  on  obtient,  pfmt  le 
développement  de  Q  x  n, 

ll2*9.4 (n  — 2)(tt-.l)n, 

expression  dont  les  facteurs  nef  sont  autre  chose  que  les  nombres  entiers 
consécutifs,  compris  depuis  1  inclusivement  jusqu'à  n  incUislvement. 
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147.  TaoïsifeBiB  PROBLÈME.  Déterminer  le  nombre  total  des  combi- 
naisons différentes  que  Von  peut  former  avec  m  lettres  prises  n  à  n. 

Désignons  par  X  le  nombre  total  des  arrangements  n  an  que  l'on  peut 
former  avec  m  lettres,  par  Y  le  nombre  des  permutations  dont  n  lettres 
sont  susceptibles,  enfin,  par  Z  le  nombre  total  des  combinaisons  diffé^ 
rentes  n  à  n,  nombre  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

11  est  évident  que,  pour  obtenir  tous  les  arrangements  possibles  de  m 
lettres  n  à  n,  il  suffirait  de  faire  subir  aux  n  lettres  de  chacune  des  Z 
combinaisons  toutes  les  permutations  dont  ces  lettres  sont  susceptibles. 
Or,  une  seule  combinaison  de  n  lettres  donne,  par  hypothèse,  Y  per- 
mutations; donc,  Z  combinaisons  de  n  lettres  doivent  donner  Y  x  Z 
arrangements  n  à  n;  et  comme  on  a  d'ailleurs  désigné  par  X  le  nombre 
total  des  arrangements,  il  s'ensuit  que  les  trois  quantités  X,  Y,  Z,  sont 
liées  entre  elles  par  la  relation  X  =  Y  x  Z;  d'où  l'on  déduit 

Y 

Mais  on  a  trouvé  (n®  HG) 

X  =  P(m  — n  +1), 
et  (no  145)  Y  =  Qxn. 

Donc  enfin,    Z  =  ^ :  =  —  X -— • 

Qxn  Q  n 

Comme  P  exprime  le  nombre  total  des  arrangements  (  n  —  1  )  à 

(  n  —  1  ),  que  Q  exprime  le  nombre  total  des  permutations  de  (n —  1) 

.    ,       .         P 

lettres,  il  s'ensuit  que  jp- exprime  le  nombre  des  combinaisons  difiFérentes 

de  m  lettres  (n  —  1)  à  (n  —  1). 

D'après  cela,  soient  demandés,  comme  cas  particuliers,  les  nombres 
de  combinaisons  2  à  2,  3  à  3,  /!•  4.  .  . 

P 

Faisons  n  =  2,  auquel  cas,  —  exprimant  le  nombre  des  combinai- 
sons (  2  —  1  )  à  (2  —  1),  ou  1  à  1 ,  est  égal  à  «i;  la  formule  ci-dessus 

,    .    ^  w  —  1       m  (m  —  1) 

devient  m  x  — 7: —  ou  — ^^-j-^ — i. 
2I  1.2 

p 
Faisons  n  =  3,  auquel  cas  —  exprime  le  nombre  des  combinaisons 

2  à  2,  ou  est  égal  à        ^  ""     ^  j  la  formule  devient 

in(m  — 1)  (  m  —  2  ) 

'      r:273       • 
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On  trouverait  de  même 


m  (m  —  1)  (m  —  2)  (m  —  3) 


213 


pour     le 


1.2.3.4 

nombre  des  combinaisons  /!•  à  4,  etc.  • .  ;  et  en  général ,  pour  le  nombre 
des  combinaisons  n  à  n,  on  a 

fn(m--l)  (m  — 2)  (m— 3)  ...   {m-^n  +  1) 
1.2.3.4..5....(n— l)n  ' 

.   .1,            .     P  (  wi  —  n  +  1)  ,,    , 
c  est  1  expression  — ^^ — •  développée. 

N,  B,  Cette  dernière  expression  n'a  aucune  signification  lorsqu'on 
y  suppose  n  =  1;  et  cela  tient  à  ce  qu'elle  ne  donne  un  certain  nombre 
de  combinaisons  inconnu  qu'en  fonction  d'un  autre  nombre  de  combi- 
naisons déjà  déterminé  ;  or ,  les  combinaisons  les  plus  simples  sont  les 
combinaisons  une  à  une  dont  le  nombre  est  m.  Ce  n'est  donc  qu'à 
partir  de  n=2  que  la  formule  est  applicable. 

148.  Démonstration  de  la  formule  du  binôme.  Pour  découvrir  plus 
aisément  la  loi  du  développement  de  la  puissance  mième  du  binôme 
x+  a,  nous  commencerons  par  observer  la  loi  du  produit  de  plusieurs 
binômes  a?  +  a,  ar  +  ô,  a?  +  c,  a?  +  d . .  . ,  ayant  un  premier  terme 
commun,  et  dont  les  seconds  termes  sont  différents.  (Cet  artifice  a  pour 
but  d'empêcher  la  réduction  des  termes  semblables.) 


2me 


3mo 


s-i-a 

X  ^  b 

produit .  . 

.  .a;^  +  a 

+  b 

a?+  c 

a?  +  a6 

.  .  a'*  4-  a 

x'  +  ab 

X  -f-  abc 

+  b 

-i-ac 

+  c 

-f  6c 

x  +  d 

,  .  a?*  -h  a 

x^  +  ab 

a?*  H-  a6c 

-hb 

+  ac 

-f-  abd 

+  c 

+  ad 

-{-acd 

+  d 

+  6c 
+  bd 
+  cd 

-hbcd 

X  -j-  abcd. 


Ces  multiplications  étant  effectuées  d'après  les  règles  ordinaires  de 
la  multiplication  algébrique,  on  reconnaît  sur  les  trois  produits  qui  pré- 
cèdent, la  loi  suivante  : 

1<*  Par  rapport  aux  exposants/  l'exposant  de  x  est  d'abord  égal  au 
nombre  des  binômes  multipliés.  Cet  exposant  diminue  ensuite  d'une , 
unité  d'un  terme  au  suivant,  jusqu'au  dernier.terme,  où  il  est  égal  à 
zéro. 
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2°  Par  rapport  aux  coeflScients  des  diverses  puissances  de  a?,  le  coef- 
ficient du  premier  terme  est  Tunité  ;  le  coefficient  du  second  terme  est 
égal  à  la  somme  des  seconds  termes  des  binômes;  le  coefficient  du  troi- 
sième terme  est  égal  à  la  somme  des  produits  diffirents  de  ces  mêmes 
seconds  termes  multipliés  deux  à  deux;  le  coefficient  du  quatrième  terme 
est  égal  à  la  somme  des  produits  différents  trois  à  trois.  En  nous  laissant 
conduire  par  V analogie,  nous  pouvons  dire  que  le  coefficient  d*un  terme 
qui  en  a  n  avant  lui  est  égal  à  la  somme  des  produits  différents  n  kn 
des  seconds  termes  des  binonies.  Enfin  ^  le  dernier  terme  esiégal  au 
produit  des  seconds  termes  des  binômes. 

Pour  nous  assurer  si  cette,  loi  de  compositipn  est.  générale,  supposons 
qu'elle  soit  déjà  reeonnue  vraier  pour  le  produit  d'un  nombre  m  de  bi- 
nômes ,  et  voyons  si  elle  a  lieu  lorsqu'on  introduit  un  nouveau  facteur 
dans  le  produit. 

Soit  donc 

le  produit  de  m  facteurs  binômes  (Na?'"— "  représente  un  terme  qui  en  a 
n  avant  lui,  et  Ma?"^"'*-*  celui  qui  le  précède  immédiatement.) 

Soit  d'ailleurs  a:  +  K  le  nouveau  facteur  introduit;  on  a,  pour  le 
produit  ordonné, 
«'"+«  +Ajaj«  +B    U'»-»  +C    la?'»-*  +. . .  +N    jaî'»-»+i+ . 


+KI     +AK|         +BKI  +MKI  +  UK. 

Déjà^  la  loi  des  exposants  est  évidemment  la  même. 

Quant  aux  coefficients,  1«  celui  du  premier  terme  est  Vuniié; 

2°  A  +  K,  ou  le  coefficient  de  a?™,  est  aussi  la  somme  des  seconds 
termes  e?e5  (  m  -f-  1  )  binômes; 

3*"  B  est ,  par  hypothèse,  égal  à  la  somme  des  produits  différents  2  à 
2  des  seconds  termes  des  m  premiers  binômes  ;  AK  exprime  la  somme 
des  produits  de  chacun  des  seconds  termes  des  m  premiers  binômes , 
multiplié  par  le  nouveau. second  lerme  K;  donc,  B  +  AK  est  encore  la 
somme  des  produits^  différents  deux  à\  deutt  des  seconds  termes  des 
(  m  +  1  )  binômes. 

En  général,  puisque  N  exprime  la  somme  des  produits  n  an  des  seconds 
termes  des  m  premiers  binômes,  et  que  ME  représente  la  somme  des 
prodoits  (n  —  l)à(n  —  1)  de  ces  seconds  termes,  multipliés  par  le 
nouveau  second  terme  K,  il  s'ensuit -que  N  +  MK,  ou  le  coefficient 
qui,  dans  le  polynôme  de  degré  (w  +1  ).,  en  a  n  avant  lui,  est  égal  à 
la  somme  des  produits  différents  nàn  des  seconds  termts  des  {m -ht) 
binômes.  Le  dernier  lerme  UK,  est  d'ailleurs  égal  au  produit  des 
(  m  +  1  )  seconds  termes. 
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Ainsi ^  la  loi  de  composition,  supposée  vraie  pour  le  produit  d'un 
nombre  m  de  binômes,  Test  aussi  pour  un  nombre  (  «i  + 1  );  donc,  elle 
est  générale. 

Concevons  actuellement  que,  dans  le  produit  effectué  de  m  fac- 
tenrs    binômes,  a?  +  a, a?  +*,  a?+c,    a? -4-  (?,....  on  fasse 

a  =  6=  c=   d. ,   Texpression   indiquée   de    ce  produit 

i^-ha)  (x-^h)  (a?+<?)(a?-f  I?) se  cbange^ e»  f  a?  +  a)»- 

Qaant  à  son  développement,  les  coefficients  étant , , 

a4-6+c4-c?+  .  .  . ,  aè  +  ac-had-^ ,  abc-^abd-i-acd-i- . . . , 

!•  le  coefficient  deà?"»— ',  ou  a  -f-  6  +  c  + ,  devient 

a  -f-  a  +a+. . . ,  c'est-à-dire  a  pris  autant  de  fois  qu'il!  y  a  de 
lettres  a,  6,  c  . . .  ,  et  se  rééuit,  par  conséquent,  à  ma. 

2**  Le  coefficient  de  a?"»-»,  ou  a64-ac+. . . ,  se  réduit  i  a^+a^-^-a^.. 
ou  bien,  à  autant  de  fois  a*  que  l'on  peut  former  de  combinaisons^ diffé- 
rentes avec  m  lettres  multipliées  2  à  2 ,  ou  bien  enfin  (n?^  147) ,  à 
m— ►! 


m.  — T^ —  a' 


S^  Le  coefficient  de  a?»— ^  se  réduit  au  produit  de  a^  multiplié  par  le 

nombre  de  combinaisons  différentes  de  m< lettres  prises  3  à  3,  ou  bien^ 

.        m —  1   m — 2   a      ,   .    .  , 

à  m.  — ^ — .  —H —  «  /  est  amsi  de  suite. 

Ea  g^éral>  si  l'on  désigne  par  Naî«-«  le  terme  qui  en  a  un  nombre 
n  avant  lui,  le  coefficient  N  qui,  dans  l'hypothèse  où  les  seconds  termes 
des  binômes  sont  différents,  est  égal  à  la  somme  de  leurs  produits  nkn, 
se  réduit,  lorsqu'on  les  suppose  tous  égaux,  à  a"  multiplié  parle  nombre 
des  combinaisons  différentes  que  peuvent  donner  m  lettres  prises  nhn. 
Ainsi  (n*»  147), 

^^       P  (  m  —  n  +  1  ) 
Q  X  n 

Donc  enfin,  l'on  a  la  formule 

m  —  1 

2  2  Q.n 

149.  Pour  peu  que  l'on  jette  les  yeux  sur  les  différents  termes  de  ce 
développement,  on  reconnaît  une  loi  simple  d'après-  laqoelte  un  cœf^ 
fîcient  éte  rang  quelconque  se  forme  au  moyen  du  coefficient  précé- 
dent. 
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Le  coefficient  d'un  terme  de  rang  quelconque  se  forme  en  mutttpliant 
le  coefficient  du  terme  précédent  par  V exposant  de  x  dans  ce  terme,  et 
divisant  le  produit  par  le  nombre  des  termes  qui  précèdent  celtn  que 
l'on  considère. 

En  effet,  prenons  le  terme  général. — - — — a^x^-^  {  on 

Q.n 

rappelle  terme  général  y  parce  qn*en  faisant  successivement  n=:2y  3, 4^... 

on  peut  en  déduire  tous  les  autres  );  le  terme  qui  le  précède  d'un  rang 

P  P 

est  évidemment  -  a«— 'a?"— «+%  puisque  (n"  IW)  -exprime  le  nombre 

de  combinaisons  (  n  —  1  )  à.  (  n  —  1  ). 
Or,  on  voit  que  le  coefficient rr ■  est  égal  au  coeffi*- 

p 

cient—  qui  le  précède,  multiplié  par  [^^^n-^  1),  exposant  de  x  dans 

ce  terme,  et  divisé  par  n ,  nombre  des  termes  qui  précèdent  celai  que 
l'on  considère.  C*est  dans  cette  loi,  due  à  Newton,  que  consiste  princi- 
palement la  formule  du  binôme.  Elle  sert  à  développer  une  puissance 
particulière,  sans  qu'on  soit  obligé  d'avoir  recours  à  la  formule  générale. 
Soit,  par  exemple,  proposé  de  développer  (a?  +  a)  *.  On  trouvera, 
d'après  cette  loi, 

(  0?  +  ô )*  =a«  +  6ax''  +  15o*  a?*  +  20aV  -4-  15a*af'  +  6a'a?  +  a\ 

Après  avoir  formé  les  deux  premiers  termes ,  ce  qui  n'offre  aucune 
difficulté,  d'après  les  termes  de  la  formule  générale  x"*  +  maiC"^' +...., 
on  multiplie  6,  coefficient  du  second  terme,  par  5,  exposant  de  x  dans 
ce  terme,  puis  on  divise  le  produit  par  %  ce  qui  donne  15  pour  coeffi- 
cient du  troisième  terme.  Pour  obtenir  celui  du  quatrième,  on  multiplie 
15  par  A",  exposant  de  x  dans  le  troisième  terme,  et  on  divise  le  produit 
par  3,  nombre  des  termes  qui  précèdent  le  quatrième,  ce  qui  donne  20; 
et  ainsi  de  suite,  pour  tous  les  autres  termes. 

On  trouverait  pareillement 

(  a?  +  a  y'=r  x'*  +  iOax'  +  WaV  H-  120aV  +  210aV 
+  252a  V  +  210aV  +  120aV  +  45aV  +  iOa'x  +  a'\ 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  la  manière  de  développer  les  puis- 
sances des  expressions  algébriques. 

Conséquences  de  la  formule  du  binôme  et  de  la  théorie  des  combinaisons' 
150,  PremUre  conséquence.  —  L'expression  {x  +  a)«,  étant  com- 
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jxysée  de  la  même  manière  en  a  et  en  œ,  la  même  chose  doit  avoir  lieu 
pour  son  développement;  donc^  si  ce  développement  renferme  un  terme 
de  la  forme  Ka^a?  *"— "  ,  il  doit  en  avoir  un  autre  égal  h  Kx"a  '"— "  ou 
Ka"— *  a?".  Ces  deux  termes  y  sont  évidemment  à  égale  distance  des 
deax  extrêmes  :  car  le  nombre  des  termes  qui  précèdent  un  terme  quel- 
conque étant  marqué  par  Texposant  de  a  dans  ce  terme,  il  s'ensuit  que 
le  terme  Ka"a?'"— "  en  a  n  avant  lui,  que  le  terme  Ka"— "rr"  en  a  un 
nombre  m  —  n  avant  lui,  et  par  conséquent  n  après  lui  (puisque le 
nombre  total  des  termes  est  m  +  1  ). 

Ainsi,  dans  le  développement  de  toute  puissance  d'un  hinome ,  Us 
tùefficients  à  égale  distance  des  deux  extrêmes  sont  égaux  entre  eux. 

N.  B.  Dans  les  termes  Ka^a?"*— ",  Ka"»— "a;",  les  deux  coefficients 
expriment  les  nombres  de  combinaisons  différentes  nànetm  —  nà 
m  —  n,  que  Ton  peut  former  avec  m  quantités;  ainsi ,  Ton  peut  encore 
conclure  que  le  nombre  de  combinaisons  différentes  de  m  quantités  n 
à  n,  est  égal  au  nombre  de  combinaisons  (m  —  n)  à  (m  —  u)  de 
ces  mêmes  quantités. 

Par  exemple,  douze  quantités  combinées  5  à  5  donnent  le  même 
nombre  de  combinaisons  que  ces  douze  quantités  combinées  (12  —  5) 
i  (  12  —  5  ) ,  ou  7  à  7.  Cinq  quantités  combinées  2  à  2,  donnent  le 
même  nombre  de  combinaisons  que  cinq  quantités  combinées  (5  —  2) 
à(5-.2),au3à3. 

151.  —  Seconde  conséquence.  Si,  dans  la  formule  générale 

(œ+  a )"•=  fl?«  +  max^*^^  +  m — — -  o'a?'"— »  +  etc., 

on  suppose     a;  &=  1,  a  =  1,  elle  devient 

,^       ^,        ^       ^  m  — 1  m — Im — 2 

(1  +  l)'«ou2'"=l+m+m  — —  +  m  — ^.— ^  +  etc.  ; 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  coefficients  des  différents  termes  de  la 
formule  du  binôme  est  égale  à  une  puissance  de  2,  d'un  degré  marqué 
par  m. 
Ainsi,  dans  la  formule  particulière 
{x  +  ay  ==  «'  +  5aa?*  +  10a  V  +  lOoV  +  5a**  +  a% 

la  somme  1  +  5  +  10  +  10  +  5  +  1  des  coefficients  est  égale  à  2* 
ou  32.  Dans  la  dixième  puissance  développée  n°  149,  la  somme  des 
coefficients  est  égale  à  2'°  ou  102ilh. 

152.  —  Troisième  conséquence.  Si  l'on  a  une  suite  de  nombrei  dé- 
croissant dtune  unité  d'un  terme  à  Vautre^  dont  le  premier  soit  m  et  le 
dernier  m  —  p  (m  etp  sont  des  nombres  entiers),  que  Von  fasse  un  seul 
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produit  de  tous  ces  nomhrsSf  ce  produit  est  dkmble  parle  prcduikde 
tous  les  nombres  en^sdt^uisA  jusqu'à  p^  1.  Cest^àr-dijpe  que 
Ton  a 

tn(m— 1)  (m  — 2)  (m-^3) (w  —  j)) 

1     .     2     .     3     .     k {p  + 1) 

égal  à  un  nombre  entier.  En  effet,  il  résulte  de  ce  qui.a  été  dit  au 
numéro  147,  que  cette  expression  représente  le  nombre  des  combinjdr 
sons  différentes  (p+i)h{p-h  1),  qu'on  peut  former  a?ec_.w  latt^. 
Or,  ce  nombre  de  combinaisons  doit  être,  par  sa  nature,  un  nombre 
entier;  donc  Texpression  ci-dessus  est  nécessairement  un  nombre  entier. 
Nous  engageons  les  élèves  à  rechercher  de  celte  propriété,  une. dé- 
monstration indépendante  de  la  Théorie  des  combinaisons  oude  la  ib^ 
mule  du  binôme,  en  les  prévenant  toutefois  que  la  question,  assez  iàcile 

w(w  — 1)  m  (m — l).(t» — 2) 
à  traiter  pour  les  premièresexprcssions --^ — , .  ^^3 » 

offre  plus  de  diflBiculté  dans  le  cas  général. 

§  II.  Extraction  des  racines  des  nombres  particuliers. 

Les  procédés  particuliers  de  Textraclion  de  la  racine  carrée  £t;dela 

racine  cubique  d'un  nombre  ayant  été  exposés  avec  détail  dans  «notre 

Arithmétique,  nous  nous  contenterons  de  développer  ici  le  procédé  de 

Textraction  des  racines  en  général,  procédés  qu'il  «era  ensuite  facile 

d'appliquer  aux  cas  particuliers  de  Textraclition  de  la  racine  4®,  5',.  •  . 

153.  Procédé  de  la  racine  nième  d'un  nombre  entier  {*), 

Désignons  par  N  un  nombre  entier  quelconque,  et  par  w  le  degré 

de  la  racine  qu'on  veut  en  extraire. 

D'abord,  comme  la  n<^»»«  puissance  de  10,  ou  10*»,  est  exprimée  par 
l'unité  suivie  de  n  zéros  et  représente  le  plus  petit  nombre  de  n  +  1 
cUfires,  il  s'ensuit  que,  si  N  n'a  pas  plus  de  n  chiffres,  sa  racine  n'a 
qu'un  seul  chiffre;  et  pour  l'obtenir,  il  suffit  de  former  les  n^émes  puis- 
sances des  dix  premiers  nombres  1,  2,  3, ...  ,9,'  10;  le  plus  petit  des 
deux  nombrefiidont  les  fl^na  puissances  comprendront'N,^ra  iatacioe 
demandée. 

MaislorsqueN  est  composa  de  plus  de  n  chiffres,  sa  racine  a  plus.d!an 
chiffre  et  peut  alors  être  regardée  comoifi  renfermaotdes.dixainesMdes 

{*)  Pour  bien  compnendre  ce  procédé,  il  faut  s^ètre  déjà  rendu  eomptedes 
deux  procédés  de  la  racine  carrée  et  de  la  racine  cubique. 
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unités.  Qr,.  eu  représentant  par.  a  les  dioaines  et  par  fr  Jesvuniiés^  on  a 

n—  1 

N  =  (  a  +  6  )"^a'»  -|-.«a»— '6  -H  »  — 5—  a»— »6^  4.^., 

c*es^à-^ire  qae  le  nombre  proposé  contient  la  rtième  puigsanee  det  di" 
zainesypîus  n  fois  le  produit  de  la  (n  —  1  )ième  puitsanee  deê.dizaVMi 
par  les  widtés^  j^\ï&  une  suite  d'autres  parties  qu'il  est  inutile  d'énu— 
mérer. 

Cela  posé^  la.nt^f't^  puissance  des  dizaines  nepoavant  donner  d'u- 
nités d'un  ordre  inférieur  à  l'unité  suivie  de  n  zéros,  les  nderBdw 
chiffres  à  droite  n'en  peuvent  faire  partie;  il  faut  donc  les  séparer^ 
et  extraire  la  racine  de  la  plus  .grande  nième  .puissance  contenue  dans 
la  partie  à  gauche:  celte  Tacine  exprime  les  dizaines  delà  racine 
cherchée  (*). 

..Si  cette  partie  à  gancba  renfermait  lencoce  plus  de  itt.ehiffi^,  on 
serait  conduit  à  en  séparer  les  n  derniers  chiffres  à  droite^  et  à  eœiraxre 
la  racine  de<la  plus  grande. niéme  puissance  contenue  dans  lamouvâUe 
pmtie  à  gauche;  et  ainsi  de  suîie. 

Après  avoir  partagé  ainsi  le  nombre  M  en  tranches  de  n  chiffres 
(b  .dernière  trandie  à  gauche  n'apnt  que  n  chiffres  au  plus),  on  eûUtait 
la  racine  de  la  plus  grande  niétne  puissance  contenue  dans. cette  première 
tranche  à  gauche,  ce  qui  donne  le  chiffre  des  unités  dei 'ordre  le  plus 
élevé  de  la  racine  totale,  ouïe  chiffre  des  dizaines  ideda  racine  du 
nombre  formé  par  les  deux  premières  tranches  à  gauche.  Retranchant 
la  Jïième puissance  de  ce  chiffre,  de  la  première  tranche  à  gauche,  on 
obtient  un  reste  qui,  suivi  de  la  seconde  tranche,  contient  encore  n  fois 
le  produit  de  la  (n  —  i)ième  puissance  du  cbiffre  trouvé  (lequel  est 
censé  exprimer  des  dizaines)  par  le  chiffre  suivant,  plus  une  suite 
d'autres  produits.  Mais^e  premier  produit  ne  peut  évidemment  donner 
d'unités  d'un  ordre  inférieur  à  10"—'  ;  ainsi  les  (  n  —  1  )  derniers 
chiffres  de  la  seconde. tranche  n'en  sauraient  liaire  partie.  Il  suffît  donc 
à' abaisser,  à  côté  du  reste  correspondant  à  la  première  tranche,  le 
premier  chiffre  de  la  seconde;  et  st^aprè^avoir  formé  n  fois  là  (n  —  i)iéme 
puissance  du  premier  chiffre  de  la  racine,  on.  divise  par  ce  résultat  le 
reste  suivi  du  premier  chiffre  de  la  seconde  tranche,  le  quotient  expri* 
mera  le  second  chiffre  de  la  racine,  ou  un  nombre  plus  grand.  Pour 
éprouver  ce  chiffre,  on  V écrira  à  la  droite  du  premier,  puis  on  élèvera 

0  Voyez  la  démonstration  de  ce  principe»  pour  la  racine  carrée  et  la.  racine 
cubique  {Arithmétique,  n"' 182, 195,);  vous  généraliserez  ensuite. 
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l'ensemble  de  ces  deux  chiffres  à  la  n^^ne puissance,  et  Von  retranchera, 
si  cela  est  possible,  la  puissance  obtenue^  de  l'ensemble  des  deuxpre^ 
mières  tranches  (*),  ce  qui  donnera  un  nouveau  resie  à  côté  duquel  on 
abaissera  le  premier  chiffre  de  la  troisième  tranche ,  puis  on  divisera 
le  nombre  ainsi  formé  par  n  fois  la  (n — i)iànM  puissance  de  l'ensemble 
des  deux  chiffres  déjà  trouvés  à  la  racine;  ce  qui  donnera  le  troisième 
chiffre  de  la  racine. 

On  continuera  cette  série  d'opérations  jusqu'à  ce  qu'on  ait  abaissé 
toutes  les  tranches. 

154..  Soit  proposé^  pour  exemple,  d^extraire  la  racine  cinquième 
de  550731776. 

5507.31776  )      5 
3125  3125^ 

23823 

Après  avoir  séparé  les  cinq  derniers  chiffres  à  droite,  du  nombre 
proposé,  on  reconnaît  que  (5)%  ou  3125,  et  (6)%  ou  7776,  compren- 
nent 5507;  donc  5  exprime  les  dizaines  de  la  racine  cherchée. 

Retranchant  3125  de  5507,  on  obtient  le  nombre  2382  pour  reste, 
à  côté  duquel  on  abaisse  le  chiffre  3  de  la  première  tranche  à  droite,  ce 
qui  donne  23823,  nombre  que  Von  divise  par  5  fois  la  k^  puissance  de 
5,  ou  par  3125.  Le  quotient  est  7,  mais  en  élevant  57  à  la  5''  puissance, 
on  obtient  601692057,  nombre  plus  fort  que  le  nombre  proposé.  Es- 
sayant 56,  on  trouve 

(56)»  =  550731776; 

ainsi  56  est  la  racine  demandée. 
On  obtiendrait  pareillement 


V/924055  =  18,  avec  le  reste  200887  ; 
5  

1^11167913618807  =  407  exactement; 


V/94931877133  =  37  exactement. 

155.  Remarque.  —  Toutes  les  fois  que  le  degré  de  la  racine  à  ex- 
traire est  un  nombre  multiple  de  deux  ou  de  plusieurs  autres,  comme 

[*)  Nous  n'avons  pas  besoin  de  dire  que»  si  la  soustraction  ne  peut  se 
faire,  c'est  que  le  second  chiffre  trouvé  à  la  racine  est  trop  fort;  et  alors 
on  Je  diminue  d*une  ou  de  plusieurs  unités,  jusqu'à  ce  que  la  soustraction 
puisse,  s'effectuer. 
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M ,  la  racine  peut  s'obtenir  par  une  suite  d'extractions  de  ra- 
cines de  degrés  plus  simples. 

Pour  nous  rendre  compte  de  ces  modifications,  remarquons  que 
{a'y=:a'  Xa'  Xa'  X  a»  «  a  3+3+3+3=^  ^3x4  =  «..^  et  qu'en 
général,  (  a"  )'•  «=  o«  x  a»»  X  a»»  x  a™.  .  .  =a'^-^"\n<>  16). 
Donc,  la  nUme  puissance  de  la  m^^e  puissance  d'un  nombre  est  égale 
à  la  mnième  puissance  de  ce  nombre. 

Réciproquement,  laracine  mt^ème  ^un nombre  est  égale  à  la  racine 
liième  de  la  racine  m«me  de  ce  nombre,  ou  algébriquement,  je  dis  que 

l'on» 'i^a  =  \/î/a. 

En  effet,  soit y    v/a=  a'; 

élerons  les  deux  membres  à  la  ni^me 

m 

puissance  ;  il  vient \/  a  »  a'» 

[car,  d'après  la  définition  d*une  ra- 
cine (  n»  2  ),  on  a  (  >/K  )«  «  K  ]. 

Élevant  de  nouveau  les  deux  tnembres  à  la  miéme  puissance,  on 
obtient a=  (a'")*"^^  a'*«; 

«A      ^ 

d*où,  extrayant  la  racine  mnième  des  deux  membres,  \/a=  a'; 

«     ^  Ji 

mais  on  a  déjà  y     v^  a  =  a'  ;  donc.   .   .  \/  a^  y     Ç/  a. 
N.  B.  Comme  (  a"*  )•  et  (a»)«  donnent  également  a"",  on  peut  en 

m        n 

conclure  que  Y     V^a  =:   y     V^  a. 
On  trouvera,  d'après  cej>rincipe, 

6  3  3 

^^2985984  «  ^  V/29b598*  =  V^1râ=12; 
V^  1771561  =  ^V/1771561  =  11; 

1679616  =       ^  V^1679616  ==  ^»/Î296  =  W^  =  G 

10 
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JN".  B.  Quoique  les  racines  successives- puissent  s*cxU\airc  dans  ua 
ordre  quelconque,  il  est  préférable  d'extraire  d'abord  la  laclne  da 
degré  le  plus  faible,  parce  qu'alors  l'extraction  de  la  racine  du  degré 
le  plus  fort,  qui  est  une  opération  pluscompliquéejporte^ur  un  nombre 
ayant  bcancoup  moins  déchiffres  que  le  nombre  proposé.  C'cstce  que 
nous  avons  fait  dans  le  second  et  le  troisième  des  exem{des  ici-^deseus. 
(  Voyez  d'ailleurs  le  premier  iV.  B»  de  ce  numéro. .} 

Etutractîon  des  racines  par  approximation, 

156.  Lorsque  le  nombre  entrer  dont  on  demande  la  racine  nièmê  nVsl 
pas  une  puissance  parfaite,  le  procédé  du  n°  153  ne  donne  que  la 
partie  entière  de  la  racine,  ou  la  racine  à  une  unité  près.  Quant  à  la 
fraction  qui  doit  compléter  la  racine,  elle  ne  peut  être  obtenue  exacte- 
ment; car  on  sait  (  Arithmétique y-n'^^  Mk  )  qoe^  a  et  6  déstgoont  lei 

a 
deux  termes  d'une  fraotioa  imédoctible  •->  a"  et  h"  âOnt  aussi  prenûcis 

6 

entre  eux;  ainsi  (  -  j  ou-j-  ne  peut  produire  un  nombre  entier  N 

A 

c'est-à-dire  que  \/  N  ne  saurait  être  exprimée  par  un  nombre  fractioB- 

a 
naire  exact  j,  ]\Iais  on  peut  détermiDcr  la  racine  avec  tel  degré  d'ap- 
proximation que  l'on  veut. 
Soit,  en  général ,  proposé  d*eXtraire  la  racine  nt^e  d'un  nombre 

1 

quelconque,  entier  ou  ifractMOAatfe,  a,  ik  une /fraction  pcès,-,  c'est-à- 

P 

dire  de  manière  que  l'erreur  commise  soit  moindre  que—. 

P 

Observons  que  a  peut  se  mettre  sous  la  forme  *■  ■        .  Si  l'on  dé- 

signe  par  r  la  racine  de  op^  obtenue  à  une:unité  près^  le  nombre 

«  XP"           *  1               .      .»'"(*'  + 1)"   j  •  "/ 
ou  a  est  alors  compris  entre  —  et  ^''^ '-;  donc  aussi  v/  a  est 

compris  entre  les  racines  de  ces  deux  derniers  nombres,  c'est-à-dire 

f*      î*  -+-  1  r 

entre  -  et  .  Donc  enfin,  -  est  la  raeiiie  demandée,  à  une  fraction 

p         p  f 

près,-.    ' 
P 
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Bègle  générale.  — Pour  extraire  la  racine  n*^«  d'tmnom&re  queU 

conque  à  une  fraction  prèsy  - ,  multipliez  le  nombre  par  p»;  extrayez 

du  produit  la  racine  uième  aune  unité  près,  puis  divisez  le  résultat 
par  p. 

.Nous  renvoyons  pour  les  applications  de  cette  règle  générale  à  noire 
Arithmétique^  où  nous  avons  exposé  a^^ec  tous  les  détails  convenables 
les  différents  modes  d'approximation ,  tant  pour  la  racine  carrée  que 
pour  la  racine  cubique. 

Mais  il  nous  paraît  utile  de  donner  ici  quelques  développements  sur 
la  manière  d'évaluer  en  décimales  les  expressions  renfermant  des  radi- 

m 

'   /     «  n    ^________________^ 

eaux  qui  se  recouvrent,  tels  que  V     V^  a,    ^  a  +  \/  &,  etc. 

157.  Soit  d*abord  proposé  d'extraire  la  racine  sixième  de  23,  à  0,01 
près. 

En  appliquant  à  cet  exemple  la  règle  du  n°  156,  il  faut  multiplier 
23  par  (100)^  ou  écrire  douze  zéros  à  la  droite  de  23 ,  puis  extraire  la 
ncine  sixième  du  nombre  résultant,  à  une  unité  près,et  diviser  celte 
racine  par  100,  ou  séparer  deux  cbiffres  décimaux  vers  la  droite. 

Maisona(nM55)  V/^23x  (100)«=a  ^  ^  2S  x  (  100  f  ; 
ainsi,  après  avoir  extrait  la  racine  carrée  de  23  x  (  100  Y  à  une  unité 
près,  on  extr^rrA  la  racine  cubique  du  résultat  ;  puis  on  divisera  le 
nouveau  résultat  par  100,  ou  Ton  séparera  deux  cbiffres  décimaux 
vers  la  droite. 

6 

On  trouve  ainsi  V^  23  =  1,68  â  0,01  près. 

4   _ 

Prenons,    pour    second  exemple,  l'expression    ^  29,437    ou 

^  V^  29,437,  dont  on  demande  la  valeur  à  0,  001  près. 

Comme,  d'après  la  règle  du  n°  156,  on  doit  multiplier  29,437  par 
(1000)*,  cela  revient  à  supprimer  d'abord  la  virgule,  puis  à  écrire  neuf 
zéros  à  la  droite,  ce  qui  donne  29437000000000. 

Extrayant  maintenant  la  racine  carrée  de  ce  résultat  à  une  unité 
près,  on  trouve  5425587,  nombre  dont  il  faut  extraire  de  nouveau  la 
racine  carrée;  et  l'on  obtient  2329. 

4   

Donc  enfin  V^29,437  =  2,329,  à  0,001  près. 
Autrement,  Extrayons    d'abord  la  racine    carrée  de   29,437    à 
0,000001  près;  il  vient  5,425887. 
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Extrayant  encore  la  racine  carrée  de  ce  résultat,  on  obtient  2,329; 

4  

donc  V/29,437  =  2,329,  à  0,001  près. 

3  

Soit  maintenant  proposé  d'évaluer  ^  6  -f-  3  \/  2,  à  0,01  près. 

On  pourrait  1»  multiplier  5  +  3  \/  2  par  (100)';  2«  évaluer  le  pro- 
duit à  une  unité  près  (n®  91);  3**  extraire  la  racine  cubique  du  résultat 
aune  unité  près;  k^  enfin,  diviser  ce  nouveau  résultat  par  100. 

Mais  il  est  plus  simple  d*opérer  de  la  manière  suivante  : 

D*abord  3  \/  2  on  y/  18,  évalué  en  décimales  et  à  0,000001  près, 
donne  pour  résultat,  4,242640; 
d*oùe-f-3\/2=  9,242640. 

3 

Mais  V^9,242640  =  2,09;  donc  enfin 


^  5  +  3  \/2  =  2,09,  à 0,01  près. 


;   Prenons,  pour   dernier  exemple,  l'expression     y     ,  ^^      ^ 
dont  on  demande  la  valeur  à  0,1  près. 

I>.rf,rf_^  revient  {«.91)    ^2^1+1^, 

Or,  1*.  20  >/  3,  ou  V/Î2ÔÔ  =  34,641,  à  0,001  près; 
2\   6  \/6,ou  V/Î5Ô    =  12,247,  à  0,001  près. 

r       'A        20\/3+5x/6      46,888     .^.^ 
Ce  qui  donne ^"Tl =■  ..  -  =  3,349. 

3    . 

^^^^  V/  !,_^2  "  *^PW  =  1,6,  à  0,1  près. 

(La  valeur  est  ici  en  plus,) 

S  III.  Formation  des  puissances  et  extraction  des  racines  des 
quantités  algébriques.  Calcul  des  radicaux 

Considérons  d'abord  les  quantités  monômes. 

158.  Soit  à  former  la  cinquième  puissance  de  2a'&';  on  a  (n<^  2} 

{2a»67  =  2a»6»  X  2a'6»  x  2a»6'  x  2a'6»  x  2a»6»; 
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d'où  Ton  voit,  1»  que  le  coefficient  2  doit  être  5  fois  facteur  dans  le  pro« 
duit,  ou  doit  y  être  élevé  à  la  Q^ème  puissance;  2*'  que  chacun  des  expo-* 
sants  des  lettres  doit  être  pris  5  fob,  ou  multiplié  par  S. 

Donc  enfin,  (2aV/ =  2*.a'X*6'X»  =  32a"6»\ 

De  même,  (8a'6'c)»  =  8'.a»X»6'X V  «  512a'6V. 

Ainsi,  pour  élever  un  monôme  à  une  puissance  donnée,  il  faut  élever 
le  eoeflicient  à  cette  puissance,  puis  muHiplier  chacun  des  exposante 
des  lettres  par  V exposant  de  la  puissance. 

Donc  réciproquement,  pour  extraire  une  racine  de  degré  quel* 
conque  d'une  quantité  monôme,  il  faut,  1**  extraire  la  racine  du  coef^ 
fUientf  2°  diviser  V exposant  de  chaque  lettre  par  l'indice  de  la  racine. 


Ainsi ,         V/6W6V  =  4a»6c%  V^iMb^'c'  =  2a'6"c. 

On  voit,  d*après  cette  règle,  que,  pour  qu'un  monôme  soit  une  puis- 
sance parfaite  du  degré  de  la  racine  à  extraire,  il  faut  que  son  coefiEi- 
cient  soit  une  puissance  parfaite  de  ce  degré,  et  que  les  exposants  des 
lettres  soient  divisibles  par  l'exposant  ou  Yindice  delà  racine  à  extrairez 
Nous  verrons  plus  loin  comment  on  simplifie  l'expression  de  la  racine 
d'une  quantité  qui  n'est  pas  une  puissance  parfaite. 

1S9.  Jusqu'à  présent,  nous  n'avons  pas  eu  égard  au  signe  dont  peut 
être  affecté  le  monôme  ;  mais  si  l'on  observe  que  le  carré  dun  monôme 
est  toujours  positif,  quel  que  soit  le  signe  de  ce  monôme,  et  que  toute 
puissance  de  degré  pair  2w,  peut  être  regardée  comme  égale  à  la  niéntg 
puissance  du  carré,  c'est-à-dire  que  a'"  =  (a*)",  on  peut  conclure  que 
twte  puissance  de  degré  pair  d'une  quantité,  soit  positive^  soit  néga- 
tive, est  essentiellement  positive. 

Ainsi  (±:  2aVcy  =  -f-  lôa'ô' V. 

Comme,  d'ailleurs,  une  puissance  de  degré  impair  (2n  +  1),  est  le 
produit  d'une  puissance  de  degré  pair  2n,  par  la  première  puissance,  il 
s'ensuit  que  toute  puissance  de  degré  impair  d'un  monôme  est  affectés 
du  même  signe  que  le  monôme. 

Donc,        (  -h  ka'by  =  +  64a*6»,     (—  ka'bf  =  —  6ka'b\ 

Il  est  évident  d'après  cela,  1*»  que  toute  racine  de  degré  impair  d'une 
quantité  monôme  doit  être  affectée  du  même  signe  que  la  quantité. 


Ainsi  1^+  8a'«  +  2a;  V^— 8a'=— 2a;  V— 32a'V=— 2a'*- 
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2°  Que  toute  racine  de  degré  pair  d'iin  monôme  positif  peut  être  af^ 
fectée  indifféremment  du  signe  -i-  ou  du  signe -^^ 


Ainsi,  V^81a*6'^  =  ±:  'iab\     »/6W«  =  ±  ia\ 

3°  Que  toute  racine  de  degré  jpair  d'un  monomenégatif  est  une  racine 
impossible;  car  il  n'existe  aucune  quantité  qui,  élevée  à  une  puissance 
de  degré  pair,  puisse  donner  un  résultat  négatif.  Ainsi, • . 

4 . »    

V^ —  a,  y" —  h,  V^—  c,  sont  des  symboles  d'opérations  inexé-- 
Ctttables;  ce  simt  des  expre9mns  imaginaires  comiB^  V^—  «, 
V^"ir6..,  (Voyez  r\^8^y 

Considérons  actuellement  les  polynômes. 

160.  Nous  avons  déjà  vu  comment  on  élève  un  binôme x  +  ah  une 
puissance  de  degré  quelconque;  mais^  il  peut  arriver  que  les  teïme&  da 
binôme  soient  affectés  de  coefficients  et  d'exposants. 

Soit  proposé,  pour  exemple,  de  développer  (2a'  H-  3a6)';  posons 
pour  le  moment,  2a'  =  a?,  3a6  =  t/  ;  il  vient 

(2a'  +  3a*)'  ^  {x -h  «/)'  =  «'  4-  3^'y  +  3ry?  +  ^. 

Remettant  actuellement  2a'  et  3a&  au  lieu  de  x  et  de  y; 

(2a^  -h  3abY  =  (2a')»  -I-  3  (2a^' .  (3a6)  +  3  (2a«) .  (3a5)»  +  (3a6)»; 

ou^  effectuant  les  calculs  d'après  les  règles  du  n<>  158  et  delà  multipli- 
cation des  monômes, 

(2a'  +  3a6)'  =  8a«  +  36a'^^  -h  54a*6'  +  ^Hc^V. 

On  trouvera  de  même 

(4a'6  — 3a60*  =  (^  +  yr  =  a?*  -h^^'y  -h  6xy  +  kxt^  -hy* 

=  (4a'6)*  +  4(4a'6)'(— 3a6c)  +  6(4a'6)'  (-  3aôc)' 

+  4(4o'ô)  (— 3a6c)'4-(-3a6c)*. 

=:»  256aV  —  l&èa'b'c  +  864a^fc*e'  -•  *32rf6V  +  &U**V. 

(Les  signes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs.) 
Soit  maintenant  à  développer  {x  -{-  yi  -k-  xf;  posons  d*abocd 
X  -i-  y  =z  u;  il  vient 

(m  -h  ;r)'  =  m'  +  3zu' -F  3i'u -+-  *', 
ou,  remplaçant  «  par  sa  valeur  x  ■+•  y, 

[x  -h  y+  zf^lx-^-  yf  +  3z  [x  +  yY  +  3^'  (a?  +  j^)  4-  «* 
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OU,  développant  de  nouveau  les  calculs  indiqués, 
[x+y-h^T^x^-h  Sxy^  -h  Ss^y  +  t/'  +  Sx^z  -h  ^^yz  +  ^yh 

Celle  expression  se  compose  des  cubes  des  trois  termes,  plus  des  triples 
carrés  de  chaque  terme  par  les  premières  puissances  des  deux  autres, 
plus  du  sextuple  produit  des  trois  termes.  Celle  loi  serait  (n°  86)  facile 
à  vérifier  pour  tout  polynôme. 

Pour  appliquer  la  formule  précédente  au  développement  du  cube 
d'an  trinoine  dont  les  termes  auraient  des  coefficients  et  des  exposants, 
il  faudrait,  comme  pour  les  binômes,  désigner  chaque  terme  par  une 
seule  lettre,  développer,  puis  remplacer  par  leur  valeur  les  lettres  intro- 
àmtes,  et  effectuer  tous  les  calculs  indiqués. 

On  trouvera  par  ce  moyen,  tout  calcul  fait, 

(2a'— 4a6  -H  36')'  =  8a'—h8a'b  +  132a*6-  —  208a'6'  +  198a'6* 
—  108a6^  +  276^ 

On  développerait  par  des  procédés  analogues  les  puissances  qua- 
trième, cinquième,  etc.,  d'un  polynôme  quelconque. 

161.  Passons  à  Yewiractimi  des  racines  de  degré  quelconque  des 
polynômes. 

Appelons  P  le  polynôme  proposé,  et  concevons  ce  polynôme  ordonné^ 
par  rapport  aux  puissances  descendantes  d'une  même  lellre  a.  Dési- 
gnons d'ailleurs  par  a?  +  t^  +  ir  + . . . .  la  racine  cherchée,  que  l'on 
peut  également  supposer  ordoxmée  par  rapport  à  a. 

En  élevant  a:4-2/'f-'8r-f-....àla  m**^"ie  puissance,  et  regardant 
pour  le  moment,  y  +  z  +.^. .  comme  ne  formant,  qu'un  seul  terme, 
on  aura 


P>  ou  (a?  4-  y  -f-  ir  -f  . . .)  =  a?"  +  mx"'-^  (y  ^  z -{-  . . .) 

m  —  I  ,  ,- 

+  m — 5 —  ^  '  (y-hx^  . , .)' 


+ 

+ 

Or,  ii  est  bieti  évident  d*abord,  d'après  les  principes  de  la  multipli- 
oathm  algébrique^  qu«  le  (0*11»  rr"  du  second  membre  de  celte  égalité 
àxÀi  renlèrmer  un  esposant  de  o  plus  élevé  qu'aucun  des  autres  termes 
^  œ  second  membre^  et  ii«  peut  se  réduire  avec  ceux-ci.  Donc  x^  est 
^gal  au  terme  de  P,  aSeoté  d»  la  pkis  haute  puissance  de  a  ;  et  par  con- 
séquent, si  l'on  extrait  la  racine  «♦^«w  du  premier  terme  de  P,  on  obtien- 
^rs  nécessairement  le  prunier  terme  x  de  la  racine. 
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Retranchant  a^  de  P,  et  appelant  R  le  reste,  on  trouve 
R,  ou  P— a:^  =s  wx"  *  (y  +  -Jr  +  u +. . .) 

tu  —  1  .« 

+  «I  — ^««-a  (y+*  4-.  .  .  )• 

.     4-  .  .  .  . 

-h  .    .    .    . 

nouvelle  égalité  dans  le  second  membre  de  laquelle  le  terme  ma?»»— 'y  ne 
pourra  subir  de  réduction  avec  les  autres. 

En  effet,  les  termes  y,y^,y*9  »  •  •  •  .  qui  font  partie  des  exprès* 
siens  affectées  des  parenthèses,  renfermant  respectivement  un  exposant 
de  la  lettre  a  plus  fort  que  les  autres  termes  des  expressions  correspond 
dantes,  il  suffit  de  faire  voir  que  le  terme  mx  "•— '  y  contient  un  expo- 
sant de  la  lettre  a  plus  élevé  que  le  terme  général  a^— «j^»  (dont  il  est 
d'ailleurs  inutile  de  considérer  ici  le  coefficient). 

Mais  en  comparant  les  deux  quantités 

que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 

0?"* — "y .  x'*'^^         et        a;w— "y ,  y'*^"*, 

on  voit  qu'elles  ont  un  facteur  commun,  et  que  des  deux  facteurs  non 
communs  a?"—',  i/"— %  le  premier  contient  a  avec  un  plus  haut  expo- 
sant que  le  second.  Donc  le  terme  ma?'«— 'y  ne  peut  se  réduire  avec  le 
terme  en  a?^— "y'»,  et,  à  plus  forte  raison,  avec  les  autres  termes. 

Ainsi  le  terme  mx'^^^y  est  égal,  sans  réduction,  au  terme  de  R 
affecté  de  Tcxposant  le  plus  élevé  de  la  lettre  a;  et  si  Ton  divise  le  pre- 
mier terme  de  R  par  wit^— ',  on  aura  nécessairement  pour  quotient  le 
second  terme  y  de  la  racine. 

Retranchant  de  P  la  mième  puissance  de  j?  +  j^,  et  désignant  pav 
R'  le  reste  de  celte  soustraction,  on  démontrera,  comme  précédemment, 
que  le  premier  terme  deR',  ou  de  P  —  (a?  +  y)*»,  représente  la  valeur 
de  mx"'—^z;  ainsi,  en  divisant  ce  premier  terme  par  ma?'"—',  on  aura 
le  troisième  terme  de  la  racine;  et  ainsi  de  suite. 

De  là  résulte  le  procédé  suivant  : 

Après  avoir  ordonné  le  polynôme  P  par  rapport  à  Tune  des  lettres 
qui  y  entrent,  extrayez  la  racine  tûf^fM  du  premier  terme  de  ce  poly^ 
nome;  vous  obtenez  ainsi  le  premier  terme  de  la  racine.  Retranchez  de 
P  la  mième  puissance  de  ce  premier  terme,  puis  écrivez  au-dessous  de 
!a  racine  trouvée,  m  fois  la  (m  —  Vjième  puissance  de  cette  racine. 

Divisez  ensuite  par  cette  dernière  expression  le  premier  terme  du 
reste  obtenu;  vous  obtenez  ainsi  le  second  terme  de  la  racine. 
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Formez  la  mième  puissance  de  la  somme  des  deux  termes  déjà  trou» 
vis  à  la  racine^  puis  soustrayez  de  P  cette  mième  puissance. 

Divisez  le  premier  terme  du  nouveau  reste  par  m  fois  la  (m— -Ij^ma 
puissance  du  premier  terme  de  la  racine;  vous  obtenez  ainsi  le  troisième 
terme  de  la  racine  ;  et  ainsi  de  suite. 

Il  est  facile  d'appliquer  ce  procédé  aux  cas  particuliers  de  Textrac- 
tion  de  la  racine  3**,  k%  5**. 

Calcul  des  radicaux. 

162.  Lorsque  la  quantité  monôme  ou  polynôme  dont  on  demande 
une  racine  d*un  certain  degré,  n'est  pas  une  puissance  parfaite,  on 
ne  peut  qu'indiquer  l'opération,  en  faisant  (n®  2)  précéder  du  signe 
V^  la  quantité  proposée,  et  plaçant  en  dedans  de  ce  signe  le  nombre 
qui  marque  le  degré  de  la  racine  à  extraire.  Ce  nombre  s'appelle 
Yindice  du  radical. 

Souvent,  on  peut  faire  subir  à  Yexpression  radicale  quelques  sim- 
plifications fondées  sur  un  principe  analogue  à  celui  du  n"  84>  ;  c'eA 
que  la  racine  n^ème  d'un  produit  est  égale  auproduit  des  racines  vfémm 
des  différents  facteurs. 

En  termes  algébriques, 

Eo  effet,  élevant  chacune  de  ces  deux  expressions  à  la  nième  puis- 
sance^ on  trouve  pour  la  première, 

n 

(  WaôcJTTTT)»  =  abcd, 
et  pour  la  seconde, 

{W^ox^6xV/c...)«  =  (\/a)«.(V^6)'«.(W^c)«.  ..  ==abcd... 

Donc,  puisque  les  n^èmes  puissances  de  ces  expressions  sont  égales,  les 
expressions  doivent  l'être  elles-mêmes  {Voyez  n<*  167). 

3 

Cela  posé,  soit  l'expression  ^54-a*6*c',  qui  ne  peut  être  rem- 
placée par  un  monôme  rationnel,  puisque  SA*  n'est  pas  un  cube  parfait, 

et  niiA  i1*aî1lAiire  loe  ATnnsanfs  dp.  n  i»t  /*  nA  itnnt  nas  ^ivicihlpa  nar  !)• 


on  a 


pid«;cv  par  uii  uiuiiuiuc  raiiuiiuci,  puiM|u<s  uv  u  csi  p«»  uii  uuuc  panaii, 

et  que  d'ailleurs  les  exposants  de  a  et  c  ne  sont  pas  divisibles  par  3; 

3^ 3^ 3 3 

^  IS4a*6V  =  V^^27^.  ^2^  =  3ah  V^'i^. 

10. 
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3  3  4 l 

De   même,    V^8a'  =  2V/a^     W'Wa^ôV  =  2a6^c  V/^So?? 

v^i9ai^t«"  =  v/^e^aV*  X  v^'aiiï"»  aie'  w^^. 

3  3  4  ^____^ 

Dans  les  expressions  Sab  V^2ac',  2  V^a',  2a6'c  V^3acS  les  quan- 
tités qui  sont  en  avant  du  radical ,  auquel  elles  servent  de  multiplica- 
teur, sont  appelées  les  coefficients  du  radical. 

163.  Le  principe  démontré  n"*  155  donne  lieu  à  une  autre  espèce 
de  simplification. 

€   

Que  Ton  ait,  pat  exemple^^  l'expression  radicale  ^4a';  coiaine,  ea 

3 

6  /"T^ 

Tcrtu  de  ce  principe,  V^T^  =  Y     V^ka^ ,  et  que  h  quantfté  sou- 

3 

mise  au  radical  \/,  est  un  carré  parfait,  on  peut  effectuer  cette  eilrao- 
titm  de  racine  carrée,  ce.qui  doime 

0  3 

De  même,  V^  36a^6»  =  ^  )/36aV  =  V^B^T 


:=:>/^^  = 


Eo  général,  V/?  as  y  V^a»  =  >/  a;  c'est-à-dire  que,  lots^ie 
rindice  d'un  radical  est  multiple  d'un  certain  nooibre  fi,jct  que  k  q/au*- 
tité  sous  le  signe  radical  est  une  puissance  niètne  exacte,  on  peut,  sans 
changer  la  valeur  du  rudkaly  diviser  son  indiei  par  n ,  et  extraire  la 
racine  nième  de  la  quantité  sous  le  signe. 

Cette  proposition  est  Tinverse  d'une  autre  non  moins  importante,  qui 
consiste  en  ce  que  l'on  peut  multiplier  Findice  d'un  radical  par  tm 
certain  nombre,  pourvu  que  Von  élève  la  quantité  sous  le  signe  à  une 
puissance  cTùn  degré  marqué  par  cenombste. 

Ainsi,  V/  a  =  V/^En  effet,  a  est  la  même  chose  que  */a%- 

m 

done  \J  mf:^y     v^a»  =  l^a«. 

Ce  dernier  principe  sert  à  ramener  deux  ou  plusieurs  radicaux  à 
avoir  le  même  indice,  ce  qui  est  souvent  utile. 
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3    ^_^        4    

Soient,  par  exemple,  les  défis  radicaux  \^  2afi  ^  a  +  b,  qn» 
Ton  veut  réduire  au  même  indice. 

Si  ]*on  multiplie  Findice  du  premier  par  k,  indice  du  second,  et  que 
Ton  é]è?e  la  quantité  2a  à  la  quatrième  puissance;  si,  de  même,  on 
multiplie  rindice  du  second  par  3,  indice  du  premier,  et  que  Ton  élève 
«  +  &  au  cube,  on  ne  changera  parles  valeurs  des  deux  radicaux;  et  il 
Tiendra,  par  ces  opérations,     . 


V^âa  =r  V^2*a*  =  ï^lGo^,         V^a  4-  6  =  ^  (a  +  b)\ 

Règle  GÉNâBiLE.  —  Pour  réduire  deux  ou  plusieurs  radicaux  au 
même  indice,  multipliez  Vindice  de  chaque  radical  par  le  produit  de 
tous  les  autres  indices,  et  élevez  la  quantité  sous  le  signe  aune  puissance 
d'un  degré  marqué  par  ce  produit. 

Cette  règle,  qui  a  beaucoup  d'analogie  avec  la  réduction  des  frac- 
tions au  n^me  dénominateur,  estsusceptible  des  mêmes  modifications. 

4  6  8 

Soient,  par  exemple,  les  radicaux  V^a ,  V^^56^  W^  a'  +  6' ,  que 
Ton  veut  ranaener  au  même  indice. 

Comme  les  nombres  4»,  6, 8,  ont  des  facteurs  communs,  et  que  24 
est  le  multiple  le  plus  simple  de  ces  trois  nombres,  il  suffit  évidemment 
de  multiplier  le  premier  par  6,  le  second  par  4,  et  le  troisième  par  3, 
pourvu  que  Ton  élève  les  quantités  sous  chaque  signe  radical ,  aux 
puissances  de  degrés  marqués  respectivement  par  6,  4  et  3,  ce  qui  donne 

4  24  6  *4 8 24 

V^a=  \^iir,    »/56=   \/5V,  W^a^  +  t    =  ]/  {  a' +  b'  f. 

Ces  notions  établies,  proposons-nous  d'exécuter  sur  les  radicaux,  les 
opérations  de  l'arithmétique,  qui  sont  maintenant  au  nombre  de  six , 
es  y  cos^Hrenamt  la  ibrmatiofi  des  puissances  et  Textraction  des  racines. 

164.  Addition  et  Mustraction  des  radicaux.  —  Deux  radicaux  sont 
dite  èemblables  lorsqu'ils  ont  le  même  indice,  et  que  la  quantité  sous 
le,sâgiM.est  aussi  la  mcmie. 

Cela  posé,  pour  ajouter  deux  radicaux  semblables  ou  pour  les  sous- 
traire l'un  de  l'autre,  il  faut  opérer  simplement  sur  leurs  coefficienis , 
et  placer  la  somme  ou  la  différence,  comme  coejficient,  en  avant  du  ra~ 
dieat  €ommun.\ 

3  3  3  3  3  3 

Ainsi,        B^b  ^^y'b^&V/b,    3V^6-2V/6=»/6, 

4  4  4 

3a  i^b±:2c  »/  6  =  (3a  ±:  2c)  y\ 
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Souvent,  deux  radicaux  ne  sont  pas  d'abord  semblables;  mais  ils  le 
deviennent  lorsqu'on  leur  a  fait  subir  les  siropliûcations  des  n°*  162  et 
163.  Par  exemple, 

2  a  t  a  <    a  . 

V^kS^  +  b  V^lWa  =46  »/3^  +  86  V^sS  =  96  V^sT; 

3  3  3  3 


^Sa'b  4-  16a*  —  V^ô*  +2a6'  =  2a \/ h  +  2a  —hV  6  +  2» 

3 

=:  (2a  — 6)  \^b  +  2a; 

3W^4a'  +  2V/2a  =  3  V/2a  +  2W^^  =  5  V/'2a. 

Si  les  radicaux  ne  sont  pas  semblables,  on  ne  peut  qu'indiquer  Tad- 
dition  et  la  soustraction^  en  interposant  les  signes  +  et  — . 

165.  Multiplication  et  division.  —  Considérons  d'abord  le  cas  où  les 
radicaux  ont  le  même  indice. 

n  fi 

Soit  ^^a  à  multiplier  ou  à  diviser  par  ^b.  Je  dis  que  l'on  a 

n 
n  n  n  h  n  /  (t 

V^  a  X  ^b=  i^âb,  et   Va  :    »^6=V    J- 

n  n  n 

En  effet  (no  162),  si  l'on  élève  V^  a  .  ^^6  et  V/'ôô  à  la  n<<Nn«  puis- 
sance, on  trouve  également  pour  résultat,  06/  donc  ces  deux  expres- 
sions sont  égales. 

n  n 

De  même,-;^  et  1/  -  élevés   à   la   nième   puissance,    donnent 

-;  ainsi  ces  deux  expressions  sont  égales. 

D'où  l'on  voit  que,  pour  multiplier  ou  diviser  Vun  par  Vautre  deux 
radicaux  de  même  indice^  il  faut  multiplier  ou  diviser  l'une  par  Vautre 
les  deux  quantités  sous  le  signe,  et  affecter  le  résultat  du  signe  radical 
commun.  S'il  y  a  des  coefficients,  on  commence  par  les  multiplier  ou 
les  diviser  séparément. 

Ainsi , 

2av/£±l  X  -  3a  \/(I±ïl  =  -6c»  v/HHï, 
e  ^  d  ^         ed 

ou  simplifiant,     « j— i — : — '-. 
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4 4 4  4 

3a  W^8a»  X  26  \^Wc  =  6a6  V^32a*c  =  12a*i  VIlc, 

3  3  3 


V^aVH-fc*         ,/86(aV  +  6*)      oAi /?V+1' 
V  86 


Si  les  radicaux  n*ont  pas  le  même  indice,  il  faut  les  y  réduire  (n^  163), 
et  opérer  comme  il  vient  d*être  dit. 

6  8  a4 

Par  exemple,  3a  Vh  x  56  V^c  =  15a6  V^W?. 

166.  Formation  des  puissances  et  extraction  des  racines. 

m 

Soit  d'abord  ^  ak  élever  à  la  n^ème  puissance,  on  a 

m  m  m  m  m 

(  t/a)"  =  ^  a  X  ^a  X  ^a, . .  ==  V^  a",  d'après  la  règle  qui 
vient  d'être  établie  pour  la  mullipUcalion. 

Donc,  pour  élever  une  quantité  radicale  à  une  puissance  donnée,  il 
faut  élever  la  quantité  sous  le  signe  à  cette  puissance,  et  affecter  le  ré^ 
sultat,  du  signe  radical  avec  son  indice  primitif.  S'il  y  a  un  coefficient, 
on  élève  séparemeut  ce  coefficient  à  la  puissance  donnée. 

4 4  4 4 

Ainsi  (  ^ka'f  =  l/{W)^=  l/16a*  =  2a  V^  a'; 

^  3 3 3] 

(3  W^  =  3M^  (  2a  f  =  243  V^"^^  «  4.86a  V/  4a^ 

Lorsque  l'indice  du  radical  est  un  multiple  de  Fexposant  delà  puis- 
sance que  l'on  a  à  former,  on  peut  simplifier. 

4  

Soil  par  exemple,  V^2a  à  élever  au  carré;  remarquotis que  (n*»  156) 

1^2a  =       ^^2a,  Or,  pour  élever  cette  quantité  au  carré,  il  suffit  de 

A 

supprimer  le  premier  signe  radical;  ainsi  l'on  a  (  ^^2a)'  =  V^2a. 

6 

Soit  encore  V^''36  à  élever  au  carré;  celte  expression  revient  à 

/  3  '    '  6    3 

V    i^36;donc(»^36)'=  1^36.  C'est-à-dire  que,  si  t indice  is 
radical  estdnnsible  par  V exposant  de  la  puissance,  on  peut  effectuer 
cette  division,  en  laissant  la  quantité  sous  le  radical  telle  quelle  était* 
Quant  à  Vextraction  des  racines,  il  faut  multiplier  Vindice  du  radical 
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par  Vindice  de  la  racine  à  extraire^  et  laisser  la  quantité  sous  le  signe 
telle  quelle  itait. 

Ainsi  V     V^=  V^;        V    V^  =.  V^. 

Cette  règle  n'est  autre  chose  que  le  principe  du  n<>  iSS  énoncé  dans 
un  ordre  inverse. 

Si  la  quantité  sous  le  signe  est  une  puissance  par£aite,  de  même 
degré  que  la  racine  à  extraire^  il  y  a  lieu  à  simplification. 

Ainsi  V    V^  étant  (n«  155)  égal  à  V   V'^,  se  rédmt  à 


ême,  V    V/^  =  y    V^^  =   \/3l 


De  même 

Rémarques  snr  les  valeurs  algébriques  des  radicaux.  Conséquences  qjU 
en  résultent  dans  le  calcul  de  ces  expressions. 

167.  Les  règles  qui  Tiennent  d*être  étaUîes  pour  le  eakol  des  radi- 
caux sont  fondées  principalement  sur  le  principe  que  la  racine  n<éme  du 
produit  de  plusieurs  facteurs  est  égale  au  produit  des  racines  n'iàntia  de 
de  ces  différents  facteurs;  et  la  démonstration  de  ce  principe  repose 
(n^  162)  sur  ce  que,  si  les  puissances  de  même  degré  de  deux  expres- 
sions sont  égales,  les  expressions  jont  aussi  égales.  Or  cette  dernière 
proposition,  qui  est  vraie  en  tant  que  Ton  ne  considère  que  des  nombres 
absolus,  ne  Test  pas  toujours  pour  les  diverses  expressions  auxquelles 
peut  conduire  Falgcbre. 

Pour  vérifier  Vexactitude  dé  cette  assertion,  nous  prouverons  qu*un 
même  nombre  peut  avoir,  algébriquement^  plusieurs  racines  carrées^ 
plusieurs  racines  cubiques,  plusieurs  racines  quatrièmes ytio. 

Désignons,  en  effet,  par  x  l'expression  générale  de  la.  racine  carcée 
d*un  nombre  a,  et  par  p  la  valeur  numérique  ou  arithmétique  de  cette 
racine  carrée;  on  a  Féquation  «'  =  a,  ou  a?'  =  jp',  de  laquelle  on  tire 
X  «s  :±zp.  D'où  Ton  voil  que,  de  quelque  signe  qu'on  affecte  la  valeur^ 
ariduaétique  p  de  la  racine  carrée  de  a,  son  carré  donne  égalenièiil  a, 
résultai  conlocme  à  ce  qui  a  été  dit  au  numéro  85w 

Soityien  second  lieu,  x  l'expression  générale  de  la  racine  cidûque  do 
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Uf  et.dési^noas  par  j>  la  valeur  namériqae  de  cette  laciae  cubiqae;  on  a 
réquation  a;'  =  a  ou  «'  =  /)'. 

Cette  équation  est  d'abord  satisfaite  par  œ  =  p. 

Observons  maintenant  que  Toa  peut  mettre  a?'  =  p'  sous  la  forme 
4?»— /  =  0. 

Or  on  a  vu  (n<»  31)  que  l'expression  a;*— jp'  est  divîsîtTe  par  ar  — |), 
et  donnff  pour  quotient  exact,  a'  4-  px  +  p^;  Féquation  ci -dessus 
peut  donc  être  transformée  ainsi  ; 

[x^p)(x^-\'px  +  p')^0^ 

équation  à  laqnelle  on  satisfait^ 

soit  en  posant  a?  —  p  =  0^  d'où  a?  «=  p, 

soit  en  posant  a?'  +  jwd  +  /i?  =  0,  d'où  œ  =  — £  —  i  ^— 3^ 

ou  bien, <r  =  |)  (: )• 

On  voit  donc  que  la  racine  euhique  de  a  admet  trois  vaîeurs  aîgibrv- 
qnes  dt/firentes,  saroir': 

,.    p(^ _ J    et    |.(^ ^-_J. 

Soit  encore  à  résoudre  Féquation  a;*  =  a  ou  a;*  =  p" 

4 

(p  désignant  la  valeur  arithmétique  de  V^  a  ). 

Celte  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme  a?*  —  p*^  =  0; 
or  l'expression  a?*  —  p*  revient  (  n«>  19^)  à  (  a?^  —  p*)  (  a?*  -f  p'  )  : 
donc  l'équation  revient  elle-même  à  (  a?*  —  p*)  (  «^  -|-  p*  )  ==  6;  et 
l'on  peut  j  satisfaire, 

soit  en  posant  a?'  —  p*  =  0,  d'où  x  =:  ±p^ 

soit  en  posant  x^  -^r  p^  =  0,  d'où  x  =:  ±  ^ —  p^  =  ±p  V^ —  1. 

On  obtient  donc  ainsi  peur  la  racine  quatrième  du  UAmbre-^gy  quatre 
expressions  algibn^e'BieiÊLt  différentes» 

Proposons-nous  de  résoudre  la  nouvelle  équation  a?'  =  p^, 

qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  x^  '^  p^  ^  0. 

Or  x^  —  p*  revient  (  n«  19^)  à  (  f-^p*  )  (  «■  +  p*  ); 

ainsi  Véottation devient  ( «' «-«p'  )  (a?*  +  !>'  )  «=»  0« 
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Déjà,  réquation  a?'  —  p'  =  0,  résolue  précédemment,  a  donné 


aî  =  |)  et  x^p\ 2 J' 


Considérons  actuellement  Téqualion  a?'  +  p'  =  0,  et  observons  que,  si 
Ton  remplace,  pour  le  moment,  p  par  — p',  elle  devient  a?'  —  p''  =  0, 

d'où  Ton  déduit  a?  ==  p'  et  a?  =  p'  ( ^ )  »  oo  >  remettant 

à  la  place  de  p'  sa  valeur  — -  p, 


—  p    et 


=  --A 2 / 


Ainsi,  réquation  a?*  —  p*  =  0,  et  par  conséquent  la  racine  6ième  de  a, 
admet  «a?  valeurs  :  p,  «p,  a'p,  —  p,  —  «p,  —  «-'p,  en  posant  pour 
simplifier 

_  1  +  v/ITa     ,     —  1  —  v/ZTâ 


Nous  pouvons  conclure^  par  analogie  (  ce  qui  sera  d'ailleurs  démontré 
par  la  suite,  d'une  manière  plus  complète  ),  que  toute  équation  de  la 
forme  a?"  —  a  =  0,  ou  a?"»  —  p"*  =  0,  est  susceptible  de  m  solutions 
différentes;  c'est-à-dire  que  la  racine  tnième  d'un  nombre  admet  m 
valeurs,  algébriquement  différentes, 

168.  Première  remarque.  —  Si,  dans  les  équations  précédentes  et 
es  résultats  qui  leur  correspondent,  on  suppose  comme  cas  particulier, 
a  =  1,  d'oùp  =  1,  on  obtiendra  les  racines  carrées,  cubiques,  qua- 
trièmes, etc.,  de  Tunité.  Ainsi,  -+•  1  et  ^ —  1  sont  les  deux  racines  carrées 
de  Vunité  :  car  l'équation  a?'  —  1=0  donne  a?  =  ±:  1. 

^  sont  les  trois 

racines  cubiques  de  l'unité,  ou  les  racines  de  a^'  —  1  =  0. 

+  1,  — - 1,  -f  V^—  1,  —  V^ —  1,  sont  les  quatre  racines  qua- 
trièmes de  l'unité,  on  les  racines  de  a?*  —  1  =  0. 

169.  Seconde  remarque, — Soit,  en  général,  l'équation  a^  4-  a=  0. 
Désignons  par  p  la  valeur  arithmétique  de  la  racine  m^éme  de  a,  ce 

qui  donne  p"  =  a;  l'équation  ci-dessus  devient 

«"ipp"  =  0; 
et  si  l'on  pose  sb  ^  py,y  étant  une  nouvelle  inconnue,  il  en  résulte 
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jp*«  y"  r|:|)m  =  0;  OU,  en  divisant  par  p", 
î/«  zp  1  =  0. 

Ce  qui  prouve  que ,  connaissant  toutes  les  valeurs  de  \/ 1  on  de 

V^ — 1,  on  obtiendra  celles  de  V^  a  ou  de  V —  a,  en  multipliant  p 
par  les  différentes  racines  m^èvMs  de  +  1  ou  de  —  1. 

170.  Il  résulte  de  l'analyse  précédente,  que  les  règles  du  calcul  des 
radicaux,  qui  sont  exactes  en  tant  que  Ton  opère  sur  des  nombres 
absolus,  peuvent  être  susceptibles  de  quelques  modifications  lorsqu'on 
opère  sur  des  expressions  ou  symboles  purement  algébriques.  C'est 
surtout  quand  on  applique  ces  règles  aux  expressions  imaginaires,  que 
ces  modifications  sont  nécessaires,  comme  étant  une  suite  de  ce  qui  a 
été  dit  au  numéro  167. 

On  demande,  par  exemple,  le  produit  de  l^—  a  par  V^ —  a; 
]a  règle  du  numéro  165  donne 


l/_  a  X  V/^^  =  V^+a*  =  db 


a. 


Cette  double  valeur  du  produit  est  une  réponse  exacte  tant  que, 

dans  l'expression  ^ —  a  X  ^ — a,  les  deux  radicaux  comportent 
le  double  signe  ztz;  mais  si  Ton  admet  que  les  radicaux  soient  de 

même  signe,  comme  alors  *^— a  x  V/ — a  revient  à  (  ^ —  a)*, 
et  que  pour  élever  l^m  au  carré,  il  suffit  de  supprimer  le  radical, 
on  a  nécessairement 


i/: 


•  ax   ^  —  a  =  —  a. 


Soit,  en  second  lieu,  à  former  le  produit  V^— a  X  ^'^— 6;  on 
aurait,  d'après  la  règle  du  n°  165, 


wCTi  X  V^—  6  «  V/+  ab. 

Or  V^a6  =  ±:/)  (n®  167),  p  désignant  la  valeur  arithmétique  de 
la  racine  carrée  de  ab  ;  mais  je  dis  que  le  véritable  résultat  doit  être 

—  |)  ou  —  V^a6,  en  tant  que  Ion  considère  les  deux  radicaux 

V^—  a  et  V^—  b  comme  précédés  l'un  et  l'autre  du  signe  +. 
En  effets  on  a 

V/II^  =  V^a  .  V^ITÎ    et  V<:r6  =  V'b  .  V/HT"; 
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donc 

On  trouvera,  d'après  ces  principes,  pour  les  dii^rses  puissances 
de  \/— 1, 

(V/Cny=  v/ZT, 

.(\/irï)'  =  (\/z:Tf.  v/_i «  —  i^— 1, 

.  (\/_  1)* ^()/zri)\ (»/zrr)2^  «.  1  X  -  1  ==  4- 1. 

Comme  les  quatre  puissances  suivantes  s'obtiendraient  en  multipliant 
l'a  qu^lrieiiiey  -f-  1,  respectivement  par  la  première,  par  la  seconde,  la 
troisième,  et  la  quatrième,  on  retrouverait  encore  pourr  ces  quatre  aou»-' 
vclles  puissances,    , 

+  V-l,  — 1,- \/— 1,  +  1; 

donc  toutes  les  puissances  de  \/  —  *  forment  des  périodes  de  quatre 
termes. 

Soit  encore  proposé  de  déterminer  le   produit  de   V^ —  a  par 


W^—  bf  qui,  d*après  la  règle,  serait  ^-f-  a^f  et  par  conséquent 
(n<»  167)  donnerait  les  quatre  valeurs 

4  4     '  4  __^  4   ._,___ 

Pour  éélc^mincr  le  véritable  produit,  observons  que* 


mais,»/— tX  \/^l^(l/~l)'=(^^— 1)^«  W^-T; 

i   __^  4  ,  4  .      

doncl/— aX   V/— 6=  V/Xw^  — 1. 
Appliquons*  les.  caleds  précédents  à  la  Yécificatio&  de  Texpres^ 

sion ^— ,  comme  racine  de  Téquation  ar'  —  1  ss  0, 

c'est-à-dire  comme  racine  ct/tt^we  de  1  (Foye^  n°  168). 
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D*après  la  formule  (  a  +  J  )'  =  a'  +  3a^b  4-  dah^  H-  6*, 


on  a 


(-i^^l" 


8  ' 

—  l-|,3V^r:3^3  X  —3— 3  l^CTs      8     , 
g  -  g-1. 

I v^^H^ 

On  vérifierait  de  même  la  Meoode  valeur,  ■         ■«.'  . 

§  IV.  Théoine  des  exposants  de  nature  quelconque* 
Notions  générales  sur  les  séries, 

171.  C'est  ici  le  lieu  de  faire  coDnaltre  deux  nouvelles  notations  d*un 
usage  très-commode  dans  les  calculs  algébriques  :  ce  sont  les  exposants 
fractionnaires  et  les  exposants  négatifs;  ils  tirent  leur  origine  des 
règles  établies  pour  re&traction  des  racines»  ei  la. diviaion  dos  monômes. 

Que  l'on  ait  à  extraire  la  racine  nième  d'une  quantité  telle  que  a**. 
On  a  vu  (n"  158)  que,  si  m  est  multiple  de  n,  il  faut  diviser  l'exposant  m 
par  Findice  n  de  ta  racine.  Mais  si  m  n'est  pas  divisible  par  y?,  auquel 
cas  l'extf  actkn  de  la' racine  n^'est  pas  possible  algébriquement,  on  peut 
convenir  d'indiquer  cette  opération,  en  indiquant  la  division  des  deux 

exposants.  Donc  V^^a«'=  a",  d'après  une  convention  fondée  sur  la 
îègle  des  exposants  pour  Festtacti(m  des  racines  des  quantités  monômes; 

Ainsi,  \^  a^  ^  a  ;      V^a^  «  a  • 

De  même,  que  l'on  ait  à  diviser  a'"  par  a"  .  On  sait  qu'il  faut  (n<*  23) 
retrancher  Texposant  du  diviseur  de  celui  du  dividende  toutes  les  fois 

que  Ton  a  m  >  n,  ce  qui  donne  —  =  o*"".  Mais  si.  m  est  <  n, 

auquel  cas  la  division  n'est  pas  possible  algébriquement^  on  peut  con- 
venir d'indiquer  cette  division  en  soustrayant  toujours  l'exposant  du 
divifiew  de;  œlui  doi  dividende.  Soit  'p  la  différence  absolue  entre 

a"*  ,  .  a" 

«  et  m;  on  a  alors  n  =  m  +  jp;  d'où  — —  ^  a-Py   d'ailleurs  — ^  . 

o^'T*  a    '  • 
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se  réduit  à  — ,  par  la  suppression  du  facteur  a'"  commi\n  aux  deux 

1 

termes;  donc        a-nP  =  — . 
aP 

Uexpremon  a-p  est  donc  le  symbole  d*une  division  qui  n'a  pu 

s*cfrccluer  ;  et  sa  vraie  valeur  est  le  quotient  de  l'unité  divisée  par  la 

même  lettre  a,  affectée  de  V exposant  p  pris  positivement.  Ainsi, 

.  La  notation  de  l'exposant  négatif  a  Tavantage  de  conserver  une 
forme  entière  aux  expressions  fractionnaires. 

De  la  combinaison  d'une  extraction  de  racine  et  d'une  fnvision, 
impossibles  à  effectuer  sur  des  quantités  monômes,  résulte  une  autre 
notation,  c'est  Vexposant  fractionnaire  négatif. 

Soit  à  extraire  la  racine  n<ème  de  — . 


D'abord,  on  a  —  =  a—"»;  donc  V   — =  l^a— «  =  a    «  ,    «i 


remplaçant  le  signe  ordinaire  du  radical  par  un  exposant  fraction- 
naire. 

Les  expressions  a'^^^a-^^a    **,  sont  donc,  d'après  des  conventUms 
fondées  sur  les  règles  précédemment  établies,  des  notations  équivalentes  à 

n 

" 1        /T" 

V/a™,""»'  V   — •  Ainsi,  l'on  peut,  suivant  les  circonstances,  rem- 

placer  les  premières  par  celles-ci ,  et  réciproquement. 
Comme  dans  le  discours,  a^  s'énonce  a  puissance />,  ;>  étant  un 

m  n 

nombre  entier  positif,  de  même,  par  analogie,  a",  a—P,  a    '*,s*énon- 

m  .  .  m  . 

cent  a  puissance  —,  a  puissance  — p,a  puissance ;  ce  qui  a  en- 

fi  n 

gagé  les  algébristes  à  généraliser  le  mot  puissance,  [Mais  il  serait  peut- 
être  plus  convenable  de  n'employer  que  les  dénominations  a  exposant 

m  m  .... 

—  ,  exposant— p,  exposant— —  ,  en  consacrant  uniquement  le  mol 
w  n 

puissance  i  désigner  le  produit  de  plusieurs  facteurs  égaux  à  un  nom- 
bre donné  [Voyez  n"*  î),] 

172.  Ces  notions  sur  l'origine  et  la  signification  des  quantités  affeC' 
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tées  d'exposants  quelconques  étant  établies,  nous  allons  démontrer  que 
le  calcul  de  ces  sortes  de  quantités  est  soumis  aux  mêmes  règles  que 
celoi  des  quantités  affectées  d'exposants  entiers  et  positifs. 

Multiplication. — Soit  d'abord  a^  à  multiplier  par  a'  ;  je  dis  qu'il  su£Eit 
Rajouter  les  deux  exposants,  et  que  Ton  a 


En  effet,  on  a  vu  (n*"  171)  que 

a»=  V^a\     0^=  l^a'; 

donc  a»  xâ*  =  l^  X  l/a'; 

ou  bien ,  effectuant  la  multiplication  d'apris  la  règle  du  n*^  165  f 

»       i       i5 j»j 

o"*xo'  =  l/o»'=a". 

Soit  encore  à  multiplier  a~~*  par  a^  ;  je  dis  que  Ton  a 

4 

en  effet,    a    *  =  V    -«»     a*  =  V^;  donc 

4  t»  Il 


Soit,  plus  généralement ,  a    "^  à  multiplier  par  a?  on  a 
a    ^xaî^a    «     î  =  o  "-^  ; 


car    a~«=\/  —    aî=  l^a^;donc 
^    a», 

—  v^*^ 


a    «x  a7=V/  —X  V^  =  V  — rriV^a"/» 
Donc,  règle  générale,  pour  multiplier  deux  monômes  affectés  d'ex 
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posants  quelconques,  il  faut  ajouter  les  deux  ewpBsanU  d*H»e  mène 
lettre;  ccst  la  règle  d(  ja  établie  11°  iG,pour  ks  quaDlitéfi  affectées  d'ex- 
posants entiers  cl  positifs. 

On  trouvera,  d'après  celte  règle, 

31  •     i  '*i«a 

a* b^^  C-'  X aV  c'  « a^  é*  «""% 

Sa'^'b'  X  îa""  '  b^  â  .^  ecT  "^  6^  c\ 

Division.  —  Pour  diviser  Tune  par  Tautne  deux  quantités  monômes 
afiTectées  d'exposants  quelconques,  il  faut  suivre  la  règle  qui  a  été  éta- 
blie (n®  22)  pour  les  qiranlilés  affectées  d'«xp«ants  entiers  et  positifs, 
c'est-à-dire  qu'il  faut,  pour  chaque  lettre,  retrancher  l'exposant  du 
diviseur  de  celui  du  dividende. 

En  effet,  l'exposant  de  chaque  lettre  dans  le  quotient  «doit  être  tel, 
qu'ajouté  à  celui  de  la  même  leltre  dans  le  diviseur,  la  somme  soit 
égale  à  l'exposant  du  dividende;  donc  Texposant  du  quotient  est  égal 
à  la  différence  entre  l'exposant  du  dividende  et  celui  du  diviseur. 

On  trouvera,  d'après  celle  règle, 

a*  :  a'^=a''''  =  a    ",      a'  :  a'  =  a% 

Jb^   :  a^'^b^^a^iT'. 

Formation  des  puissances.  —  Pour  élever  à  la  miéme  puissance  un 
monôme  affecté  d'exposants  quelconques,  il  faut,  conformément  à  la 
règle  du  n"  lôS,  multiplier  l'exposant  dt  ehuque  lettre  par  i'ëxpo^ 
sant  m  de  la  puissance;  car  élever  ce  monôme  à  la  mième  puissance, 
c'est  former  lé  produit  de  m  facteurs  égaux  à  ce  monôme  ;  donc,  d'après 
la  règle  de  la  multiplication,  il  faut  faire  la  somme  de  tn  'ex^osaints 
égaux  à  celui  de  chaque  lettre,  ou  multiplier  chacun  des  exposants 
par  tu. 

Ainsi,  V  ^  y   ~  ^'     v  *  y   ssa^-ssV, 

[2a   'b'^  =64a     6^       (a~^)    ==  a— . 

Extraction  deâ  racines,  -i-  Pour  extraire  la  racine  tf<âflMd'on  mo- 
nôme, il  faut,  en  suivant  la  règle  du  n°  158,  diviser  V exposant  de  cha- 
que kUre  par  l'muUce  ndela  racine. 
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Eâ  effet,  Texposanl  de  chaque  lettre,  dans  le  résultat,  doit  être  tel  que, 
jBultiplié  par  l'indice  n  de  la  racine  à  extraire,  il  reproduise  l'exposant 
dont  la  lettre  est  affectée  dans  Te  monôme  proposé;  donc  les  exposants, 
dans  le  résultat,  doivent  être  respectivement  égaux  aux  quotients  de:la 
division  des  exposants,  dans  le  iDOBOiue  proposé,  par  l'indice  n  de  la 
ladiie. 


Ainsi, 


\/.*-j.  \/.*=.*   v7^=-* 


V. 


a'b-'^^aFb' 


Les  trois  dernières  règles  ont  été  facilement  déduttes  de  la  règle  rela- 
tive à  la  multiplication  ;  mais  on  pourrait  les  démontrer  directement  *en 
remontant  à  rorigine  des  quantités  affectées  d'exposants  quelconques. 

Nous  terminerons  par  une  opération  ^i  renferme  impticîtement  les 
deux  précédentes,  quant  à  la  démonstralioti. 

m  f» 

Soit  a»  à  élever  à  la  puissance ;  il  faut  prouver  que  Ton  a 

s 

{     n.)      '  *^      ' 

\a  7     ^  a  =  a      . 

En  effet,  si  l'on  remonte  à  l'origine  de  ce?  notations,  on  trouve  que 

•    mv        r  s         .  s  s 


(a^y 


{y/a^y 


mr 


L'avantage  que  présente  l'emploi  des  expoBaois  de  Ralurequelflûiïque, 
GûQsi&te  principalement  eu  ce  que  le  cakui.de  cesjsortes  d'expressions 
n'exige  pas  d'autres  xègles  que  celles  qui  ont  été  etaMie&pôui'  le  calcul 
des  quantités  affectées  d'exposants  entiers^  Eâ  eutre^  oes  caloils  se 
réduisent  à  de  simples  opérations  sur  les  fractions,  <opériiitioii$  avec  les- 
quelles nous  sommes  déjà  familiarisés. 

173.  Remarque.  —  Nous  serons,  dans  la  suite;  eonduils  par  la  réso- 
lulion  de  certaines  questions,  à  considérer  des  quantités  affectées  dHex- 
posants  incommensurables.  Or,  les  règles  que  nous  Tenons  d'établir 
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pour  le  cas  où  les  exposants  sont  commensurables,  sembleraient  devoir 
être  aussi  démontrées  dans  le  cas  d'exposants  incommensurables;  mais 

3 

observons  qu'un  nombre  incommensurable,  tel  que  ^3,  '^11,  est, 
par  sa  nature,  composé  d'une  partie  entière  et  d'une  fraction  qui  ne  peut 
être  exprimée  exactement,  mais  dont  il  est  possible  d'approcher  autant 
que  Von  veut;  en  sorte  que  l'on  peut  toujours  concevoir  le  nombre 
incommensurable  remplacé  par  un  nombre  fractionnaire  exact  qui  n'en 
diffère  que  d'une  quantité  moindre  que  toute  grandeur  donnée;  et  en 
appliquant  les  règles  au  symbole  qui  désigne  le  nombre  incommensu- 
rable, il  faut  sous-entendre  qu'on  les  applique  au  nombre  fractionnaire 
exact  qui  le  représente  approximativement.  En  définitive,  dans  les 
applications  numériques,  on  ne  peut  se  former  l'idée  d'un  nombre 
incommensurable,  que  lorsqu'il  est  remplacé  par  un  nombre  fraction- 
naire exact,  qui  en  exprime  une  valeur  plus  ou  moins  approcbée. 

Ainsi,  nous  pouvons  conclure  que  les  règles  précédentes  sont  appli- 
cables au  cas  où  les  exposants  sont  incommensurables.  Elles  le  sont 
même,  par  extension^  aux  exposants  imaginaires. 

Application  de  la  formule  du  binôme  à  l'extraction  des  racines  par 
approximation. 

V7k.  Puisque  l'on  doit  étendre  au  calcul  des  exposants  quelconques 
les  règles  du  calcul  des  exposants  entiers  et  positifs,  il  est  assez  naturel 
de  penser  que  la  formule  du  binôme,  qui  sert  à  développer  la  mième  puis- 
sance d'un  binôme  (  m  étant  un  exposant  entier  et  positif),  peut  éga- 
lement servir  lorsque  m  est  un  exposant  fractionnaire,  positif  ou 
négatif.  C'est,  en  effet,  ce  que  les  analystes  ont  reconnu,  et  ils  ont  déduit 
de  là  des  conséquences  importantes,  tant  pour  l'extraction  des  racines 
par  approximation,  que  pour  le  développement  des  expressions  algé- 
briques en  séries. 

Nous  renvoyons,  pour  la  démonstration  de  cette  formule  dans  le  cas 
d'nn  exposant  quelconque,  au  numéro  182  de  ce  chapitre;  et  nous 
allons  dès  à  présent  en  montrer  l'usage  dans  l'évaluation  approchée  des 
racines  de  degré  quelconque  des  nombres  particuliers. 

Mais,  avant  tout,  il  est  nécessaire  de  lui  faire  subir'  une  transfor 
mation. 

Reprenons  cette  formule 

tn  —  1 

(«+ a)*  =  «*  +  max^-^^  +  m  — ^ —  a'»»-»  -f- .   .    .  , 

43 
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et  mettons  le  facteur  a^  en  évidence  dans  le  second  membre  ;  on 
obtient 

(aî+a)"=a?'»(l  +  m.-  +  m'îî^.  ^^.,  .  V 
\  X  2       x^  J 

ou ,  posant  m  s  -  » 
n 


(a?-|-a)'«=  ^x  -f  a  = 

1-1  i-i  La 

\        nxn^x^n^^x^  J 

on  bien  encore, 

n 

V^a?  4-  a  = 
1/        1  a    1  n—  1  a^      1  n  —  1  2n  —  1  a'  \       ,, 

\        no?    n     2rt     ic'      n     2n         3n      o?^  J 

Si  l'on  voulait  former  un  nouveau  terme,  il  suffirait  évidemment  de 

multiplier  le  quatrième  par  — 7- —  et  par  —,  puis  dechanger  le  signe, 

et  ainsi  de  suite. 

175.  Cela  posé;  soit  à  extraire  la  racine  cubique  de  31.  Le  plus 
grand  cube  contenu  dans  31  étant  27,  faisons,  dans  la  formule 
(1),  n  =  3,  a?  =  27,  et  a  =  4,  ce  qui  donne 


il  vient 


V/31  =  1/27  4-  4  =  27  (^1  +  ^/  5 


3            /        1  4.    1   1    16      1    1   5      64.  N 

*^^=3\,^H-3-27"3-3'729"*"3-3-9-l%83"'^^^^ Y 

OD  bien,  en  eficcttiant  les  calculs, 

î  4       16  320 

V/3Ï  =  3  +  27"2Îot'*'53Ï4ÏÏ~*  '  ' 

Le  terme  suivant  s'obtiendrait,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  en 

....  -       320  3n— 1   a  2    4 

multipliant        ,  ;v  par — ^ —  .-,oupar  s- 571  ^'  changeant  le 

2560 
signe,  ce  qui  donnerait  -  ^^^g^. 

11 
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■*"WQ4672Î  5n-    'a^^^aOWTai    15    27     17433922005* 

et  ainsi  de  saite. 

Mais  ne  considérons  que  les  cinq  premiers  termes  de  la^s^ri^,  ^t 
réduisons  en  décimales  ;  nous  obtenons  d*abord,  pour  bs  termes  additifs, 

3  =  3^00000 

—  *=  0,14815     f  { 

27.        '    ^       y  =  3,U875, 

et  pour  la  somme  des  termes  soustractifs^ 

-^'"■®''^^*     )   =-0,00737 

^««    =.-o,oeoi>a 


4.3046721 

Donc  V^31=      3,14138; 

nous  prouverons  tout  à  theupe  que  toe  résultât  est  exact  à  OfiOOOt 
près. 

1X6^  iîet»ar4)M«.-.- Lorsque  rejpr/wriwd'ûaa^mlwei.^ssfcdéfelayjiée 
en- uui^  suite  de. termes  dont  Ica^TateuTs  niun4Fiq^e9i¥Qnt.An  4à»oigsant 
indéfiniment,  on  conçoit  qu'en  général,  jrJus,  on  iprend^deUerm^s  àaim\ 
la  série^  plus  on  approche  de  la  vraie  valeur  du  nonibre  proposé.  Si,  en 
outre^  on  >  SQpposei  q)ie\  les  ietmits  somi.  ialternativement  positifs  et 
négatifs,  on  peut,  en  s* arrêtant  à  un  terme  de  rang  quelconque,  déter—  ^ 
miner  d'une  manière  précise  le  degré  d'approximation  obtenu. 

En  eflret,soit  uncsuite  ijidéfinigs  de  tevne^  ar-6 4-(»— rfH-<— /*+ .  •  •  f 
dfiips  laquettè'onc  sup{)ose  que  a.,  B,  ^ .({.  ,  .  soittdes  quaotitéfl^  ateo^ 
lues  de  plus  en  plus  petites  ;  et  désignons  par  x  le  nombre  représenté 
par  cette  série.  ^ 

Je  dis  d'abord  que  la.  valeur  numérique  de  x  est  comprise  entre  deux 
sommes  consécutives  quelconques- de  ternies  de- là  série.  Car,  prenons 
au  hasard  les  deux  sommes  consécutives 

a— 6+c  — (Z-h  c  — /;eta— 6  +c— rf +k««i-  f  +  JA. 
considérons  la  première,  et  observons,  que  Jes  termes  qui  suivent 
—  f^ sont  +  y  —  A  +  &— /+,..  ,. .,^iinris' pm^qne  làrscric  »t 
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posilîrjr;  ^oè  il  svif  qucv  pom  obtemn  la  iraknr  eompletc  dé^jr^.il  ÙKà, 
ajénlcr  à  là'  seramB*  «— •ô-f-<r— <ï-|f  «^-^A  wn  eertain  nomhrt 
pioiMa  Oh  a  dbne  déjâ^ 

;  o — fc  +  c — d + « — r<c  ^* 

Qàiant  S  Fa  secondé,  IIes^  ténn^  cfaî  suivent   +  g,  sent.  .  «  «. 

•^4^^;»  Z  -f-  m.  .  .  ;  or>  les  diffé>eDOts>*— ^H;*  i>''^  i  •**<»>  -  • 
soR^négaffrefrd^^rdn.  voit  que^  pour  avoir  ht  waîe.  valeur  de  ^^il 
fiM'VJOHleF  à  lar  Bonme -Or  -^  6  h^  o  -^  <{.+  r —  ^  +  ^  nie  quantité 
négative,  c'est-à-dire  diminuer  cette  sonme^  On  a  donc 

a-^h+c  —  d-^-e  —  f-^-gyx. 

Donc  ^  est  compris  entre  ces  ^ux  4ommis, 

Conséquence.  —  Comme  la  valeur  numérique  de  la  différence  entre 
ces^tix  ^omma  esf  éf  idennneot  ^V  j^  s'ensuit  qun  Fememr  emnmiêâi 
lorsqu'on  prendun  certain  nombre  de  termes  ar— b+c  —  d-|-e  —  f, 
Tpour.lA  valeur  de  x,  est  numériquement  moindre  que  le  terme  qui  suit 
immédiatement  celui  auquel  ^n  s'est  arrêté. 

Ainsi,  dans  l'application  du  numéro  précédent,  tous  les  termes  étant 
alternativement  positifs  et^négatifs,  et  allant  en  diminuant  à  partir  du 
second,  on  peut  conclure,  que  k  valeur  numérique  de  Fa  somme  des 
cinq  premiers  termes, 

„      k,       16  320  2560 


2Z      2187  '  &âl441     430A^21* 


3 

dîfiii'e  de  V^  31  d'une  quantité  moindre  que  ta  vaTenc  d\i  6^  terme, 

1126^0 
W  l'on  a.Uûuvé  (,n«  175  )  ég^l  i^^^^^^^;  ot,  cette  fraction 

1 

est,  d'après  sa  seule  inspection,  au-dessous  de  »;  donc  .  •   .  . 

^31  =  3,U138  à  ff,00001  près;  ce  que  Ton  pourrait  vérifier  par  le 
P*ooédax)vâinaîre^.  maît  pas  dos  cakUla  plus  laborknx  que.  les  pré«* 
cédants. 

tTT.  Toicî  en  quoi  consiste  le  procédé  pour  extraire  approximati- 
vement la  racine  nième  d*un  nombre  N  par  le  moyen  des  séries  :  l>e- 
^^posez  N  en  deux  parties  p"  -+-  q,  p  étant  la  racine  de  N  obtenue  à 


^il^^fiidté  pris  (  n«'153'),  et  foHès  dànrh  éUmlàppemeni  de  \^x  -ha 
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(  n""  175),  â;  a:  p",  a  as  q.  Effectuez  Us  cakuîs,  en  vous  arrêtant  au 
terme  dont  le  suivant  soit,  d'après  son  inspection,  au-dessous  de  l'unité 
de  V ordre  décimal  qui  détermine  l'approximation;  convertissez  en  déci- 
males tous  les  termes  dont  vous  avez  tenu  compte,  et  opérez  la  réduction 
des  termes  additifs  et  soustraetifs. 

^C^tte  méthode  n*est  bien  avantageose  qu'autant  que  -^  est  unefrac- 

tion  assez  petite;  car  autrement,  les  termes  delà  série  ne  diminue- 
raient pas  très-rapidement  9  et  il  faudrait  un  grand  nombre  de  termes 
pour  donner  le  degré  d'approximation  désiré ,  ce  qui  entraînerait  dans 
des  calculs  extrêmement  laborieux. 
On  est  même  obligé  de  modifier  la  marche  précédente  toutes  les  fois 

que  Ton  a  p"  <  j;  car  alors  -  ou  -«  est  plus  grand  que  Tunité,  ainsi 
que  toutes  les  puissances  de  -,  qui  augmentent  de  plus  en  plus,  numé- 

X 

rlquement^  à  mesure  que  le  degré  de  la  puissance  augmente. 

Soit,  par  exemple,  56  le  nombre  dont  on  demande  la  racine  Ziéme; 
27  étant  le  plus  grand  cube  contenu  dans  56;  on  aurait 

0^=27,    a  =29;  d'où    ^  =  g; 

et  les  termes  de  la  série  augmenteraient  au  lieu  de  diminuer  (  nous  ne 
parlons  pas  des  coefficients,  qui  sont  des  fractions  peu  différentes  de 
Funité  ).  Mais  observons  que  Ton  peut  aussi  décomposer  56  en  64»  —  8, 

8      i 

oa  4'  — 8;  or,^  ou^  est  une  très-petite  fraction.  D'un  autre  côté,  si, 
0*     o 

n 

dans  l'expression  de  ^x  +  a  (n"174.),  on  remplace  apar  —  a,il 
Tient 

«  î/         la      1  n--l  o^^l  n— 1  2n— 1  a'         \ 

Posant  donc  ^  =  6i',  a  =  8,  on  obtiendra  une  série  de  termes  qui  dé- 
croîtront très-rapidement. 

A  la  vérité,  tous  les  termes,  à  l'exception  du  premier,  sont  négatifs; 
et  l'on  ne  peut  appliquer  à  la  série  ce  qui  a  été  dit  (  n^'  176  )  sur  la 
manière  de  fixer  le  degré  d'approximation  que  donne  la  somme  d'un 
certain  nombre  de  termes.  Mais  alors,  on  tient  compte  d'un  nombre  de 
termes  assez  grand   pour  qu'on  soit  bien  assuré  que  l'ensemble  des 
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termes  négligés  n'influe  pas  sur  Tordre  décimal  auquel  on  veut  arrêter 
l'approximation. 
On  pourra  s'exercer  sur  les  exemples  suivants  : 

5  5    

1/  39  =  V^32  +  7  =  2,0807    à  0,0001   près; 

3  3 

1/65  =^  W^eTTl  ==  4,02073  à  0,00001  près; 

4  â 

1/260=    V/256T4  =4,01553  à  0,00001  près; 

7    ■  7 ^ 

V/108  =   V/128— 20=  1,95204  à  0,00001  près  (*). 
178.  Autres  applications  de  la  formule  du  binôme.  —  Cette  for- 
mule sert  aussi  à  développer  les  expressions  algébriques  en  séries. 

Soit,  pour  premier  exemple,  l'expression ;  on  a 

— L-=(l-^)~x. 
1  —  z       ^  ' 

Posons  dans  la  formule  (  «  -f-  a  )'"==a?w-f.fnaiD«— »  -(-.    ;  ^   ^   ^ 
ai  =:  1,  a  s=  —  ^,  m  =  —  1  ;  il  vient 

(*-*)-'  =  1-1.  (-*)-i.^=^.(~*)' 

—1  •    2 3 •(--*)•  •    •  » 

on  effectuant  les  calculs  et  observant  que  chaque  terme  se  compose  d'un 
nombre  pair  de  facteurs  affectés  du  signe  —, 

(1  —  *)-'   =  r =    1    +  z  +  *»   +    s»  +    s»   +    ;,»    .      .       .      ^ 

1  —  z 


On  parviendrait  au  même  résultat  en  appliquant  le  procédé  de  la  di- 
vision algébrique  (n«  26  ). 

2 

Soit  encore  Texpression  j- ou  2(1  —  ^)— ^ 

On  a,  en  développant  (1  —  4r)— 5, 

2(1 -^)-3^ 
2[.-3<_.,_a^l.(_.)._3.^1.=^2.(3_„^.,.,, 

(*)  Foî^cff  le  n»  8  de  la  première  note  placée  è  la  fin  du  6*  chapitre. 
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4Uiy  effecUtantles  calculs  et  réduisant, 

2(  1  — ^)-3  =2(1  +  3^  +  6^»  + 10^»  +  i5-8*  4--^-i>. 

Prenonà,  pour  dernier  exemple,  la  quantité  V^2^  —  ^',  qui  re- 
vient à  V/2Ï  (^  "^l)^»  ^*  développons fl  —  -ji. 
En  posant  dans  ia  formule  (ar  +  -a)"  «  «*  -h  mooJ^^S  -+•.'—....# 


2  1 


C'-P- 


,      1/     «\     li  — 1/    .«V 

*  +  3[-2j  +  3-^-2-[-2j+ 

donc,      y/2z  -  ^^  =  W^2^(,l  ^  ê "^^ âà  ^'  ~  6W  ^' ""  ^^'Z 

Méthode  des  toeffidents  indéterminés.  Notions  sur  les  séries 
réturrentes. 


179.  Les  algébrlslesonl  Inventé,  pour  le  développement  des  expres- 
sions algébriques  en  séries,  une  autre  méthode  qui  est  en  général  plus 
simple  que  celles  dont  nous  venons  de  parier,  et  qin  S^éSliem!%' e§t 
beaucoup  plus  féconde,  en  ce  qu'elle  s'appïique  à  des  expresslOBfs^âSgé^ 
briques  d'une  nature  quelconque. 

Pour  donner  une  première  idée  de  cette  métbode,  nous  nous  pto- 

d 
posetom  de  développer  rcxpression  ►  -^ -—  wa  mo»  .série  qui ,  pM^ 

cède  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  œ»  Il  est  visible  que 

ce  développement  est  possible]  car  -; — —-  revientli  a  {a"  4-  6'«)— S 

a  +6  X 

et,  en  appliquant  la  formule  du  bimrme,  «on  obtîend«aît  évidemmient 
une  suite  de  fermes  procédant  suivant  les  pui:>i>ances  ascendantes,  en- 
tières, et  positives  de  x.  Posons  donc 

,   \.    =  A  -f  Ba?  +  C»'  +  Da;^  +  Eo?*  +  Fa;^  4- (1), 

A,  B,  C,  p...  étant  des  j6oeffîcient£i,  fonctions  de  a^  a'b\  mais  indépen- 
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dants  de  ^,^  coefficients  qu*il  s'agît  d'ailleurs  de  détermiDer,  et  que, 
par  telle  raison^ron  «ppelle  coefficients  indéterminés,  (Celle  dénomi- 
nation est  impropre  :  d*après  le  sens  allribué  jusqu'ici  au  mot  inâé- 
terminé,  il  vaudrait  mieux  dire  coefficients  à  déterminer;  mais  nous 
nousconformerons  à îusage.) 

Pour  pai^enir  à  la'délerminâtion  de  ces  coefficients,  mulliplioos  les 
deux  membres  de  Téquation  (1  )  par  a'  +  b'  x  ;  nous  trouvons,  en  or- 
AiomtsA  |)Qr topp<»n  à'ar,«et>tiwdp<tsarit']e  terme  a, 


0.=  |'**»'-h8tt'pa^4-^G»' 


i«a+A6'|     +B6' 


-hC6i     +D6' 


:r*  +  ...  (2). 


Remarquons  maiolenant  ^ue^  si  V^u  suppose  les  valeurs  de 
A^  By.  C,.!)-.  ..-ccmveniab'tement  déterminés^  Véquation  (1)  .doit  se 
vérifier,  quelque  valeur  que  Ton  donne  kx;  ainsi  il  en  est  de  même 
èer  Féqatftimi  (2). 

-Or,  lorsqu'on  suppose  a?  =  ï),  celle-ci  devient  0  =  Aa'  —  a, 
•ff^  I'<m  fléSuit  ta  \alwir de  A,  A  =*=  — . 

A  étant  égal  à  -  quatid  on  a  a?  =  O^doit  conserver  la  même  valeur 

?idrs4u&.â!iért)^faèfeoiiqtie,  ^poisqpie^par^pmlièse^  Âe^tindépemld&t 
4le>iP;'ain»i9>4uel  que  'mlœ^  Tiquaitioii  (â)  se  réduit  à.<.  « ..  « .... . . . 

/v  (  Ba'  I  a?  -f  Ca'  1  at^  +  Da'  1  x^  +...,  ou,  divisflfnt  par  x, 
"=  {-|..A6'  I      +B6'^       +C6'  1 

fi       I       B(fr'  1      4-Ca   I  âî   •^^I^'  I  ^^4-.... -(3). 
"==  1-+-A6'  I      +B6'  I        +C6'  I 

Cette  équation  'devant  encore,  setvérifier  pour  toute  valeur  de.  Xf  faîr 
sons  a?  =  0  ;  il  en  résulte  Ba'  +  Aè'**  0; 

d'où  Ton  tire 

B  = ,  «u  bien,    B  «  —  x ;  = nr- 

tt  a  a  a  * 

Comme  B  doit  conserver  cetlcjnème  Takur,  quel  que  soit  «,  suppri- 
mons dans  (3)  le  premier  terme  Ba'  +  A^'  qui  s'anéantit,  par  oèlle 
valeur  de  B,  et  divisons  par  x;  il  vient 

.^       i      Ca'  +  D6'  I  a?  +  Ea    1  ^x"  -f 

^'"(  +  B5'  +  Ca'  I      +W  I 
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B6'       ,.     ^          ab'          6'      a6'* 
d'où  Ton  déduit  C  — jr,  ou  bien  C  = j^  X 7=  •-j-. 

On  trouverait  de  même Da'  +  C6'  =  0, 

Ce'  ^      ab'^  b'  a6"      ^    .    . 

d  où  D  =s ;  ,       ou       D  =  — ;r-  X T  =  —  "^-TT  ;     ^t    dlDSl 

de  suite. 
Il  est  aisé  de  reconnaître  qu*un  coefficient  quelconque  se  forme  au 

moyen  du  coefficient  qui  précède,  en  multipliant  celui-ci  par ;; 


ainsi  Ton  a 


a      ah'        ah'^    ,       ah"    ,  .    ah'*    , 


a'  +  6>      a       a'  a*  a'*  a" 

180.  En  réfléchissant  sur  les  raisonnements  qui  précèdent,  on  voit 
que  le  principe  fondamental  de  la  méthode  des  coefficients  indéter- 
minés consiste  en  ce  que,  si  une  équation  de  la  forme  0  =  M  +  No? 
+  P^*  +  Qa?'  4- . . . .  (M,  N,  P. . . .  étant  des  coefficients  indépen- 
dants deœ)y  doit  se  vérifier  quelque  valeur  que  Von  donne  à  x,  t7  ut 
nécessaire  que  chacun  des  coefficients  soit  séparément  égal  à  0. 

En  efifet,  puisque  ces  coefficients  sont  indépendants  de  x,  si  l'on 
parvient  à  les  déterminer  d'après  des  hypothèses  particulières  faites 
sur  œ,  ces  valeurs  seront  celles  qui  leur  conviennent  lorsqu'on  sup- 
pose X  quelconque  Or,  en  faisant  a?  =  0,  on  trouve  M  =  0  ;  et  l'é- 
quation se  réduit,  après  la  division  par  x,  à 


0  c=  N  +  Pa?  +  Qa?'+. 


faisant,  dans  celle  nouvelle  équation,  a?  =  0,  on  trouve  N  =  0;  et 
réquation  se  réduit,  lorsqu'on  a  divisé  par  ar,  à  0  =  P  +  Qa?  +.  .  . , 
et  ainsi  de  suite.  On  a  donc  séparément 

M  =  0,N=  0,P  =  0,Q  =  0 ; 

on  obtient  par  ce  moyen  autant  d'équations  qu'il  y  a  de  coefficients 
A,  B,  C,  D. . . .  à  déterminer. 

Ce  principe  s'énonce  encore  d'une  autre  manière  : 

Si  une  équation  de  la  forme 

a  +  6a?  +  car'  +  (/a?»  4-.  . .  =  a'  +  6'  a?4-c'  a;»  +  d' x*. . . 

doit  être  vénfiée,  quelque  valeur  que  Von  donne  à  x,  les  termes  affecté» 
d'une  même  puissance  dans  les  deux  membres  sont  respectivement 
égaux:  car,  après  la  transposition  de  tous  les  termes  dans  le  second 
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membre,  Téquation  est  de  même  forme  que  ci-dessus;  d*où  Ton  peut 
ensuite  conclure 

a'  —  a  =  0, 6'  —  6  =  o,  c'  —  c  =  o . . .  • , 
et  par  conséquent, 

a'  =^  a,  6'  =  6,  e'  =:  e,  d'  =  d . . . 

On  donne  (n«  42)  le  nom  adéquation  identique  h  toute  équation  dont 
les  termes  sont  ordonnés  par  rapport  à  une  certaine  lettre,  et  qui  doit 
se  vérifier  pour  toutes  les  valeurs  attribuées  à  cette  lettre,  afin  de  la 
distinguer  d*uue  équation  ordinaire,  c'est-à-dire  d'une  équation  qui 
ne  peut  être  satisfaite  que  par  certaines  valeurs  attribuées  à  celte  lettre. 

181.  La  méthode  des  coefficients  indéterminés  exige  encore  que  l'on 
connaisse  à  priori  la  forme  du  développement  par  rapport  aux  expo- 
sants de  X.  Ordinairement,  on  suppose  que  le  développement  procède 
suivant  les  diverses  puissances  ascendantes,  entières  et  positives  de  œ, 
à  partir  de  la  puissance  œ^  ;  mais  quelquefois  cette  forme  n'est  pas  con- 
venable, et  la  suite  des  calcub  le  fait  reconnaître. 

1 

Soit,  par  exemple,  à  développer  l'expression  ^ ;. 


Posons        -T =  =  A  -I-  Ba?  +  Ca?'  -I-  Da?'  + ; 

en  chassant  les  dénominateurs  et  ordonnant,  on  trouve 

0  =  —  1  +  3  Aar  4-  3B  I  «'  +  3C  I  a?'  +  3D  I  a?*  +.  .  .  . 

—    A  I      —    B  I       —cl 

d'où  l'on  devrait  conclure  (n°  180) 

—  1  =  0,  3  A  =  0, 3B  —  A  s=  0.  .  .  . 
Or, la  première  équation  —  1  ss  o,  est  absurde,  et  indique  que  la 
forme  ci-dessus  ne  convienfpas  i  l'expression -;  mais  si  Von 

inel  cette  expression  sous  la  forme  -  x  x ,  et  que  Ton  pose 

111 

-  X  s =-  (A  +  Ba?  +  Ca?»  +  Da?»...), 

»     3— a?     X  ^ 

fl  Tiendra,  toute  réduction  faite, 


>' 


3A  +  3B 
^  =  — 1-.  A 


-    B  I       -.   C 
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ce  qui.  doBiie  les  équatSMif 

3A  — 1  =  0,    3B  — A=  0,  3C— B  s:  0.M, 
d*où  Ton  tire  succes^vemeot 

^~3'  9'  »'  81 

c'est-à-dire  que  le  développement  reuferme  dans  son  ei^pressionjin 
terme  affecté  d*un  exposant  n^atif. 

182.  DémouOraium  de  U  formuk  du  imome^p&rh  DMAêtk.tks 
eoefficienU  indétermmés. 

Pour  faire  ^précîer  la  fécondité  de  la  ntétbode  des  cûeiBciaits 
indéterminés,  nous  allons  donner  une  démonstviUon  complète  ide:  lia 
formule  du  binôme,  fondée  sur  celle  méthj»de. 

Afin  de  simplifier  les  calculs,  nous  remarquerons  d'abord  qut 

[œ  -h  ay  peut  se  mettre  sous  la  forme  x^  Tl  +  -  )  . 
Si  l'on  pose  -  =  y,  et  qu'on  développe  (1  4*  ^%  i\  suffira  ensuite 

X 

de  multiplier  ce  développement  par  o?*^  puis  de  remplacer  t^  jar  -v  et 

l'on  obtiendra  le  dé^oppement  de  (o?  +  a)*". 

(Cette  transformation  a  pour  objet  d'éviter  dMnieoalaA  lei  ipMB^ 
sances  iP",  iP«— *  .  .  .  du  ^premier  terme  ^Bq} 

Ceci  admis,  soit  d'abord  m  égal  à  on  nonrinre  fositif  -  (f  fOftvaot 

être  égal  à  1,  auquel  cas  l'exposant  seraièi  entier)- 

Posons    (1  +  y)7  =  1  ^-  At/  4-  B?/»  +  Cy'  +  Dy*  +  .  .  .  (1). 

[  On  «sticonduiti  donner  celte  forme  au  développement,  paHa  for- 
mation des  premières  puissances  entières,  et  en  observant  que  pour 
y  =  0,  le  premier  .membre  ^e  réduit  à  1;  d'où  il  suit  que  la  partie 
indépendante  de  t^,  dans  le  second  membre,  doit  èlre^gale  à  1.  ] 

Pour  déterminer  les  coefficients  A,  B,  C,  0  •  •  •  -^refljplaçittnif 
dans  réquation  (i) ,  y  par  z;  il  vient 

(i  +  ^)'  =  1  -f.  A*  +  B^«  +  €«'  -h  Dt*  +  .  .  .  12), 
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f 
A ,  B ,  C  .  .  .  «yaiift  ici  é^MeilmMBnt  les  mêmes  valeurs  que  ci-dessus, 
puisqu'ils  sont  jndéjtendants  de  toute  valeur  attribuée  à  y. 
Retranchant  ces  deux  équations  Tune  de  l'autre,  on  obtient 

Faisons  pofor  Je  moment  (1  H-  j^)?  i=  n,  (1  +  ^)J  ^  -^j  il  en 
résulte  1  -f-  t/  =  w^-  1  +  ^r  =  t^-  d'où  y  — -î  =  u?  —  v^;  et 
l'équatioB'  («^  -dment 

ou,  divisant  le  premier  Maembre  par  u*  — \t;î,  et  le  second  par 
y  —  ^,  qui  est  égaPà  tfi  -••îr^ 

tl^.«:  A  {y-z)  +  'B(y'-^^)  +  C  (y^^z^)  +  D  (y^^z')  +  ,., 
tiî— tî  "    """      2^  —  z  ^~  "^^^ 

Or,  d'après  le  théorème  (n«  31),  up  —  vp  est  divisible  par  w  —  v,  et 
donne  pour  quotient, 

^DemÔWc,  tiS'— *g     :     tr— v,d6nne 

iMun^Ot^ercôté,  y  —  x,  y»  ~  ^^  y»  —  ;r»,  y*  —  i*  .  .  . ,  divisés 
pat^  —  »/  donnent  pour  quotients, 

.     1. y  4-  ^,  y'  +  y«  +  *',  y^  +  y*'  -H  t/^  +  *'.../ 
afesi,réguftlioti  (4)  revient  à^ 

"î^àîsctts  ttafitftèiïânt ,  dwrs  cdtte  dertfîère  équatitjii ,    y  ^  z , 
dfeù  Ton  déduit  u    =   v,  d'après  les  équations  (  1  +  y  )5  =   «, 

(  1  4-  -? i-==i?;  te  pmnîter  mttilbre  dé^ett^-— -  —  )ou< .  —^ 

Sil^ jremet  & Ja|)lace  deJitP,,  sa  valeur  (  1  +  2^  )^f  ou 

1  -f  Ay  -I- Bj^a  _j.  Cj^3 -j- .  ..,etàlaplacedeu7sa  vakurjl  -|-*y,«e 
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,      ,    .    .            p  i+  Ay  +  By'  +  Cy'  +'•  .  . 
premier  membre  devient  encore  -, 1  +  y ' 

D'ailleurs,  le  second  membre  se  réduit  k 

A+  2By+3Ci;'  +Dî/»  X...; 
on  a  donc  la  nouvelle  équation 

p  i+Ay+W+Cy'+W+-_..  A+2B2,+3Cî/'+4D!/'-H.  .  • 

q'  l+y 

d'où,  chassant  le  dénominateur  1  +  y,  et  effectuant  les  calculs, 

A  +  2B  I  y  +  3C  1  ./  +  4D  I  »•  +  5E  J  »•  +.  .  . 

î    A  r  +  2B  I      +  3C  I      +  4D  I 

Comparant  (  n°  180  )  les  deux  membres  de  cette  équation  identique, 
terme  à  terme,  on  obtient  les  égalités  suivantes 

t  =  A,       d'où        A  =  ?; 

a(Ç-i) 

Ça=2B+A,    2B=  a  (?-l):doncB L^— ; 

b(?-2) 
^B  =  3C  +  2B,    3C  =  I^    (?- 2)îdoncG  = ^ ; 

■  C  (?-3) 

?C  =  4D  +  3C,    4D  =  C    (?-3J;doncD= — ^^- — ; 

et  ainsi  de  suite. 

La  loi  de  formation  des  coefficients  successifs  est  manifeste.  Soit  N 
le  coefficient  qui  en  a  n  avant  lui,  et  M  celui  qui  le  précMe;  on  aurait 
évidemment 

m(?--«4-i) 
£  M  =  Nn  +   (  n  —  1  )  Mî      d'où      N  =  -—^ ^ 

En  reprenant  la  démonstration  précédente,  on  s'assurerait  facilement 
qu'elle  s'applique  au  cas  où  l'on  a  g  =  1,  c'est-à-dire  au  cas  où  l'ex- 
posant est  entier 
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Quant  au  cas  où  m  est  égal  à  ud  nombre  fractionnaire  négatif, 
—  ^j  on  suit  absolument  la  même  marcbe  que  précédemment;  mais 
parvenu  à  Téquation  qui  correspond    à    Fcquation  (fi),    savoir  : 

1  1         tP^^uP  UP  —  fJlP 

on  remarque  que  tr-P  —  v^p  = = = ; 

^        ^  Vf        VP  UPVP  UPVP 

ainsi ,  en  divisant  le  premier  membre  par  m  —  v?,  et  le  second  par 
y  —  *,  qui  est  égal  à  u^  —  »?,  on  a 


•  •  • 


1_    uP  —  vP^A{y  —  z)  +  h(y^—z^)  + 

UPVP  '  Uf  —  VP  y  —  z  ' 

ou  supprimant  le  facteur  u  —  t>  et  le  facteur  y  —  i, 

^ =  A  +  B(y+^)+.,.. 

UPVP    tl«— '  +  V1I7— *  4-  . . .  +  v^—' 

faisant  ensuite  y  ^  z,  d*où  w  =  r,  on  obtient 

tiv   ^«î— »  q     ui 

Le  reste  du  calcul  est  absolument  semblable  i  celui  du  cas  précédent. 
Maintenant,  puisque  Ton  a,  quel  que  soit  m, 

wi  —  1  ■ 
(l.+  y)^=  14-  wyH-m--^— î^»+ 


â 


remplaçons  t/  par  -  et  multiplions  par  a^-;  il  vient 


Ainsi  la  formule  du  binôme  est  démontrée  généralement. 

183.  Des  séries  récurrentes,  —  Le  développement  des  fractions  algé- 
briques rationnelles  d*après  la  métbode  des  coefficients  indéterminés 
donne  lieu  à  des  séries  d*une  nature  particulière,  connues  sous  le  nom 
de  séries  récurrentes. 

Nous  avons  déjà  vu  (n®  179)  que  l'expression -; — — • ,  a  pour  déve- 
loppement,-,  r-ofH — ;r*'— "*"r»*+   •  •  •  I  série  dons  la- 

a      a  a  a^ 
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Murai»» — ^^J^«. 

Celte  pto(nriélèi/e8t>pas  pârtfamlièreila  firactioa  |irppd8ée;idle/a|^ 
partient  &  toutes  les  fractions  algébriques  rationnelles^  et  die  consiste 
en  ce  que  toute  fraction  rationnelle  en  x  réduite  en  série  donne  lieu  à 
UM^-mtf»'  de  termes  dont  chaieun  eH  égal  à  la  somme  algébrique  d'un 
mém9  Momhre  de  tmnes  précédants  y  multipliés  respectivement  par 
tmmimqmntkés  quisontcomtamiment  letm^émes'da^^ 
de  la  série. 

L'ensemble  des  quantités  constantes  par  lesquelles  on  doit  multi— 
plier 4m  x:ertain  nombre  de  ternies  précédents  pour  former  fin  terme 
quelconque,  s'appelle  Tifr^eZ/e  de  relation  de  la  série. 

Dans  la  série  précédente,  Nc&eife  (fe  reZolton  est  — -r  .   x;  et  la 

a 

lérie  est  dite^uie  sétxerémtrentê  du  premier  ordfê. 

a+hx-\'CX^ 


Soit  à  développer  en  série  T^expression 


rf+'ô'â?-i-c'a)^-l-a'i'' 


a  -|-ô«+  car' 


a'  -¥  V  X  +c'  x^  +  d'x^ 
d*ô1ik,  (ibâssstnt  les  dénominateurs  et  transposant, 


7-3  st:  A  +B«+Ca?'+Da>' +!;«*+...; 


0=f 


ka'  +Ba' 
— 0  ,+  A6' . 
—  6 

x  +  Ca' 
+  Ac' 

^c 

•'  +  Da' 

*'  +  Ea' 

+  Gè'  , 

-h  B*', 

+  Bc' 

+  Ce' 

+  Ad* 

+  Bd' 

a?*  +... 


ce  qui  donne  les  équations 


Bo'  +A6'— 6 


0, 


«'oiA».;:, 

a 
B  = 7  A  +  -1= — — , 


Ca'+BJ'  +  A«'  —  c  =  o,  C  = r  B  — -:A+-tc, 

a  a        a 


a6'»— 6a'y— ao'c*+ca» 


ou 


W  -f  Cy  H-  Bc'  +  AiT  ^  0,    »^  -  "^G— £b— ^.A, 

a         a         a 
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Ba'  +  DV  +  Ce'  4-.Bd'  ==  o,    E  =— ^'d--^--' B, 

a         a         a 


D'où  Ton  voit  que  les  trois  premiers  coefficients  s'obtiennent  td'abonl 

sans  aucune  loi;  mais  à  partir  du  quatrième,  chaque  coefficient  se 

forme  de  la  somme  des  trois  coefficients  qui  le  précèdent,  multipliés 

h'        c*         d'                  b' 
respectivement  par ;, ;,  —  -,  savoir, ;  pour  le  coefficient 

.  e' 

^iptécèdeiïttm^aTatemettt^^--— j;M)iir  cdui  fui  précède  d«;dÉiiK 

fMgs,  et  — —,potnr  ceîtri  qui  précidede  trofe  rangs;  ainsi  les  coeffi- 
cients A,  B,  C,  D...  fomienl  déjà  entve  eux  tkn«  sirit  récurrente  dont 
TivhélhSe  rèhtitmsecampo&e  de  f ;, r>  -^  -  Y 

,11  résulte  dexette  loi  de  formation  4e8 .  eotfficienis  qiMJe  'quâteièiBe 
termeidela^éfie,  Do^'^est  égala 

_^Ca?'  — ^^Ba?»--]A»S 
ta  .  u  a 

ou  bien  —  -,« .  Ci'  —  -5  o?^ .  Bx  - — ;  *^^, 

On  a  de  même,  pour  le  teftoe^Ea?*, 

a  <t  a 

ou  bien:,  --*  -^  «  ^«* ,x^.  C«*  - — r  »^B».? 

et  ainsi  de  suite. 

S^otic,  «Ifaque  terme  de  h  série  denrandée,  à  psntir  du  quàtritoe, 
eft.égdl  à  la  Mmme  des  trais  termes  précédents,  mtiltiiiliés  respective- 

mentpar;(^-.-,^,-^.a.S-,j  ^  j. 

Quant  aux  trois  premiers  termes  A  4-  "Bx  -h  Ca?^  on  les  obtient  en 
remplaçant  A,  B,  C,  par  leurs  valeurs  obtenues  ci-dessus. 

18^.  On  divise  les  séries  récurrentes  en  différents  ordres;  et  Tordre 

s*estime  par  le  nombre  des  termes  nécessaires  pour  former  un  terme 

d  ,  . 

quelconque.  Ainsi,  l'expression     ,  donne  lieu  à  une  série 
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h* 

récurrente  du  premier  ordre,  dont  Téchelle  de  relation  est  —  -7  «.- 

L'expression  =  donnerait  lieu  à  une  série  récur- 

a'  +  ù'x  -f  c'a? 

rente  du  second  ordre,  dont  Téchelle  de  relation  serait 

(_È;,._f;..\ 

\     a  a      y 

La  série  obtenue  dans  le  n^  précédent  est  du  troisième  ordre.  En 

,   ,    ,  .      j    ,    r         a  -f  6ar  -f  cip'  -f h  kaf*-'^ 

eéneral.  une  expression  de  la  forme-- --r —— 

donne  naissance  à  une  série  récurrente  du  n<^«  ordre,  dont  Téchelle 

de  relation  est  ( 7  a*,  —  —  jî'.  . .  —  —  «"  j. 

\      a  a  a      y 

iV.  B.  Nous  supposons  ici  que  le  degré  de  œ  soit  moindre  au  numé- 
rateur qu'au  dénominateur.  S'il  en  était  autrement,  il  faudrait  d'abord 
faire  la  division  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  ascendantes 
de  œ,  ce  qui  donnerait  un  certain  quotient  entier  par  rapport  à  se, 
plus  une  fraction  semblable  à  la  fraction  ci-dessus. 

...      ., ,.  1  —  a?  —  3«*  -f  fkr'  +  a?* 

Ainsi,  soit  1  expression  — rr -— ; —  . 

a?»  4-  4jr'  —  3a;»  _  a?  4-  1     )   —  a?»  +  3a?*  —  5a?  +  2 


4-7a?'— 8a?'-j-a?  J   _a?  — 7 

+13a?'— 34a?-M5 

En  effectuant  la  division,  on  trouve  pour  quotient,  — «  —  7,  et 
pour  fraction  complétant  ce  quotient , 

13a?*  —  34a;  -f  15  15  —  34a?  +  13a?» 

ou 


—  a?»  +  3a?*  —  5a?  +  2'  2  -  5a?  +  3a?*  —  a?»' 

La  propriété  énoncée  au  numéro  183  souffrirait  d'ailleurs  des  modifi- 
cations si  le  numérateur  était  d'un  degré  plus  élevé  que  le  dénomi- 
nateur. 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ces  sortes  de  séries  qui  offrent  plu- 
sieurs questions  intéressantes. 


Digitized  by  VjOOQIC 


DES  PROOAESSIONS  PAR  DIFFÉRENCE.  261 


CHAPITRE  VI. 

Théories  des  progressions  et  des  Logarithmes, 

Ce  nonvean  cbapître  se  lie  naturellement  à  celui  qui  précède,  tant, 
parce  que  le  premier  paragraphe  a  pour  objet  l'examen  des  propriétés 
de  deux  espèces  de  séries,  que  parce  qu'il  offre  une  application  immé- 
diate de  la  théorie  des  exposants  d'une  nature  quelconque;  il  complète 
aussi  les  connaissances  algébriques  absolument  indispensables  pour 
Télude  de  la  Trigonométrie  et  de  V Application  de  V Algèbre  à  la 
Géométrie, 

§  P'.  Des  Progressions  par  différence  et  des  progressions 
par  quotient. 

Progressions  par  différence  (*). 

185.  On  appelle  progression  par  différence  (ou  arithmétique)^  une 
suite  de  termes  dont  chacun  surpasse  celui  qui  le  précède,  ou  en  est 
surpassé,  d'une  quantité  constante  que  l'on  appelle  raison  ou  diffé-- 
renée  de  la  progression. 

Ainsi,  soient  les  deux  suites 

1,    k,   7,   10,  13,  16,19,22,25  .... 
GO,  56,  52,  48,44,40,  36,32,28  .... 

La  première  est  dite  une  progression  croissante  dont  la  raison  est  3, 
et  la  seconde  une  progression  décroissante  dont  la  raison  est  4. 

Désignons  en  général  par  a,  b,  c^d,  e,f ,  .  .  les  termes  d'une  pro- 
gression par  différence,  on  est  convenu  de  l'écrire  ainsi  : 

-T  a.b,c.d.e.f,g,h.i.k 

et  Von  devrait  l'énoncer  :  Comme  a  est  a  b,  b  est  à  c,  c  est  à  d,  d  est  à 
e*  • . .  ;  mais  on  dit  simplement,  ^estàhestàcestààestàe.,,, 

(*)  Quoique  la  plupart  des  propriétés  relatives  aux  progressions  par  di/fé- 
rence  et  par  quotient  aient  été  développées  dans  notre  Arithmélique,  nous 
croyons  devoir  les  reproduire  ici ,  afin  d'avoir  un  ensemble  complet  de  ces  pro- 
priétés. . 
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C'est  une  suite  à^équidifférences  continues^  dans  laquelle  chaque  terme 
-est  à  la  fois  conséquent  et  antécédent,  à  Texception  du  premier  terme, 
qui  n'est  qu'antécédent,  et  du  dernier,  qui  n'est  que  conséquent. 

186.  Appelons  r  la  taiscm  âe'hpr4>9refe9ioB,  que  nous  supposerons 
croissante,  dans  tout  ce  qui  va  suivre.  (Si  elle  était  décroissante,  il 
suffirait  de  changer  r  en  —  r  dans  les  résultats.) 

Cela  posé,  on  a  évidemment,  â*après  la  définition  de  la  progression, 

Jbi  mf^fméBtêljimiiterme  detany  quéhûîfqve  '0êt  égnt  tm  premier, jltus 
mtmnt  de  fds  i/a  ramm  qu'il  y  u  de  termes  awmt  eehn  que  fon  con" 
jMl^^^insi,  isoient  foe terme  et  wfe  Bwubre  totale  ^s' termes/ josfqti^ 
[Odiil<d:  iodttsnreineiit:;  on  a  pour  Itexpression  de  lee  ferme  ffénéral, 

lz=s  a  +  {n  —  l)r. 

En  effet,  si  Ton  suppose  successivement  n  =  1,  2,  3,  4 ,  on  re- 
trouve* le  premier,  second  troisième terme  de  la^pngresiion. 

SI  la  progression  était  décroissante,  on  aurait,  au  contraire, 

Z=:a  — (n  — l)r. 

La  formule  l^  a^-^ fn— ^1  )'r  sert i  tofniïcr  l'expression  d'un 
terme  de  rang  quelconque,  sans  que  Ton  soit  obligé  de  déterminer .d'a- 
%ordvtofw  cenxiqui  teprèdèderit. 

Ainsi,  que  rondeman'dele  ^0*  terme  de  la  progression 

-T  1.4.7. 10. 13, 16. 19,,.. 

On  a,  en  faisant  n  =  50,      Z  =:  1  4.  49.3  «  148. 

187.  Une  progression  par  diffërenee  étant  donnée,  on  peut  se  proposer 
de  déterminer  la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes. 

Soit  la  progression  -r  a.h,dl.e.f....i,kJ,  prolongée  jusqu'au 
tenue  l  mclusivement;  désignons  par  n  le  nombre  des  termes,  et  par  r 
la  raison. 

Commençons  par  obserrer  que,  si  â;  désigne  un  terme  qui  en  ajp 
avant  lui,  et  y  un  terme  qui  en  a  p  après  lui,  on  a,  d'après  ce  qai 

vient  d'être  dit,  les  égàlKés,  j  ^  **  *  "^^^  ^  ^' 

d'où  l'on  déduit,  en  les  ajoutant, 4?  +  ,y  =  a  +  /; 

ce  qui  démontre  que,  dans  toute  progression,  la  somme  de  deux  termes 
çuelconquesjpris  à  égale  distance  des  extrêmes  est  égale  A  ia  somme 
des  extrême*.;  ou  biea  eMAre,  ies  deuss  extrêmes,  et  dmixtermes^psis 
à  dgQlexdistfmoedexef  mtMmeSj  ifmtima  ww  iquidifférenc^y  *étm 
l'ordre  où  ils  sont  écrit. 
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£eci  admis,  écmoos<]e.Ia  oMirière  siûrantek  pr(^r«ssiDBaa^lessais 
ilfefl•"iQêll|^,}JQail  daos  an  ordre  iaf esseii 

■r  a  •  6  .  c t .  & .  7, 

Appelons  S  la  somme  des  termes  de  la  progression  proposée^  2  S  sera 
la  senme  des  Hermès  des  deux  progressions;  et  l'on  aur^^n  réunissant 
les  termes  par  colonne  verticale, 

«utb^n,  conme  lentes  lies  .parties  «+  i^b  4^.2;,  0-i- 4. ^^> sont- égales 
-etmnMatbce^ii, 

2S  =  (a  +  /)n;    doncenûn    S  =  i3±ll!?; 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  termes  d'une  pief)^eMion,^ar.4\lfér£nce 
(U  égale  au  produit  de  Ja  somme  des  extrêmes  multipliée  par  la 
tnoitte  du  nombre  des  termes. 

Si,  dans  cette  formule^  on  remplacei  par  sa  valeur  a  +  (n—  1  )  r, 
on  obtient  encore 

b=:_ ^ , 

mais  la  première  expression  est  la  plus  imitée. 

Application.  —  On  demande  la  somme  des  cinquante  premiers 
lermesdela  progression     -rS  .  9  1 16  •'23  .  30 .  .  .  • 

On  a  d'abord  pour  le  50^«  terme,    î  =  2  +  49  .  7  =  345  ; 

On  trwtffriSttle  mftme^ptwrfe 

ÎW^lemie, î^2  +^*  7  «=  6»$;  (rt-pour 

ht  somme^dc  100  pmnicrs 


^^siimm^^Bkm. 


2 


188.  Leslbrm^te  ?  =  a  4-  (n— T)  r,  'S  =  ^^-|^  «rfer- 

^BeAtiânq  qujtniUés,  Ot»,  n,  l^lS,  et  par  eenséqttôBt,  4onn€»t  lieu  à 
^problème  général  :3kme  ^elemquee  de  ee9  f^inq  qutMités  ttaat 
donnéesj  déterminer  les  deux  autres.  Ce  proWèœe  se  subdixise  jen  .au- 


Digitized  by  VjOOQIC 


2&4  I>BS  PROGBESSIONS 

tant  de  problèmes  particuliers  que  Ton  peut,  avec  5  lettres,  former  de 
combinaisons  différentes  3  à  3,  ou  2  à  2.  Or,  on  a  obtenu  (n""  ih7) 
pour  les  nombres  de  combinaisons  2  à  2,  et  3  à  3^ 

m  («I  —  1)   ^m(m—  1)  (m— 2) 
2         ""^  273  • 

5x4* 

Faisant  dans  ces  formules,  m  =  5,  on  trouve  — ^ —  ou  10,  et 

~ — ^—  ou  10;  d*où  Ton  voit  que  8  lettres,  combinées  3  à  3  don- 

nent  le  même  nombre  de  combinaisons  que  5  lettres  combinées  2  à  2. 
f  Ce  résultat  s'accorde  avec  la  conséquence  du  n<>  150,  en  vertu  de  la- 
quelle le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  nkuy  est  égal  au  nombre 
des  combinaisons  [m  —  n)  à  (  w  —  n).  ] 

On  voit  donc  que  le  problème  ci-dessus  se  subdivise  en  10  problèmes 
particuliers  dont  voici  les  énoncés  : 

Étant  donnés,    i""    a,  r,  n,  trouver  Z  et  S; 


2» 

a,  r,  l,  ....  net  S; 

3' 

o,  r,  S »  et  l; 

k' 

a,  n,  l,  .  .  .  .  r  el  S; 

6" 

a,  n,  S r  et  /; 

e» 

0,  /,  S,  .  .  .  .  r  etn; 

T 

r,  n,  I,  ....  a  et  S; 

8* 

r,  ti,  S,  .  .  .  .  a  et  l; 

g- 

r,  l,  S,  ....  a  etn; 

10. 

n,  /,  S,  .  .  .  .  a  el  r. 

Le  premier  problème  est  déjà  résolu,  puisque  les  deux  formules 
donnent  immédiatement  2  et  S  en  fonction  de  a,  r,  n.  Quant  aux  autres 
problèmes,  leur  résolution  n'offre  aucune  difficulté  ;  mais  nous  enga- 
geons les  commençants  à  les  traiter  successivement,  cet  exercice  étant 
irès-propre  à  les  familiariser  avec  là  résolution  des  équations  du  pre- 
mier et  du  second  degré  ;  car  il  est  bon  de  remarquer,  quoique  les 
quantités  a,  r,  n,  l  et  S,  ne  soient  affectées  d'aucun  exposant  dans  les 
deux  formules,  que  l'on  est  cependant  conduit  à  résoudre  une  équation 
du  second  degré  lorsque  a  et  n,  ou  bien  l  etn,  sont  inconnues;  parce 
que  a  et  n,  ou  ï  et  n,  entrent  à  la  fois  dans  les  deux  équations  et  sont 
multipliées  entre  elles  dans  la  seconde. 

N»  B,  Il  est  aisé  d'expliquer  pourquoi,  dans  ces  deux  problèmes, 
la  détermination  de  chacune  des  inconnues  doit  dépendre  d'une 
équation  du  second  degré. 
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Soit,  en  effet,  la  progression  décroissante 

r  11. 9.7.5.3.1.— 1.-3. -5.,.- 

On  voit  qae  la  somme  des  3  premiers  termes,  aussi  bien  que  la 
somme  des  9  premiers,  est  égale  à  27.  Donc»  si  Ton  donnait  a  a  lli 
r  =  —  2,  S  =  27,  et  qu*on  demandât  { et  n»  on  devrait  obtenir  les 
deux  systèmes  Z  =  7,,n  =  3,  et  Z  =  —  5,  n  =  9;  donc,  la  déter- 
mioalion  de  n,  par  exemple,  doit  dépendre  d*une  équation  du  second 
degré. 

189.  Noos  nous  bornerons  à  résoudre  le  quatrième  problème  :  c'est 
le  cas  où,  connaissant  a,  n,  et  1,  t7  s'agtt  de  déterminer  r  et  S. 

Laformule  Z  =  a  +  (n  —  1  )  r  donne  r  =  -^^; 

fi— 1 

et  la  formule  S  =  — ^ —  fait  connaître  immédiatement  la  valeur 

de  S. 

i\  1  .  Z"""  a 

De  la  première  expression,  r  = j  on  déduit  la  solution  de  cette 

w— 1 


I  :  insérer  entre  deux  nombres  donnés  a  et  6  un  nombre  in  de 

MOfENs  DIFFÉRENTIELS  (ou  appelle  aiosi  des  nombres  compris  entre  a 

^^  et  formant  avec  ceux-ci  une  progression  par  différence). 

Pour  résoudre  cette  dernière  question,  il  suffit  de  déterminer  la 

Mison;  or,  en  remplaçant,  dans  la  formule  ci-dessus,  /par  b,  et  n 

par  (m  +  2)  qui  exprime  actuellement  le  nombre  total  des  termes, 

b  -—  a  b  ——  a 

on  tronre  r  = r  ou  r  = 3  ;  c'est-à-dire  que  la 

m-f-2 —  1  m-fl 

raison  de  la  progression  cherchée  s'obtient  en  divisant  la  différence 

dei  deux  nombres  donnés  a  et  h  par  le  nombre  des  termes  à  insérer, 

flus  un, 

La  raison  une  fois  obtenue,  on  forme  le  second  terme  de  la  pro- 

6  —  a 
gression,  ou  le  premier  moyen  différentiel^  en  ajoutant  r ,  ou  — — : 

AQ  premier  terme  a;  le  second  moyen  s'obtient  en  augmentant  celui- 
û  de  r,  et  ainsi  de  suite. 
Soit,  par  exemple,  à  insérer  12  moyens  différentiels  entre  12 

rjrj 12  66 

^t  77.  On  a  r  =?  — j^ —  =  --  =  5,  ce  qui  donne  la  progression 

xO  xô 

-M2.17.22.27.32.37, . .  .72,77. 

Conséquence.  —  5i,  entre  les  termes  consécutifs  d'une  progression, 
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considérés  deux  à  deux^  ùntinsà^tann  mimAnomlHiie(âe^m&ymks.ifiiffi' 
rentiekf  ces  termes  et  Us  moyens  différentiels  téwiiâ  ne,  forment  qu'une 
seule  et  même  progression. 

'Bn.ieWiB^s&iV^  atibko.d.ei-f..^.  la^profresROD'prefvisée;  eC^soit 
f»ilb  vnmbtmétaj Hextos^p»  Ta» iieiit'. insérer  «nUpe  #iet  b^enVfm  k 

iJBirYaifioii:'d«»x:lM(pre  frogressien  partielle  sera,  (Fsprèrceqti  jpimn 
detre  dit,  exprimée  par  ^*T  i^Zmi^ Z^ »  quautitét 

toutes £gaks,;pi2isqj}ift:ar&y*<2v  «.«...sûaI  taprog)rf8fflaa.;,aia5L'la  m'iOD 
est  la  même  uiaDs»chaGunft\  desL  pcogi^essioiis.  partielles  j.  et.oflpune  d'ailri 
lears  le  dernier  tcrme\ùe  la  première  forme  le  premier  terme  de  la 
seconde,  et  ainsi'de  suite,  on  peut  conclure  que  toutes  ces  progressions 
partielles  constituent  une  progression  unique. 

l'dOw  VQici.les>'éDoiioèi  drqufdipiiesiproblèmes  : 

PBEHifeRB  QUESTION.  Déterminer  le  premier  terme  et  le  nombre  des 
termes  d'une  progression  par  différence,  dont  la  raison  est  6,  le  der- 
ni»  tetMê^iSSl^.êU  /a  «MtttRd.294â^ 

{Réponse,  Premier  terme  =  5,  nombre  des  termes  =31.) 

Séconte  question.  Insérer  entre  deux  quelconques  des  termes  de  là 
progression  -r  2 . 5. 8  .  11  .  14. .  . .  ,  wkof  moyens  différentiels. 

(Réponse.  Raison,  ou r  =  0,  3!) 

TiioniÈinE  QUESTionr.  Trouver  le  nombre  dHiommes  contenus  dans 
un  bataillon  triangutaire  dont  le  premier  rang  ^stî,  le  second  est  % 
le  troisième  est  3;  et  le  n^rM  est  n.  En  d^'àutres  termes^  trouver  Vex^ 
pfçâssion  dâJa  .somme  dès  nombres»  naUjureh  1^  2, 3.  ^.  ^  depm  i 
jusqu'au, 

(Réponses-^  !t.tp}:y 

QuiTEiisaiE  QUESTION.  Trouvcr  la  somme  des  n  premiers  termes  de 
laiprogression  des  nombres  impairs  t,  3, 5,7;  9. . . 
(J^ponM».S,cs  ti%ou  Ieicarvé(dii<ioidbre*desflecmesû) 
Cinquième  question.  Un  monceau  de  sable. es^idistasUid^uneaBU^ 
dwbneM.dâ  M^mÀùtnt^  eUû^^eMig9f.paut.^eisab1émi,.M0tvoiùÊm, 
à  6  mitres  d'intervalle  lune  de  Vaume.  Om  demande  le  chemin  que  te 
voU^mer=doie  faire,  lu  première  voUuw  étant  déposée  à  40  mètres  à» 
monceau  de  sable,,  et  la  voiture  devant^  à  la.  fin,,  revenir  à  l'endroit 
d'oà  elle  était  partie. 
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part  en  même  temps,  et  ne  fait  que  3  lieuea  le  premier  jour ^  man^i&ksk^ 
que  jour  suivant,  il  fait  2  lieues  de  plus  que  le  précédent.  On  demandé 
en  combien  de  jours- le  cavalier  atteindi-a  le  fantassin,  et  combien  ils 
auront  fait  de  chemin  chacun  ? 
(Nombre  de  jours^S.;  .chenwi|.^(Xlioiie8.)s 

Des  Pro^ssîowpQrquotSèhii 

191.  On  ii^'^tWe  progression  géométrique  oxx  par  quotient,  une  suite 
de  termes  dont  chacun  est  égal  au  produit  de  celui  qui  le  précède»  pac 
tin  nombre  constant  quej'on  nomme  tatVon.de.  la  progression  ;  ainsi  les 
deux  suites 


3,   6,  12,24,48,96.. 
i   £ 
V  16 


64,16,    4,    1,  r,  ~  .  .1.,^., , 


dont  la  première  est  telle,  que  chaque  terme  contient  celui  qui  le  pré- 
cède, deux  fois,  ou  est  égal  au  double  de  celui  qui  Te  précède,  et  dont' 
la  seconde  est  telle,  que  chaque  terme  est  contenu  dans  ceM  '  qui  le 
"^hà^^quiOrehSmyQiM  esl  égal^aifcqaarttite  celtti  que'.l»^piécèdfi^ SMik 
dites  des  progressions  par  quolieQt;  la  calsûa  est  2  pour  la  jjjremièrew 

et- poirlafsecoodeu 

Soient  a,  b,  c,  d,  e,,f,\.,.^  desnoffibpes^en'progpessîoir'parqueUtalV 
on  l'écrit  ainsi,  tt  a  '.  b  i  c  i  d  i  0 xf  :  gf.>.  .  .  ,.et  oa  Ténonce  comme 
une  progression  par  différence,  quoiqu'il  7  ait  cette  distinction  à  faire, 
que  Tune  est  une  suile  dëdiSereBAfiSi  ég^ev^^lAUtus.unfiHsuite  dft. 
quotients  ou  de  rapporta  égaux,  dans  lesquels  chaque  terme  est  à  la 
frisanideidmtûicoMséquinâ,  êouipti  làpmmimiqisiwsii^'mté»idâ9fy 
H.h  dernier  ^tit  nLeHi^g^cfimiqwnié. 

192.  DéaigiMUift^f  ar4^1a  irdiaDift\de:Iaipmgittflsioft' 
•r:  a:b  :  c  :  d  .  •  .  •  ,.|^iéteafti>  l:lûraf»  layiaigiiBaiwi  <8tîfPiw> 
tonic,  ^  <!  IorsqiieJaipro9reasleove8bdiEkiroM«mlftv>anxdéin>t4etU 
dé&niiioiD  même,  la  série  des  égalités 

'  =  aft  c  =  Vq'±=  aj*,  d's=  cq  =  aq%  e  ss  dq  ss  a^*; .  .  . , 
cl  en  général,  uiictâcme  de.rang^qp.ekQDqiiafHifQ'estcrih-dke.qpleiL 
a«-^laïantlui,,a  paujr.exprassÎQD^^ay*-*.. 

Soit  l  oe^terme^  rOn  a  la  foriaula  l,iss..aq  "— '^  au  moyen  de  laquelle 
on  peut  obtenir,  la  yalburd^un  terme  quelconque,  sans  passer  par 

Digitized  by  VjOOQIC 


268  I>ES  PEOGBBSSIONS 

tous  les  termes  qui  précèdent.  Par  exemple,  le  8*  terme  de  la  por- 
grcssion 

-Îr2:6:18  :  5fc; , 

est  égal  à 

2  X  3'  =  2  X  2187  =  437*. 

De  même,  le  12^  terme  de  la  progression 

^64  :  16:  4;1  :| 

est  égal  à 

""^W    ^V'""*.»"  65536* 

193.  Soit  maintenant  proposé  de  déterminer  la  somme  des  n  pre- 
miers termes  de  la  progression 

-^a  :h  :  c  :  d  :  e  :  f  :  .  .  .  i  \  k  :l 

l  désignant  le  nféme  terme, 
On  a  (  n?  192)  les  égalités 

b  iss  aq,    e  =:  bq,    d^  cq,    «  =:  (fg,  .  .  .  .  ,  fc  =  ij,    1=^  kqi 

d'où  l'on  déduit,  en  les  ajoatant  membre  à  membre, 

b+e+  d+c+...+  fc+Z=  (a  +  6  +  c +  *+...+  »  +  ft)î, 

ou  bien,  représentant  par  S  la  somme  demandée, 

S— a=(S— /)^  =  Sî  — ^, 

ou         Sg  —  S  8=  /j  —  a;    donc    S  =  ■  , 

î  —  1  > 

c'est-à-dire  que,  pour  obtenir  la  somme  d*un  nombre  déterminé  de 

termes  d'une  progression  par  quotient,  il  faut  multiplier  le  dénier  terme 

par  la  raison,  retrancher  du  produit  le  premier  terme^  et  diviser  la 

différence  par  la  raison  diminuée  d'une  unité. 

Lorsque  la  progression  est  décrochante ,  on  a  g  <  1,  ^  <  a;  et  il 

a  —  Iq 

convient  de  mettre  la  formule  ci-dessus  sous  la  forme  S  =  -z 

1  — g 

anfin  que  les  deux  termes  de  la  fraction  soient  positifs. 

Les  deux  expressions  de  S  deviennent  encore,  par  la  substitution 

de  aî«-«  à  la  place  de /,  S  =  ^i^^^^^,  et  S  =  i^?-=^^^^ 

g— 1  1 —g 
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On  trouvera,  d'après  les  formules  précédentes, 

fPour  la  somme  des  8  premiers  termes  de  la  progression 

^  2  :  6  :  18  :  54 :  2  x  3'  on  V374, 

Iq-a     13122-2 
S  =  -—^_ ^ 6560; 

S"  Pour  la  somme  des  douze  premiers  termes  de  la  progression 

1                      /1\"          1 
-^  61^  •  16  •  4.  •  1  •  *  >-  •  64  f  -  1     = —— 

Q        ^*~65k'S     2*^-G5&6      ^,      218W 
S= = ^ «85  +  65536- 

On  voit  que  la  difficulté  principale  consiste  à  déterminer  la  valeur 
numérique  du  dernier  terme,  opération  très-laborieuse  lorsque  le  nom- 
bre des  termes  est  considérable. 

194.  Bemarque.  —  Si,  dans  la  formule  S  as        _  .   \ 

on  suppose  9  =  1>  elle  devient    S  ==  -. 

Ce  résultat,  qui  est  quelquefois  le  symbole  de  l'indétermination, 
provient  souvent  aussi  (n"  73)  de  Texistencc  d'un  facteur  commun  qui 
devient  nul  par  une  bypotbèse  particulière  faite  sur  les  données  de  la 
question.  C'est  en  effet  ce  qui  a  lieu  dans  cette  circonstance;  car  on 
sait  (n®  31)  que  l'expression  g" —  1  est  divisible  par  ^f  —  1,  et  donne 
pour  quotient,  ç"— «  H-  g"—»  +  5"—^  +  ....  H  7  +  1;  si  l'on 
effectue  celte  division,  la  valeur  de  S  prend  la  forme 

S  =  ag"-*  +  aj"— »  +  a^-^  +....+  aj  +  a; 

d'où, faisant  maintenant  j  =  1,  S  =  a  +  a  H-  a.  .  .  .  +  a  =  na. 
On  peut  parvenir  au  même  résultat  en  remontant  à  la  progression 

proposée -ff  a  :  2^:  c:  ...  :  Z^qui^  dans  le  cas  particulier  de  q  =  1> 

se  réduit  h-Tra:a:a:a:..^»:af  série  dont  la  somme  est 

égale  à  na. 
195.  Des  progressons  infinies  par  quotient  —  Soit  une  progression 

décroissante  -^  a  :  b  :  c  :  d  :  e  :  f:  .  .  .  .  d'un  nombre  indéfini  de 

termes;  si  l'on  considère  la  formule  S  =  -; ^,  qui  donne  la 

1  — g 

12 

Digitized  by  VjOOQIC 


270  DES  PROGBESSIONS  IKFîRIES 

somme  d*an  nombre  n  de  termes,  elle  peut  être  mise  sous  la  formô' 


8=     ^  ^^ 


1-î     1-^3  . 

Or,  puisque  la  progressioa  est  décroissante,  q  est  une  fraction , 
gn  est  aussi  une  fraction  qui  sera  d'autant  plus  petite  que  n  sera 
plus  grand;  ainsi,  plus  on  prendra  de  termes  dans  la   progression, 

plus  ^ —    X  g^  diminuera;  pins,  par  conséquent,  la  somme  pafr-^ 

tielle  de  ces  termes  approchera  de  devenir  égale  à  la  >  première,  par- 
tie de  S.  c'est-à-dire  à  j-^ EnBn,  si  Ton  prend  pour  n  un 

1  —  g 

nombre  pins  grand  que  toute  grandfeur  dtmnéô,  ou  si  Ton  suppose 
n  -=  QQ  ^  L-  X  3"  sera  moindre  que  toute  '  grandeur  donnée,  oa 

deviendra  égal  à.O;  et  Texpression  »   ^     représenterai  la  valeur  de^ 

toute  la  série. 

D'où  Ton  peut  conclure  que  la  somme  des  termes  cPune  progression 
décroissante  à  Vin  fini  a  pour  expression 

C'est,  à  proprement  pnrlcr,  la  limte  vers  laquelle  iendent^ns  oesse: 
ioMïBsleti  sonmesi  partielles  queToD'  obtient  en  preaantuni  nombirai 
de  termes  de  plus  en  plus  grand  dana.la  progression* .  Laf.  diffiércneer 

entre  ces  sommes  et ,  peut  devenir  aussi  petite  que  Ton  vent,  et 

1  —  q 

ne  devient  tout  à  fait  nulle  quelorsque  Vim  prend  un  nombre  infini  xle* 

termes. 

Applications.  —  Soit  la  progression  décroissante  à  Tinfini, 

^i      ^   ^    1    1 

On  a,  pour  l'expression  de  la  somme  dèstermes,* 

1         3 


S  = 


3 


L'erreur    que   Von    commet-  en.  pilant i  cette,  expijession   pûjir. 
la  valeur  de  la  somme  des  n  premiers  termes  est   marquée  par 
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3   /1\'        1  1 

Soit  d'abord  n  =  8;  itrient  ^  {j^  =JJ*-'m' 

3 

D*où  Ton  voit  que  Veneur  commise  lorsqu'on  prend  -    pour  la 

Jt 

somme  d*un  certain  nombre  de  termes  est  d'autant  plus  petite  que  ce 

nombre  est  plus  grand. 

Soit  encore  la^progresMon* 

^         1      1      1     ^     J_ 
•  2  '  4  •  â'  16  '•  32'  •  •  •• 

Ona  S«V^=»"'-^  =  2. 

196*  L'expression.  S  s=   ^i pput,  être  obtenue  directemtfrt 


la  progression  ir  d'  h  :  c  :  d  :  e  :  f  :  g  :  .  .  .  , 

Reprenons  les  équations  h  =z  aq,  e  =  hq,  d  sis  cq^e  =  dq,  .  • 
dont  le  nombre. est  ici  indéfini,  et  ajoutons-les  membre  à  membre  ;  il 
vient    h  +  c-^-d  +  e..  .  .  =  («4-  &-h  «  +  rf-l^  -  .  •  )îf- 

Or,  le  premier  membre  étant  évidemment  la  série  proposée,  diminuée 
du  premier  ternie  a,  a  pour  expression  S  —  a;  le  second  membre  est 
^al  à  q  multiplié  par  la  série,  tout  entière,  puisqu'il  n'y  a  pas  de 
dernier  terme,  ou  que  ce  dernier  terme  est  nul  ;  l'expression  de  ce 
secoBdmembreest doncçS,  et  régaUté.«i«dessus.4evîent 

8--a  =  oS,  d!oà  l'on  déduitS.^ . 

1  —  q 

En  effet,  si  l'on  développe  r en  série,  par  le  procédé  de  la 

division,  on  trouve  le  résultat  indéfini,  a+flî+ag^+flg'-f-...,,  qui 
ï^'est  autre  cbose  que  la  série  proposée,  lorsqu'on  y  remplace  bfC,d» ,. 
par  les  valeurs.eaibnctlon.de  o^ 

Autrement  encore.  Soit  la  progressîoii^*r  a  i  aq  :  <iq^  :  a^ , .  . 
«I posons        S:i=  a  +  a^f  +  aç'+  cg* 4-  ag*  +  aj' 4- . . .; 
^'où,  multipliant  les  deux  membres  par  q^ 
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gS  s=  aj  +  af  +  aç'  4-  ajf*  +  aj*  +  . .  i . 
Retranchons  ces  deux  équations  membre  à  membre,  il  vient 

a 
S  — I  ffS  =  a;  donc  enfin,  S  =  r— •• 

1—  g 

197.   Lorsque  la  série  est  croissante,  l'expression  S  «=  r~J7* 

ne  peut  plus  être  regardée  comme  une  IxmxU  des  sommes  partielles  ; 
car  la  somme  d'un  nombre  déterminé  de  termes  étant  (  n**  193} 

S  -= ^  ■ ,  la  seconde  partie  r— ^ —  augmente  de  plus  en 

i  —  q       1  — g  1  —  3 

plus  numériquement  à  mesure  que  n  augmente;  c'est-à-dire  qu'aa 
contraire,  plus  on  prend  de  termes,  plus  l'expression  de  la  somme  de 

a 
ces  termes  diS%re  numériquement  de    . 

La  formule  S  =  j est  seplement,  dans  ce  cas,  l'expres- 
sion s^gébrique  qui,  par  son  déTeloppement,  donne  lieu  à  la  série 
a  +  aj  4-  agf'  H-  a jf' . . . . 

Il  se  présente  ici  une  circonstance  fort  singulière  au  premier  abord. 

Puisque  est  la  fraction  génératrice  de  la  s^rie  dont  nous  venons 

de  parler,  on  doit  avoir 

r— —  5=  a  H-  ag  +  ajf*  +  a^'  +  ajf*  4- . . .  . , 

Or,  en  faisant  dans  cette  égalité,  a  s  1,  9  =  2,  on  trouve 

^ — ^  ou  —  1  =  14-2  +  4  +  8-1- 16  4-32  + , 

équation  dont  le  premier  membre  est  négatif,  tandis  que  le  second 

semble  positif,  et  d'autant  plus  grand  que  q  est  lui-même  plus  grand. 

Pour  interpréter  ce  résultat,  observons  que  si,  dans  l'équation 

=  a  +  aj  +  a^'  +  . . . ,  on  arrête  la  série  à  un  certain 

ferme,  il  faudra,  pour  que  l'égal îté  subsiste,  compléter  le  quotient. 
Ainsi,  en  s'arrêtant,  par  exemple,  au  quatrième  terme,^  a}*, 

a\i-q 
1"  reste  +  aq 


2<»  4- rtg«'a  +  asr+ ag*  +  ag['+ j-^ 

3«  +  aq^  ^— î 

4«  +  aq* 
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on  doit  ajouter  au  quotient  obtenu  l'expression  fractionnaire  t-^-» 


ce  qui  donne  rigoureusement 


=  a  H-  agf  -♦-  ag*  +  agi*  + 


1— «  1  — g 

Si  maintenant  on  fait  dans  cette  équation  exacte,  a  =  1^  j  =  2, 
il  Tient  —  l=l-*-2  +  4  +  8  +  — j=l  +  2+4+8  — 16; 

égalité  qui  se  vérifie  d'elle-même. 

En  général^  toutes  les  fois  qu'une  expression  en  Xy  que  nous  dé- 
signerons par  f{x)^  et  qui  s'énonce  fonction  de  x^  est  développée  ea 
une  série  de  la  forme  a  +  &â?  +  cx^  +  da?  -{-  . ,  .^^n  n'a  rigou- 
reusement f{x)=s  a  4-  6a?  +  ca?'  +  d«'  4-  .  .  . ,  qu'autant  que 
l'on  conçoit,  en  s'arrêtant  à  un  certain  terme  dans  le  second  membre, 
la  série  complétée  par  une  certaine  expression  en  x. 

Lorsque  la  série  est  du  nombre  de  celles  que  Ton  nomme  conver* 
gentes^  l'expression  qui  sert  à  compléter  peut  être  conçue  aussi  petite 
que  Ton  veut  ;  et  il  est  permis  de  la  négliger  au  delà  d'un  certain  lerme 
de  la  série  (*). 

198.  Remarque.  —  Nous  terminerons  les  principes  relatifs  aux  pro- 
gressions infinies,  par  l'observation  suivante  :  Il  résulte  de  la  définition 
des  progressions  par  quotient  (n®  191),  qu'on  peut  les  regarder  comme 
dts  séries  récurrentes  du  premier  ordre^  dont  \ échelle  de  relation  est  la 
raison  de  la  progression  (  Yby,  n"  184).  Ce  rapprochement  est  propre  à 
faire  connaître  Forigine  des  progressions  prolongées  à  Tinfini.  Elles 
Rivent,  comme  les  séries  récurrentes  en  général,  leur  naissance  aa 
développement  d'une  fraction  algébrique  en  série.  Nous  avons  donné 
(n***  195  et  196)  les  moyens  de  trouver  cette  fracUon  génératrice  pour 
les  progressions  en  particulier.  Nous  verrons  plus  loin  les  moyens  de 
résoudre  la  même  question  pour  toutes  les  séries  récurrentes. 

199.  La  considération  des  cinq  quantités  a,  q,  n,  l,  et  S,  qui  entrent 

lu  "— •  u 

dans  les  deux  formules  I  =  a^"-^,  S  =  -^ -^  obtenues  n?*  192  et 

193,  donne  encore  lieu  à  dix  problèmes  particuliers  dont  les  énoncés 
ne  diffèrent  des  énoncés  relatifs  aux  progressions  par  différence  (n"  188), 
qu'en  ce  que  la  lettre  r  est  remplacée  par  q.  Mais  nous  nous  propose- 


n  Voyez ,  à  la  fin  de  ce  chapitre,  une  note  relative  à  la  convergence  des  sé- 
ries. 
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S0D5,  comme  pour  les  progressions  par  différence,  de  déterminer  jf  et  S, 
connaissant  a,  l,  et  n. 

a— X 

Or,  la    première    formule  donne  g[»— »   =5  -,  d*où}s=l/    -• 

a  a 

en  reportant  cette  valeur  dans  la  seconde  formule,"  on  obtiendait  la 

valeur  de  S. 


L'expression  q  =  V/  -   fournit    le  moyen    de   résoudre    celte 

question  :  Insérer  entre  deux  nombres  donnés  Si  eth  un  nombre  m  de 
HOTENS  PROPORTIONNELS,  c'est-à-dire  unnombre  m  de  quantités  qui  for* 
ment  avec  a  et  b,  considérés  comme  ea;trémes y  une  progression  par  guo- 
tient. 

Il  suffît,  pour  cela,  de  connaître  la  raison;  or,  le  nombre  des  ternies 
à  insérer  étant  m,  le  nombre  total  des  termes,  n,  est  égal  à  m  +  2; 
on  a  d'ailleurs  l  ^h;  ainsi,  la  Taleurde  q  deTieoft 

qssy    >;  c'est-à-dire  qu'il  faut  divùer  hi  deux  nombres  cfeM- 

nés  h  et  m  Vun  par  l'autre,  puis  extraire  du  quotient  une  racine  éfun 
degré  marqué  par  le  nombre  de  termes  à  insérer,  plus  un* 
La  progression  est  alors 


a 


Ainsi  soit  à  insérer  6  moyens  inroportionnels  entre  les  ncnabreà^xt 
384. 

On  a    m  =  6,  d'où    î  =  v/^  =  1^128  =  2; 

o 

d'où  l'on  déduit  la  progression 

r^   3  :     6     :     12     :    ^4     :     48     :     96     :     192     :    âW. 

Nous  ferons  bientôt  connaître  des  moyens  plus  expéditifs,  dans  les 
applications  numériques,    de    calculer    le  nombre    exprimé  ^par 

a 
Nous  njB  nous  arrêterons  point  à  démontrer  que,  ei entr&lee  termes 
consécutifs  d'une  progression  par  quotient,  considérés  deux  à  deux,  d» 
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mire  un  même  nombre  de  moyens  proportionnel»,  toutes  les  progrès- 
siens  ainsi  formées  constituent  une  progression  unique,  La  démonstra- 
tion est  analogue  à  celle  da  numéro  189. 

200.  Bes  rfm?  problèmes  principoux-que  Ton  peut  «e proposer  sar  les 
•progressions,'  quatre  sont  «nsceptibles  dëtre  résolus  facilement.  En 
voici  les  énoncés,  avecles  formules  qui  y  sont  relatives  : 

^"^  «>  î»  «,  élantidonnés,  trouver  l  et  S. 

2»  a,  n,  I,  étant  donnés,  trouver  qeiS. 

j«V   -,      8=„_.     ^_^      . 
3*  ?>  n,  7,  étant  donnés,  trouver  a  et  S. 


«"-''  î"- (2-1)' 

*■•  .î»*>r  S»  étant  donnes,  tooiwer  a  «t /. 

,_S(g-l)  Sg"- (g-1) 

^18  j— ,        f  SB -— , 

g"  —    1  ^f"  —   1 

Deuâ^  autres  problèmes  dépendent  de  la  résolution  d'équations  d'un 
degré  supérieur  au  second  :  ce  sont  ceux  où  l*on  suppose  inconnues  les 
Quantités  a  et  q,  ou  bien  /  et  q. 

En  effet,  de  la  seconde  formule  on  déduit  a  =  /^f  —  Sg  +  S;'d*où, 
substituant  cette.valeuc  de  a  datas  la  première  ^=&  ag"—', 

ou  bien  (-S—  Vfq^  —  9g«"^'  +  /  :*  0, 

équation  du  degré  n  que  nous  n'avons  point  encore  appris  à  résoudre. 

Il  en  serait  de  même  si  l'on  vouhit  déterminer  Z  et  g  :  on  parvien- 
drait à  Téqualion  aq'^  —  Sg  +  S  —  a  =  0. 

201.  Enfin,  les  quatre  autres  4)ri»blèmes  conduisent  à  la  résolution 
d'équations  d'une  nature  ^ute'particulière  :  cesûnt:c0uxoùn  est  inconnu 
ainsi  que  l'une  des  quatre  autres  quantités. 

D'abord,  la  seconde  formule  donne  aisément  la  valeur  de  Tune  des 
quantités  a,  g,  /,  et  S, en  fomtion  des  trois  autres;  ainsi,  tout  se*réduit 
à  déterminer  n  au  moyen  de  la  formule  l  =  aq"  «. 
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Or  celte  égalité  revient  à  3»  =  — ,  équation  de  la  forme  a^  =  6, 

a  et  6  étant  des  quantités  connues.  On  appelle  ces  sortes  d'équations, 
équations  exponentielles,  pour  les  distinguer  de  celles  qtie  nous  avons 
considérées  jusqu'à  présent^  et  dans  lesquelles  l'inconnue  est  élevée  à 
des  puissances  marquées  par  des  nombres  connus. 

Oceupons-nous  donc  de  la  résolution  de  ces  équations  auxquelles  se 
rattache  une  des  théories  les  plus  importantes  des  mathématiques,  la 
théorie  des  logarithmes. 

§  II.  Théories  des  quantités  exponentielles  et  des  logarithmes. 

202.  Résolution  de  Véquation  a^  =  b.  La  question  consiste  à  troa- 
ver  l'exposant  de  la  puissance  à  laquelle  il  fautclever  un  nombredonné  a, 
pour  produire  un  autre  nombre  donné  b. 

Considérons  d'abord  quelques  cas  particuliers. 

Soit  à  résoudre  l'équation  2^  =  64.  En  élevant  2  à  ses  différentes 
puissances,  on  reconnaît  bientôt  que  2^  =  64;  donc  x  =sQ  satisfait  à 
l'équation. 

Soit  encore  l'équation  3^  s=  243.  On  a  pour  solution ,  a?  s  5.  En 
un  mot,  tant  que  le  second  membre  b  sera  une  puissance  parfaite  du 
nombre  donné  a,  œ  sera  un  nombre  entier  que  l'on  obtiendra  par  l'élé- 
vation de  a  à  ses  puissances  successives  à  partir  du  degré  0. 

Soit  maintenant  à  résoudre  Téquatiou  2^  =  6.  En  faisant  x  sz  2 
eix  ^  3y  on,  trouve  2'  =  4,  et  2'  =  8;  d'où  l'on  voit  que  x  a  une 
valeur  comprise  entre  2  et  3. 

Posons  donc    a?  =  2  -f-  -7 .  .  .  .  (  a?'  est  alors  >  1). 

On  a,  en  substituant  cette  valeur  dans  la  proposée, 

2    «  =  6,  ou  {n«  172)  2»  x  2»'  =  6;  donc  2»'  =  5, 

ou,  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  «',  (  5  )    =2. 

Pour  déterminer  x',  faisons  successivement  â?'  s  1 ,  a;'  '— •  2;  00 

(2\'       3  /3\'       9 

-j,oug<2,et(^-j  ou->2; 

Ainsi  X  est  compris  entre  1  et  2. 

Posons  donc  a?'  =  1  +  -7.  .  .  .  {x'  est  aussi  >  1). 
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On  obtient^  en  substituant  dans  Téquation  exponentieUè  en  x\ 

on,  réduisant,  f^    =  -. 

/4\ '      4     3 

Les  hypothèses  a?'  =  1  et  a?'  =  2,  donnent  (  -  j  ou  -  <  -  , 

/4\'        16     3 
et  l  -  j    ou  -^>  -.  Ainsi  x  est  compris  entre  1  et  2. 

1 

Soit  donc  a?'  =  1  +  -j^;  il  en  résulte 

X 

(9\«*      4 

Si  l'on  fait  successivement  x"  =  1,  2,  3,  on  trouve,  pour  les  deux 

.     ..      ,        ,.        /9\*     81         ^         17         ,  1 

dernières  hypothèses,  (j)=^    '^*"^fiî'^    *"*"    5'*^ 


'9\'    729  217  1 

s)  "^512  ~ *  "^  512^  *"^3  '  ^°^''  ^^  ^'  compris  entre  2 et  3. 

Soit  a?*  =  2  H ;  Féqualion  en  x"  devient 

ajiv 

-J      a:iv  =  -,     ou~(^^^^ty=.; 

/256\a?iv     9 
etparconséquent,  ^— J       =g. 

En  opérant  sur  cette  équation  exponentielle  comme  sur  les  pré- 
cédentes, on  trouverait   deux  nombres  entiers  fc  et  ft  +  1,  enlre 

lesquels  «nr  serait  compris.  Posant  oîiv  =  i  -4-  —  i  on  déterminerait 

x^  comme  on  a  déterminé  x^;  et  ainsi  de  suite. 
Rapprochons  actuellement  les  équations 

^«2  +  -,a?'.=  l+4a?'«l+-5,a?'=:2  +  — ; 

X  X  or  «*^ 

4 
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nous  oblenons  la  valeur  de  m  sous  la  ferme  d'une  fraction  eiSitinae 

1 


«  =  2  + 


n-i 


1+1 


Or,  on  sait  {Anth,^  n^"  175)  que,  ^ans  une  fraction  continue^  plos 
on  prend  de  parties  intégrantes,  plus  on  approche  de  la  valeur  du 
nombre  réduit  en  fraction  continue;  ainsi,  l-on  pourra,  par  ce  moj^y 
trouver  la  valeur  de  x  propre  à  vérifier  Téquation  2*  =  6,  sinoi|;exacte- 
ment,  do  moius  avec  tel  degré  d*approximaKion  que  l'on  voudra. 

Par  exemple,  en  formant  les  quatre  premières  réduites^  d*après  la 
loi  établie  en  Ariihmétiquey  n"*  169,  on  trouve 

2  3  5  13 

13 

et  la  réduite  —  ne  diffère  [Ariih,y  n«  174)  de  la  valeur  de  a?,  que  d'une 
o 

1         i 

quantité  moindre  que  —^  ou  — .  Mais   l'approximalion  est  encore 

plus  grande;  car  si  Ton  calcule  la  valeur  de  a?iv,  d'après  l'équation 


c 


256\^iv_.9 


qTô  J  =  Q>  ^n  reconnaîtra  que  asVf  est  compris  entre  2  et  3;  ainsi 
X.T  =:  2+  y  donc  la  5-  réduite  est  ^|-|tI'  °"  ^  ^"^•'  T 
diffère  de  la  valeur  de  ar,  d'une  quantité  moindre  que— r-,  ou  — . 

31  11 

La  réduite  -r:  en  diffère  de  moins  que  ----r-  ou  rr-r. 

203.   Voici  la  méthode  générale  :  Soit  à  résoudre  l'équation 

a*==  6, 

a  et  &  étant  deuxmombres  absolus  plus  grands  que  1^  et  a  étant  sup- 
posé <  6. 

En  formant  les  puissances  successives  de  a,  on  trouve  que  &  est 

1 

compris  entre  a»  et  a"+'  ;  alors  on  fait a?  a=  n  -4-  -;; 

X 

substituant  celle  VîJeqr  das^  réqtiaUon,  on,  obtient  a     *.  =i  h, 
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-i  /h  \«' 

iqttaiîon  qoi  rwrieriti  a»  Xvo*'  «  6,  d-où  ( --  ]    =s  a, 

00,  posant,  pour  plus  de  simplicité,  —  =  c, 

a" 

C'  =  a. 

Opérant  air  cette  équation  comme  sur  la  proposée,  on  recon- 
naîtra que  la  valeur  de  x'  est  comprise  entre  n'  et  n'  +  1,  ce  qui 

donnera  x'  =  n'-\-^; 

substitnam  Celte  valeur  dans  Téqualion  en  x' ,  on  sera  encore  conduit 
i  résoudre  une  équation  de  la  forme 

d*'  =  c, 

'  c 
d  ayant  pour  valeur  —,  ;  et  ainsi  de  suite. 

Donctnfhi  Fon  obtiendra,  pour  la  valeur  de  ar,  une  expression  de 

la  forme 

« 

1 

n  4-  1 

n"  +  .  .  .  . 

En  poussant  la  suite  des  opérations  convenablement,  on  aura  la  valeur 
de  X  avec  tel  degré  d'approximation  que  Ton  voudra  ;  et  ce  degré  pourra 
«toujours  s'Sestimer,  puisqu'il  est  marqué  {Arith,,  n*»  174)  par  le  quotient 
de  l'unité  divisée  par  le  carré  du  dénominateur  de  la  dernière  réduite 
è  laquelle  on  sera  parvenu. 

204.  Remarques.  —  1*»  Si  dans  le  cas  de  a  >  1  ei  h  >  1,  on 

supposé  b  <Ca,  comme  on  a  a*  =  1  (a"  24)  et  at  =  a,  il  s'ensuit 

1  que  a;  est  comjpris  entre  0  et  1  ;  il  faut  alors  commencer  par  poser 

X* 

Cela  revient  k  faire  n  =  0  dans  le  calcul  prcccdent. 
^^  Si  b  est  une  fraction,  et  que  a  soit  plus  grand  que  l'unité,  la  va- 
leur de  X  est  nécessairement  ^  0,  ou  mïgativb  ;  ainsi,  il  faut  poser 

dans  l'équation        o*  =  6,  jr  *»  *—  y, 

ce  qui  donne        arlf  =  'b;       d*où  (n»  171)  a  =  y 
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1 

et  comme  on  a  r-  >  1,  on  déterminera  y  d*apris  la  méthode  ci-dessos; 

0 

alors  la  valeur  correspondante  de  x  sera  égale  à  celle  de  y^  prise 
négativement 

Il  en  est  de  même  si  Ton  a  6  >  1  et  a  <  1. 

Au  moyen  de  ces  remarques,  Tapplication  de  la  méthode  n'offre 
aucune  difficulté.  Seulement  les  calculs,  pour  obtenir  un  grand  degré 
d'approximation,  sont  assez  laborieux. 

On  peut,  au  reste^  s'exercer  sur  les  exemples  suivants  : 

.  X  =       2,465  à  0,001  près. 
.  X  «       0,477  à  0,001  près. 

.  X  =—0,25   à 0,01   près. 
.  X  =      0,53    à  0,01   près. 

On  suppose  ici  que  Ton  ait  converti  en  fractions  décimales  les  ré- 
duites fournies  par  la  méthode. 

205.  On  peut  demander  si,'  en  suivant  la  méthode  précédente,  on 
sera  conduit  à  une  fraction  continue  d*un  nombre  limité  de  fractions 
intégrantes,  ce  qui  donnera  pour  x  un  nombre  commensurabîe  et  égal 
i  la  dernière  réduite  de  la  fraction  continue  ;  ou  bien,  si  le  nombre  des 
fractions  intégrantes  doit  être  illimité,  auquel  cas  x  sera  incommew 
surahle. 

Pour  répondre  à  cette  question,  supposons  dans  Téquation  a*  ==  b^x 

égal  à  un  nombre  commeusurable  —,  et  voyons  quelle  relation  n  doit 

n 

exister  entre  les  nombres  a  et  &  pour  que  cette  valeur  puisse  être 

admise,  c'est-à-dire  pour  que  x  soit  commensurabîe. 

Soient,  en  premier  lieu,  a  et  b  deux  nombres  entiers;  on  a  l'cqua- 

m 

tion  a"  =  6,  que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme  a*  =  6».  * 

Il  est  d'abord  évident  que  cette  égalité  ne  peut  subsister  .qu*autant 
que  a  et  6  sont  composés  dçs  mêmes  facteurs  premiers;  car, si  Ton  sup- 
pose dans  b  un  facteur  premier  qui  ne  se  trouve  pas  dans  a,  et  quon 
divise  les  deux  membres  par  ce  facteur,  le  second  membre  sera  un 
nombre  entier,  et  le  premier  un  nombre  fraclionnairey  ce  qui  est 
absurde  ;  donc,  si  Ton  a,  par  exemple, 

a  =  ctP^'iy^^ 
on  doit  avoir  aussi  b  =s  qJ''&'}''^^. 

Digitized  by  VjOOQIÇ 


DE  l'Équation  exponentielle.  âSl 

Substituant  ces  valeurs  dans  Téquatiop  a"*  s  &",  on  la  cbange  en 
celle-ci  :  a"/'6'"î'f*'^'"'  =  aV'6''îV'^^'"'. 

Cette  nouvelle  égalité  ne  peut  évidemment  subsister  qu'autant  qud 
les  puissances  d'un  même  facteur  premier  sont  égales  dans  les  deux 
membres  ;  car,  si  elles  étaient  inégales,  en  divisant  les  deux  membres 
par  la  plus  haute  puissance,  on  serait  encore  conduit  à  ce  résultat 
absurde  :  tin  nombre  entier  égal  à  un  nombre  fractionnaire. 

Ainsi,  Ton  doit  avoir  séparément 

mp  =  np\    mq  =  nq\    mr  =  nr\    ms  =  «#', 

d'où  Ton  déduit  î:L=?.'  =  i' =  :'  =  !'. 

n       p       q      r      S 

Donc,  pour  que  la  valeur  de  x  soit  commensurable,  il  faut  et  il  suQit 
que  a  c/  b  soient  composé  4es  mêmes  facteurs  premiers  y  et  que  les  expo* 
sants  de  ces  facteurs  forment  entre  eux  une  suite  de  rapports  égaux. 
Si  ces  deux  conditions  sont  satisfaites,  la  valeur  de  x  est  égale  au  rap- 
port constant  qui  existe  entre  les  exposants. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  a  et  5  soient  fractionnaires  et  égaux 

à— -,  •-  ;  réquation  a«  =  ô"  devient 

(jT  =  (|y  ,     d'où    fc'-ife'»  =  h''"h\ 

Or,  h  et  h'  pouvant  toujours  être  regardés  comme  premiers  entro 
eux,  anss  i  bien  que  k  et  k\  il  en  est  de  même  de  h'^  et  A'",  k*  et  k'"  ; 
ainsi,  pour  que  l'égalité  précédente  subsiste,  il  faut  que  l'on  ait  sépa- 
rément h'^  =  fc",  h*''  =  fe'»,  ce  qui  conduit  à  des  conditions  semblables 
à  celles  que  nous  avons  établies  ci-dessus,  entre  les  numérateurs  et  les 
dénominateurs  respectivement  comparés  entre  eux. 
h  h 

JS,  B.  Si  l'on  avait  t;  >  ^»  ™*is  ~  <  1,  ou  réciproquement, 

il  faudrait  d'abord  changer  le  signe  de  x  dans  Tcquation  exponen- 
tielle a*  =  b  {ce  qui  revient  à  renverser  celui  des  deux  nombres 
h    h 

77)  -r.»  que  l'on  suppose  <  1,  en  conservant  x  positif);  puis  on  ctabli« 
rait  les  relations  précédentes. 

206.  Cas  particuliers,  —  1®  Si  a  et  6,  çtant  des  nombres  entiers,  ne 
renferment  qu'un  seul  facteur  premier^  le  même  pour  les  deux,  x  est 
Bécessairemenl  commensurablc, 
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SoU  r^quatkm  i*  ^  33,  qui  vevient  h  2^'  »  2^ 
il  en  résulte      2â?  =  5,  d^où      ^  =  ^- 

7 
Soit  encore  27»  =  .2187,  ou  3'«  =  3^  on  a  «  =  -• 

2*»*5j  a  n'w<  composé  que  de  facteurs  premiers  élevés  à  la  première 
puissance,  il  faut  que  b  soit  une  puissance  parfaite  de  a  pour  que  x 
soit  commensurable;  en  sorte  que,  dans  ce  cas,  x  est  eniiery  ou  bien, 
incomm  enturab  le. 

En  effet,  soit  a  =:  ag-^-^,    d'où    b  =  ofV-fy  ; 
l'équation  a"  =  b"    devient     a'"^'"^"^'"  =  a'''''€î' Y'"^'"  » 
d'où  Ton  déduit    m  =  p'n  =  g'n  =  r'n  =  «'n, 
'ï(Ml  bien,    p*  =  g'  «  r'  =a  *'; 

et  par  conséquent    x  =  p'. 

Soit,  par  exemple,    a  =  10  =  2  X  5; 
il  faut  que  b  soit  une  puissance  parfaite  de  10  pour  que  x  puisse  être 
commensurable. 


Théorie  des  logarithmes, 

207.  Introduction.  —  Si  l'on  suppose  que,  dans  Téquation  ax  =  y, 

.  a  conservant  toujours  une  même  valeur  positive,  on  remplace  y  par 

tous  les  nombres  absolus  possibles,  on  pourra,  pour  chaque  valeur 

de  y,  déterminer,  par  la  mélbode  du  n<»  203,  la  valeur  de  â?,  sinon 

exactement,  du  moins  ayec  un  aussi  grand  degré  d'approximation 

,^.  f  ue  Ton  voudca. 

Supposons  d'abord  a  >  1. 

Si  l'on  fait  successivement    x  =  0,    1,     %    3,     ^,     5,  .  .  . 
'  il'enrésafle  y=ra*,  pu  1,    a,   a',    a%   a*,    a*.  .  .  ; 

'^onc,  iouteê^)valemr8  ék  y  phi9  i^andet  sgnie  l'^umté  isotd  produiks 

ipar  despm9eani>es'desi,  dont  les  exposant»  Mnl  fositifs,  entient  ou 

fractionnaires  ;  et  la  valeur  de  x  est  d! autant  plus  grande  qug  ceile 

de  y  est  elle-même  plus  grande. 

Faisons  ensuite  a?  =  0,    —  1,    — %    -^  3^    --p,  4^    im,'  $...., 

11         1  11 


^  iïta  résulte  y  ^^  o%  où  1, 


a'       a''       a"       a*'        a* 


donc,  fou^ef  les  valeun  de  y  pZu«  jwl^x  jfii«  /'smil^  <orI  proAiiei 
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par  des  puissances  de  a,  dont  les  exposants  sont  ^tukriFs;  et  la  valeur 
de  X  est  d'autant  plus  grande,  numériquement,  que  la  valeur  de  y  se 
rapproche  plus  de  zéro. 

Soit,  au  contraire  a  <   1  et  égala  une  .fraction-,; 

a 

«nWsant  œ  -  0,        1,  V,2,     .3,     4,     5..., 

/"  1 V  11111 

ontrouvey=   ^-.J  ,      ou       1,      ^„     ^^„   -,   -,   _.,, 

ct,sil'onfait  a?  =  0,  —  1,^2,— 3,— 4,-5. .., 

on  obtient  y  =  T— j  ou  1,    .  a'. 


a'S    a^  .  a'*,    a%, 


c'est-à-dire  que,  dans  Thypothèse  de  a  <  1,  tous  les  nombres  sont 
CD^ndrcs  avec  les  diverses  'puissances  de  a,}  dans  un  ordre  inveree^de 
tehii  oàifeïlesont  lorsqu'on  suppose  a  >  1. 

Mais  il  n'en  résulte  pas  moins  cette  conséquence  généi^le;  que  ïotiHe* 
nombres  absolus  possibles  peuvent  être  engendrés  aveo  tm  mmbre 
absolu  qualeanquey^nait  constant,  quetl'on  élève  à  despmssances  cên* 
tmables. 

N.  B. Ilfauttoutéfois'supposer  a différeni^e  V unité,  car  on sa*t  «pie 
tontes  les  puissances  de  1  sont  égales  à  1. 

208.  Cela  posé,  conceTonsîque  l'on  ait  formé^nne  table  renfermant, 
d'une  part,  tous  les  nombres  entiers,  et  à  côté  de  ces  nombres,  les  expo- 
iOhU Mes  puissances  auxquelles  il  faudrait  élever  unmomhre  invariable, 
pour  former  tous  ces  nombres  ;  on  aura  l'idée  d'une  labledeZo^onVAme*. 

On  appelle,  icn  général,  L0GAftii}BME  d*vn  nombre,  Veaposanttde  la 
puissance  à  laquelle  il  faut  élever  an  cer^mnond)re  invariable  pour 
proéuire  le  premier  nombtre. 

Le  •nombre  inAnariablepeutdlftbord  être  pris  tout  iiifart  arbittrairement 
{pourvu  qu'il  soit  >  ou  <  1  );  imais  une  fois  choisi,  il  doit  re^j^le 
^me  peur  la  formation  de  tous  les  nombres.  On  l'appelley  |)out  cÊlte 
raison,  buse  dufijstème -de  logarithmes. 

Quelle  que  soit  laibase  que  l'on  a  ckHsie,  l&jlogarithme  de  la  iuse 
est  l'unité,  et  leiagmiihme  de  1  est  0, 

En  effet,  on  a  1°     a^  =  a,    à*oh    log  a  =  1 , 
2°    a*»  =  1,    d'où    log  1  =  0. 

{ On  désigne  ordinairement,  pour  abréger,  le  mo't  logarithme,  par 
ks  trois  pr^orc^  leUres  log^  ou  simplement  par  la  première  ktlre,  f., 
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que  Ton  fait  ordinairement  suivre  d'un  point  et  du  nombre  que  Ton 
considère.  ) 

Voyons  actuellement  de  quelles  propriétés  jouit  une  table  de  loga- 
rithmes, par  rapport  aux  calculs  numériques. 

209.  Multiplication  et  division  arithmétiques.  —  Soit  d'abord  une 
suite  de  nombres  y,  y' ,  y" , y".  ...  à  multiplier  entre  eux.  Dési- 
gnons par  a  la  base  d*un  système  de  logarithmes  (  qu'on  suppose  déjà 
calculés)  e!  par  Xj  x',  x'\  x"',.  .  .  les  logarithmes  de  y,  y\  y'\  y"\  . . 

On  a,  d*après  la  définition  (n«  208),  cette  suite  d'égalités 

y  =  a',    y'  =«:  a'\    y'*  =  a''\    y'"  =  a*"' .... 

Multipliant  ces  égalités  membre  à  membre,  et  appliquant  la  règle  des 
exposants  établie  n«  172,  on  trouve 

yyYy'"'  •  •  =  a' +*'+''+'-+ 

Donc,  logt/î/y...  =  a:+a?'+a?'+...  =logy+logy'+logi^  +  ... 
c'est-à-dire  que  le  logarithme  d^un  produit  est  égal  à  la  somme  des 
logarithmes  des  facteurs  de  ce  produit 

Soient  en  second  lieu,  deux  nombres,  y  et  y',  à  diviser  l'un  par 
l'autre,  x  et  x'  leurs  logarithmes.  On  a  encore  les  équations 


y  =  a'»    y'  =  «''; 


d'où  l'on  déduit  (n«  172)  ?^,=:  a'— »\ 

y 


Donc,  log  ^,=  a?  —  a?'  =  log  y  —  log  y'; 

c'est-à-dire  que  le  logarithme  du  quotient  d'une  division  est  égal  à  la 
différence  entre  le  logarithme  du  dividende  et  le  logarithme  du  diviseur. 

Conséquences  de  ces  deux  propriétés.  —  Si  Ton  a  une  multiplica- 
tion à  effectuer,  en  prenant  dans  la  table  les  logarithmes  des  facteurs 
et  faisant  la  somme  de  ces  logarithmes,  on  aura  le  logarithme  du  pro- 
duit ;  donc,  en  cherchant  ce  nouveau  logarithme  dans  la  table  et  pre- 
nant le  nombre  qui  lui  correspond,  on  obtiendra  le  produit  demandé. 
Ainsi, par  une  simple  addition,  on  trouve  le  résultat  d'une  multiplication. 

De  même,  si  l'on  a  à  diviser  un  nombre  par  un  autre,  il  faut  retran- 
cher le  logarithme  du  diviseur  de  celui  du  dividende,  puis  chercher  à 
quel  nombre  correspond  la  différence  ;  c'est  le  quotient  cherché.  Ainsi, 
par  une  simple  soustraction^  on  obtient  le  quotient  d'une  division. 

210.  Formation  des  puissances  et  extraction  des  racines. — Soit  en 

tu  ' 

général,  un  nombre  y  à  élever  à  la  puissance  -;  désignant  toujours 

par  a  la  base,  et  par  x  le  logarithme  de  y,  on  a  l'équation 
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d'où,  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  -, 


Donc,  log  y  «  =  -.  0?  =»  -.  log  y; 

îi  î* 

c'est- à- dire  que  U  logarithme  d'une  puissance  quelconque  cTun  nombre 
est  égal  au  produit  du  logarithme  du  nombre  par  V exposant  de  la 
puissance. 

Soit,  comme  cas  particulier,  n  «=  1  ;  il  en  résulte 

log  y"  =  m.  log  y,  équation  susceptible  d'un  énoncé  analogue  au 
précédent. 

Soit  m  B3  1,  n  étant  un  nombre  entier  quelconque;  il  en  résulte 

:         »        1 

log  y  ou  log  V/y  =  ;j-  log  y; 

c'est-à-dire  que  le  logarithme  d^une  racine  de  degré  quelconque  cf  w» 
nombre  est  égal  au  quotient  du  logarithme  de  ce  nombre  divisé  par 
Tindice  de  la  racine. 

Conséquence.  —  Pour  former  une  puissance  quelconque  d'un  nom- 
bre, il  suffit  de  prendre  le  logarithme  de  ce  nombre  dans  la  table,  de  le 
multiplier  par  Texposant  de  la  puissance,  puis  de  chercher  le  nombre 
correspondant  à  ce  produit  ;  on  a  ainsi  la  puissance  demandée. 

De  même,  pour  extraire  une  racine,  il  suffît  de  diviser  le  logarithme 
du  nombre  proposé  par  l'indice  de  la  racine,  puis  de  chercher  à  quel 
nombre  correspond  le  quotient  ;  on  a  la  racine  demandée.  Ainsi,  par 
une  multiplication  et  une  division  généralement  très-simples ,  on  trouve 
le  résultat  d^une  formation  de  puissance  et  d'une  extraction  de  racine^ 
opérations  dont  les  procédés  ordinaires  sont,  comme  on  Ta  vu,  très- 
laborieux. 

211.  Les  propriétés  qu'on  vient  de  démontrer  sont  indépendantes  do 
Tespèce  du  système  de  logarithmes  adopté;  mais  les  conséquences  qui 
en  ont  été  déduites,  c'est-à*dire  Tusage  qu'on  en  peut  faire  dans  les 
calculs  numériques,  supposent  la  construction  d'une  table  renfermant 
d'un  côté  tous  les  nombres,  et  de  l'autre  les  logarithmes  de  ces  nom- 
bres, calculés  d'après  une  base  donnée.  Or,  pour  former  cette  table,  il 
faut,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  en  considérant  l'équation  a'  =  y, 
Aiire  passer  y  par  tous  les  états  de  grandeur  possibles,  et  déterminer  la 
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valeur  de  œ  correspondante  à  chacune  des  valeurs  de  y,  d*apràs  U 
méthode  du  n°  203. 

Les  tahles  dont  on  se  sert  ordinairement  sont  celles  dont  la  base  est 
égale  à  10,  et  leur  construction  se  réduit  à  la  résolution  de  l'équa- 
tion 10*  =  y.  En  faisant  successivement  y  égal  aux  termes  de  la  suite 
naturelle,  1,  2,  3,  i,  S,  6  .  ,  .  .   .  ,  on  a  à  résoudre  les  équations 

10*  =  1,    10*  =  2,    10»  «  3,    dW'  =  4  .  .  .  . 

Observons  d'ailleurs  qu'il  suffît  de  calculer  directement,  d*après 
la  méthode  du  n*  203,  les  logarithmes  des  nombres  premiers 
i,  2,  3,  5,  7,  11, 13,  17,  .  .;  car,  tous  les  autres  nombres  entiers 
résultant  de  la  multiplication  de  ces  différents  facteurs  entre  eux,  leurs 
logarithmes  peuvent  (n®  209)  s'obtenir  par  Taidition  des  logarithmes 
des  nombres  premiers. 

C'est  ainsi  que,  6  étant  décomposable  en  2  x  3,  on  a 

log6  =  log2  +  log3; 
de  même,  24  =  2'  X  3;  donc  log  24  ==  3  log  2  +  log  3. 

Soit  encore  360  =  2'  x  3»  X  5;    il  en  résulte 

log  360  ==  31og  2  +  21og  3  +  log  5. 

n  suffisait  également  de  placer  dans  les  tables  les  logarithmes  des 
nombres  entiers  ;  car  en  vectu  de  la  propriété  (n"*  209)  relative  à  la 
division,  on  obtient  le  logarithme  d'un  nombre  fractionnaire  en  retran- 
chant le  logarithme  du  divisenr  de  celui  du  dividende. 

212.  En  supposant  déjà  construite  une  première  table  de  loga* 
rithmes,  il  est  facile  d'en  construire  tant  d'autres  que  l'on  veut  au 
moyen  de  celle-là. 

Soient  en  effet  a  la  base  d'un  premier  système  déjà  formé,  b  la  base 
id*un  .now«au  système  à  construire  ;  désignons  par  N  un  nombre  quel- 
^nque,.par  log  N  et  par  X,  ses  deux  logarithmes  calculés  d'après  les 

X 

bases  a  et  6;  on  a  l'équation  6    =  N. 

D'où,  en  preoantles  logarithmes  des  deux  membres  dans  le  système  dont 
.  la  base  e&t  a,  X .  log  b  =  log  N. 

Donc  X  = . 

log  6 

Ce  qui'pronve  que,  connaissant  h  logarithme  d'un  nombre  dans  un 
premier  système,  pour  avoir  le  logarithme  du  même  nombre  dans  un 
tecond  sysiàmef  U  faut  diviser  le  logarithme  du  'nombre,  calculé  dans 

Digitized  by  VjOOQIC 


USÂGU   DES  XAttLES  VULGAIBES.  287 

h  premier  sy^tème^  par  le  logarilhme  de  la  nouvelle  base,  cahuU/mssi 

fdam  Vaneien  système. 

Ainsi,  le  logarithme  de  bédane  le  système  dont  la  base  e^  3,  a  pour 

log  4 

Talear ;  log  4  et  log  3  étant  deux  logarithmes  calculés  dans  le 

log  3 

système  connu  dont  la  base  est  10. 

Soienl  N,  N'^TS'. . .  une  suite  de  nombres,  a  la  base  d'un  système 

déjà  formé,  J)  celle  d*un  système  à  construire  ;  on  a  la  série  d*équations, 

d*où  Ton  Toit  qu'une  première  table  étant  déjà  formée,  si  Ton  veut  en 
construire  une  nouvelle,  il  n*f  a  qu'à  multiplier  les  logarithmes  du 

premier  système  par  la  qiumiité  constanter-^i.»  Cette  quantité  con- 
stante qui  sert  à  passer  d'une  table  h  une  autre,  s'appelle  le  uodulb  de 
la  nouvelle  table  par  rapport  à  Tancienne. 

^  III.  Usage  des  taUes  vulgaires. 

Les  développements  que  nous  avons  donnés  eu  AriihmiUquesàrléÈ 
deux  problèmes  principaux  que  prescrit  l'usage  des  tables  (tm  nombre 
étant  donné,  trouver  son  logarithme,  et  réciproquement  )  nous  dispen- 
sent d'entrer  dans  de  nouveaux  détails  à  cet  égard.  Nous  nous  borne- 
rons donc  à  reprendre  quelques  principes  qui  n*ont  pas  été  démontrés 
d'une  manière  assez  générale,  en  supposant  d'ailleurs  que  les  jeunes 
gens  aient  entre  les  mains  les  Tables  de  Callet,  qui  sont  poussées  jus- 
qu'à 108000,  tandis  que  les  petites  labiés  ne  s'étendent  pas  au  delà  de 
lOOOO. 

213.  On  a  déjà  vu  [n?  206)  que,  dans  le  système  dont  la  base  est  10, 
il  n*y  a  que  les  puissances  parfaites  de  10,  telles  que  10,  100, 1000,. . . 
qui  puissent  avoir  des  logarithmes  commensurables  ;  tous  les  autres 
nombres  entiers  ont  des  logarithmes  incommensurables,  que  Ton  ne 
peut  obtenir  qu'avec  un  certain  degré  d'approximation.  Les  tables  de 
Callet  donnent  ces  logarithmes  exprimés  en  fractions  décimales,  et  exacts 
jusqu'au  7^  chiffre  décimal,  inclusivement. 

Cela  posé,  faisons  dans  l'équation    10^  s  y, 

a?  =  0,  1,    2,        3,  4,....n  —  1,      n; 

il  en  résulte  j^  =  1,  10, 100,  1000,    10000. . .  10«-' ,    10». 
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Posant  ensuite  a?  =  0,  —  1,  —  2,  —  3,  —  4, —  (n— 1),— n, 

111  1  10^'      1 

ontroure  y=l,   Jq»  ^q^»  iqOO'  lOOOO'*"    10«-»'    10»' 

Donc  1®  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  plus  grands  que  l'unité 
8ont|)o«iii/3ret  croissent  depuis  0  jusqu'à  Tinfini  ;  les  logarithmes  des 
fractions  proprement  dites,  sont  négatifs,  mais  ils  ont  une  valeur  numé- 
rique d'autant  plus  grande  que  la  fraction  est  plus  petite;  en  sorte  que, 
si  l'on  considère  une  fraction  moindre  que  toute  grandeur  donnée,  son 
logarithme  est  négatif,  mais  sa  valeur  numérique  est  infiniment  grande: 
ce  que  l'on  exprime  d'une  manière  abrégée  en  disant  que  zéro  a  pour 
logarithme  Yinfini  négatif, 

ou  bien  logO=  —  oo. 

2°  Si  Ton  considère  un  nombre  entier  de  n  chiffres,  c'est-à-dire  un 
nombre  compris  entre  10"—*  et  lO",  on  voit  que  la  partie  entière  de 
son  logarithme  est  égale  an —  1,  ou  renferme  autant  d'unités  moins 
une  qu'il  j  a  de  chiffres  dans  le  nombre. 

Cette  partie  entière  du  logarithme  est  appelée  cabactéristique 
(  Arithmétique,  n?2&h),  parce  qu'elle  indique  l'ordre  des  plus  hautes 
unités  du  nombre  qui  correspond  à  ce  logarithme.  Par  exemple^  si  la 
caractéristique  est  égaie  à  5,  on  peut  conclure  que  le  nombre  corres- 
pondant est  compris  entre  10'  et  10^,  ou  est  composé  de  sisp  chiffres. 

214.  Les  deux  propriétés  du  n^  209  donnent 

log  (  a  X  10«  )  =  log  a  +  log  10"  =  log  a  +  n , 
a 
«l  H  ïo«  =  ^^S  ^  ""  ^^S  *0^  =  iog  a  —  n; 

ce  qui  prouve  que,  connaissant  le  logarithme  d'un  nombre  quelconque, 
il  suffit 'pour  obtenir  celui  d'un  nombre  10"  fois  plus  grand  ou  plus  petit, 
d'augmenter  ou  de  diminuer  de  n  unités  la  caractéristique  du  loga^ 
rithme  donné. 

On  peut  encore  conclure  que  les  logarithmes  des  fractions  décimales 
qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  la  position  de  la  virgule,  ont  la  même 
partie  décimale  ;  c'est-à-dire  que  leur  caractéristique  seule  est  différente. 

Ces  propriétés  (qui  sont  d'ailleurs  toutes  particulières  au  système  ordi' 
nairede  logarithmes  )  servent  de  base  aux  préparations  que  l'on  fait 
subir  aux  nombres  dont  on  cherche  les  logarithmes,  ou  aux  logarithmes 
lorsqu'on  veut  obtenir  les  nombres  qui  leur  correspondent. 

Ainsi,  quand  on  cherche  le  logarithme  d'un  nombre  entier  qui 
excède  les  limites  des  tables,  on  sépare  d'abord  par  une  virgule  assez 
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de  chiffres  vers  la  droite,  pour  que  la  partie  à  gauche  soit  un  des 
nombres  entiers  de  la  table  ;  mais  il  faut  en  séparer  le  moins  possible 
(  voir  le  N.  B. ,  Arithm» ,  n<*  267  ],  à  cause  de  la  proportion  à  établir 
entre  les  différences  des  nombres  et  les  différences  des  logarithmes. 

En  se  servant  de  petites  tables,  on  doit  laisser  quatre  chiffres  vers 
la  gauche,  et  avec  les  Tables  de  Callet,  on  doit  en  avoir  ànq. 

Lorsqu*on  veut  obtenir  le  nombre  correspondant  à  un  logarithme 
donné,  il  faut  préparer  ce  logarithme  de  manière  que  sa  caractéris- 
tique soit  la  plus  forte  de  celles  des  tables,  c'est-à-dire  égale  à  3  pour 
les  petites  tables,  et  à  4  pour  les  grandes  {*). 

215.  J)es  compléments  arithmétiques.  — •  Il  arrive  fréquemment, 
dans  les  applications  logarithmiques,  que  Ton  a  à  déterminer  le  ré* 
sultat'  de  Taddition  et  de  la  soustraction  de  plusieurs  logarithmes.  Or, 
on  a  imaginé  de  ramener  cette  suite  d'opérations  à  une  seule  addition, 
par  le  moyen  des  compléments  arithmétiques. 

On  appelle  complément  arithmétique  d*un  logarithme,  ce  qui  man-' 
que  à  ce  logarithme  pour  faire  10  unités  entières,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  le  résultat  que  Ton  obtient  en  retranchant  de  10  le  loga- 
rithme proposé. 

Ainsi,  compl.   3,4725843=  10  —  3,4725843  =  6,5274157, 
compl.   2,7325490=  10—2,7325490  =  7,2674510. 

On  obtient  un  complément  en  retranchant  le  premier  chiffre  signifia 
catif  à  droite,  de  10,  et  tous  les  autres  de  9  lies  zéros  qui  peuvent  se 
trouver  à  la  droite  du  nombre  restent  dans  le  complément,  qui  peut, 
par  conséquent,  être  formé,  pour  ainsi  dire,  d'après  l'inspection  d'un 
logarithme,  ou  d'après  sa  dictée.  Cela  posé,  voici  l'usage  des  complé- 
ments arithmétiques. 
Que  l'on  ait  à  trouver  le  résultat  numérique  de  l'expression, 

l  —  r  -}-  P  —  r  — Ziv  +  /▼  —  etc ,  i,  r,  r . . . .  étant  des  lo- 

garitbmes  à  ajouter  ou  à  soustraire  entre  eux. 
On  observera  que  l'expression  peut  se  mettre  sous  la  forme 


H-  r  +  J'  + 10 — r  + 10  —  r  + 10— ziT— 30, 

ou  bien 

ï  +  Z*  +  ^  -f  comp.  V  +  comp.  l"  +  comp.  Ziv  —  30; 
c'csl-à-dîre  que,  pour  avoir  le  rcsuîlat  cherché,  il  faut  faire  la  somme 
des  logarithmes  additifs  et  des  compléments  des  logarithmes  sous» 
tractifs^  puis  retrancher  de  cette  somme  autant  de  fois  10  que  Von  a 
fris  de  compléments. 

C)  Voyez  la  seconde  note  placée  à  la  fin  de  ce  chapitre,  pour  le  calcul  de 

Digitized  by  VjOOQIC 


29ft  USAGE  DES  TABLBS. 

Par  le  moyen  ordinaire,  il  faudrait  faire  la  somme  des  termes  ad- 
ditifs» celle  des  termes  souslraclife^  V^^  soustraire  la  plus  petite  somme 
de. la.  plus  grandû,  ce  qui  entraînerait  dans  deux  additions  et  une 
soustraction  ;  tandis  que  par  celui-ei,  on  n*a  qu'une  seule  addition  à 
effectuer,  sauf  les  opérationsiqul  consistent  à  prendoe  les^  compléments, 
et  qui  sont  trop.simples.pour  entrer  en  ligne  de  compte- 

216.  L'emploi  de»  compléments  donne  naissance  à  nn^  espèce  de 
logarithmes,  qui  est.  asMStoommode  dans  la  pratique; 

7 
Soit  proposé  de  trouver  le:  logarithme  de  rri 

7 
Oti  a  iog  ^  =  log  7—  log  15  =  log  7  -H  comp.  logiS  -*-  4Û, 

log      7  =  0,81^509804 
comp.  log    15  =  8.82390874 
9,66900678  . 

retrenchffnt  10, —  0,33099322 

ou  bien, —  1.6690067S 

Le  résultat  de  l'addition  de  camp,  log^  15  avec  log  7  étaot 
9,66900678,  il  faut  en  retrancher  10,  ce,  qu'on- peut  faire  de  deux 
manières:  ou  bien. en  soustrayant  ce  résultat  de  10,  et  prenant  le  reste 
avee^ le  signe  f^,  ce  qui  donne — 0,33099322;  ou  bien  en  retranchanU. 
seulement  10  de  la  caractcristique  9,  sans  toucher  à  la  partie  décimale, 
ce  qui  donne  — 1.. 66900678,  c'est-à-dire  un  loganthme  dont  la,, 
caradêristiqut  est  négaih)tf  et  la  partie  décimale  positive. 

On  a  soin,  pouc  distinguer  ce  logarithme,  d'un  logarithme  entière- 
ment négatif,  de  mettre  un  point  au  lieu  d'une  virgule.  Il  serait  plus» 
clair  de  l'écrire  ainsi  :  —  1  +  0,66900678,  car  voilà  sa  véritablcsigni- 
fication;  mais  l'autre  manière  de  l'écrire  est  plus  abrégée. 

On  obtient  encore  cette  espèce  de  logarithmes  en  cherchant leloga^^ 
rithme  d'une  fraction  décimale.  Par  exemple,  on  trouverait  que 
lôg  0,00534  =  log  524^5^2,72754126— 5«=^3i72754126. 

L'usage  de  ces  logarithmes  présente  quelques  avantages  sur  celui  des 
logarithmes  entièrement  négatifs  :  nous  le  verrons  bientôt.' 

Mous  nous  bornerons,  pour  le  moment,  à  observer, 

1* Que,  si  l'on  avait  à  déterminer  le  nombre  qui  correspond^  an  on  * 
logarithme  de  cetteespèce,la  simple  addition  d'un  noml»e.coDv«nible»t 

Veneur  commise  lorsqu'on  établit  la  proportion  entre  les  diflëreoces  des 
nombres  et  les  diCfciencca^les  Jog$M^Ubmes«»^ 
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d^ooilisB  la  caractéristique  suffirait  pour  Irprépaxatlon  dalogarithme*. 

Soit,  par  exemple, — 3.4720563  le  logarithme  proposé;  en  ajoutant 
7  inntés  à  la  caract^éristique,  il  vient  kfi*I20SS9y  Ibgaritbme  entièrement 
positif;  et  le  nombre  correspondant  s'obtiendrait  d'après  les  règles  con- 
nues; après  quoi,  Ton  divisenait  le  nombre  par*  10900000,  ou  parlO*. 

2*  Que,  si  Ton  a  à  multiplier    le  logaritiuhe    —  3' ,4720563, 

par    un'    nombre  quelconque,    8  par     exemple,         8 

on-  obtient  '  d'abord  pour    la   partie     décimale,  3,7764504 

et    pour    là    caractéristique    , —  24  ' 

ce    qui    donne    pour  résultat, —2t. 7764504. 

3"*  Que,3i  Ton  a  à  diviser  ce  même  logarithme  par  8,  on  commence. 
par  ajouter  à  la  caractéristique  assez  d'unités  négatives  pour  qu'on 
puisse  en    prendre  le  S**  exactement^  c'esté-à^dli^'  qu*on  mettra  le 
logarithme  —  3. 4720563  sous  la  forme  —  8+  5,4720563. 
Prenant  le  8"  de  cette  nouvelle  expression,  on  trouve  —  1.  6840070L 

Dans  les  numéros  suivants,  nous  verrons  l'usage  de  ces  opérations.. 

Passons  maintenant  aux  applicalionsL, 

Opérations  da  Varithmétiqufi. 

217.  Multiplication  et  division.-^ On  demandé  la  valeur  approchée 
31       13      47 
du  produit  ^X  Î2  ><48- 

Appelons  œ  ce  produit,  on  a  (n*»  209), 
log  a;  =  log  31  —  log  75  +  logl3  -log  12  +  log  47— log  48. 

log.31  =  1,49136169, 

log  13  =  1,11394335, 

log- 47=  1,67209780, 

comp.  log  75  =  8,12^103874, 

compJogl2=  8,92081875, 

comp.  log  48  =  8,31875876, 

_1.641919i5  =  29,6419I«i8*  —  80?' 

ijontânt^ 5 

on  obtient  ....         4,6419191. 

4',6419102'  =  log  4384* 

Différence  '. 89~|  89^      ^  ^^ 

Différence   tabulaire.  99  )  99        ' 

Donc. 4,6il9ï91=  log  43844.  90; 
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ainsi  le  probait  demandé  est  0,^.384490  à  0,0000001  pris. 

Foi-maiion  des  puissances. — Observons  avant  tout  que,  comme,  pour 
obtenir  le  résultat  d*une  élévation  aux  puissances,  il  faut  multiplier  le 
logarithme  du  nombre  par  l'exposant  de  la  puissance^  on  doit  prendre 
d'abord  le  logarithme  du  nombre  proposé  avec  plus  de  7  décimale8,si  l'on 
veut  avoir  un  produit  exact  jusqu'à  la  7* décimale  inclusivement.  Or,  on 
trouve  dans  l'ouvrage  de  CaZ/e^,  à  la  suite  des  tables  ordinaires,  une 
autre  table  qui  donne  les  logarithmes  avec  20  décimales;  ainsi  Ton 
peut  toujours  prendre  ces  logarithmes  avec  deux  ou  trois  décimales  de 
plus  que  dans  les  tables  ordinaires. 

Cela  posé,  soit  à  former  la  S*'  puissance  de  29;  on  a  (n*  210) 

log(29)»  =  51og29; 

or  log  29  =  1,462397998, 

d'où  6  log  20  =  7, 311989990, 

ôtant  3  unités 4,3119900 

4, 3119868  =  log  20511. 


Différence..... 32 

DifTcrcnce  tabulaire •  212 


32 

212  =  045; 


donc  20511150  est  le  nombre  cherché  à  une  dizaine  près. 

Soit  encore  proposé  d'évaluer  (2)  ". 

On  a  log  2  =    0,3010299956, 

d'où  64  log  2  =  19,2639197. 

Otaht  15  unités 4,2059197 

4,2059022    =  log  18446. 

Diffcrcncc 175  1  175 


Difforciicc  tabulaire.  235  \  235  ' 

Ainsi  ^  4,2659197  =  log  18446,74. 

Donc  le  nombre  cherche  est  18446740» 000. COO, 000. 000, 
h  dix  triUions  près ,  c  c^l-à-dirc  que  les  treize  derniers  chiffres  ne 
peuvent  être  donnes  par  les  tables;  mais  on  est  censé,  dans  ces  sortes 
d'exemples,  n'avoir  pour  Lut  que  de  se  former  une  idée  de  la  grandeur 
du  nombre  ;  et  l'on  voit  avec  quelle  promptitude  on  y  parvient. 

Soit,  pour  nouvel  exemple,  à  évaluer  (  -  )   • 

Digitized  by  VjOOQIC 


DES  TABl.ES   DE   LOGARITHMES. 


293 


Voici  le  tableau  des  calculs,  en  employant  les  compléments  et  sans 
les  employer. 


Par  compliments. 


log  2  = 
c.  log  3  = 


0,3010299956 
9,5228787453 


log  ^  =  —  1.8239087409 


lllogg:^- 


1.0629961499 


+  6 


ajoutant 

on  obtient  4,0629961 

Le  nombre  correspondant  à  ce 
logarithme  est  11561,02;  donc 
0,1156102  est  le  nombre  de- 
mandé, à  0,00000001  près. 


Sant  compléments. 

log3  = 
log  2  = 

0,47712125W 
0,3010299956 

,     2 

log  5  = 

—  0,1760912591 

11  log  1  = 

—  1,9370038510 

ajoutant          +  6 

on  obtient             4,0G299til. 

Le  reste  du  calcul  est  le  même 
que  ci  à  côté. 

Extraékon  des  racines,  —  Il  sufiRt,  pour  cette  opération,  de  prendre 
les  logarithmes  avec  sept  décimales. 
On  demande  la  racine  7éme  de  1162049. 

On  a  (a»  210  ),  log  »/  1162049  =  ^  log  1162049. 


log  11620=4,0652061 
log  11620,49  —  log  11620  =  183 


Donc 


ajoutant  4, 


log  11620,49  =  4,0652244 
log   1162049=6,0652244 

log  1162049=0,8664606 


Diff.  tabul. 
Diff.  de  nomb. 


374 

0,49 

3366 

1496 

183,26 


4,8664606 

4,8664587  =  log  75329. 


Différence 19 

DiSërence  tabulaire 59 

donc     4,8664606  =  log  73529,32. 


19 

69=  <>'32.- 


Ainsi  7,352932  est  la  racine  demandée,  à  0,000001  près. 

/13  /4o'      Â 

Soit  à^éTsauerY/  — ;  on  a  l.y/— =  -(log  13  —  log  27). 
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Par  compléments. 

1.  13  =        1,11394335 
compl.      1.  27  =        8,56863624 

1?  =  -  l.G82$7dS9  «  -^  li  +  10,68257959 

27 

ajoutant  H-  S 

tn  trouve  M7114'360  ==  log  93571,49. 

Donc  la  racine  demandée  est  0,9357149,  à  0,0000001  près. 
On  trouvera  pareillement  : 

\/(^y=   1,154118;  (73)7  ^  11047390000000; 

(0,04o7)'*=0,00000000000000(jp8298». 


Calcul  des  expressions  algébriques  par  logarithmes, 
218.  Supposons  que  Ton  ait  trouvé  pour  la  valeur  de  Tinconnue 

^{a^  —  h').3a  .      ^ 

d un  problème,  lexpression x  ao-"-  ■  -  ■■       ■    ■■: ,  et qu en  donnant 

à  a,  6,  c,  d,  des  valeurs  parlicuTières ,  on  veuille  obtenir  la  valeur 
numérique  correspondante  de  cette  expression,  on  peut,  par  le  moyen 
des  logarithmes,  ramener  la  qoesIÂn  à  tèM  ppésenfter  queues  addition6 
et  soustractions,  des  mullipllcatMos  et  divisions  très-simfla& Ji  «£- 
fectuer. 

On  a,  en  effet,  d^près  les  propriétés  des  n°»  209  et  210, 

1.  ir  =  1.  ^  (a'  ^  b').  a»  -  L   ^  (  «  +*>  ^^ 
Mais  1.  V^T^^TFpI  =  3  [  I.  (a  +  6)  +  1.  («—  i)+I.3+l.a] 
et    I.  ^4a  +  6,).  V^5-|t^•<tt+*)  +  |*-«^-Jt*]^^ 
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done 

I.«  =  |[I.(a  +  6)  +  I.  (a— 6)+I.3  +  l.ol 

-|[l.(a  +  6)  +  |l.c+|l.dl. 

cxpressioTi  quî  n'offrira  pins  à  effectuer  que  des  additions,  des  soustrac- 
tions et  quelques  divisions  très-simples,  lorsque  a,  5,  c,  (i,  seront 
donnés  numériquement. 

Soient,  par  exemple,  a  =  60,  &  =  15,  c  =  16,  (2  ss  9;  Tcxpres- 
sion  devient 

1.  a:  =  I  [1.75+1.45+1.3+1.60]- ^  [1. 75  +  ^  1.  16  + 1  I.  9]; 

calculant  séparément  la  somme  qui  est  entre  les  deux  premiers  cro- 
chets et  la  somme  qui  est  entre  les  deux  autres,  puis  prenant  le  tiers 
de  la  première  et  la  moitié  de  la  seconde,  on  trouvera 

lx  =  1,92784875  —  1,47712125, 

on       La?  =  0,4507275; 

donc      X  =  2,823108. 

c^.,            „           .'            2a*— 3oô'  +  6» 
Soit  encore  1  expression  x  =  -r — •, 

On  peut  d'abord,  en  mettant  en  évidence  le  facteur  a*  au  numéra- 
teur, et  le  fecteur  a'  au  dénominateur  présenter  Texpression  sous  la 
forme 


fa— 36  + 


n  ...  ^^'^  36*  6* 

Posons  maintenant  m  =a  — 5-,    n  =  —,    p  =  -.; 

„  .     j.,  a(2a  —  n  +  ») 

1  expression  devient  a?  =  — -1-i-J, 

a  —  â6  +  m     • 

01I9  en  appliquai  les  logarithmes, 

i»=l.a+l.(2a  — n+jp)  — l.(a— 36  +  m), 
exprtssion  facile  à  calculer  dès  que  Ton  aura  trouvé  les  valeurs  de 

«tif  n,  f.  Or,  les  équations  m  =  ■ — r-,    n  =  -7,  p  =  -^donnent 

•  II*  « 
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I.  m  =  1.  4  +  21.6  +  1.  c—  2 1.  a,    1.  n  =  1.  3  +  3 1.  6  —  2 1.  o, 
l.p=41.6-.31.a 

(  L'artifice  de  ces  transformations  consiste  à  ramener  Texpression  frac- 
tionnaire à  une  autre  dont  tous  les  termes  soient  linéaires  on  du  premier 
degré,  en  calculant  séparément  d*aulres  expressions  qui  ne  présentent  à 
efîectuer  que  des  multiplications,  divisions,  formaliocs  de  puissances.  ) 
On  trouvera  de  même  : 

^  "  ^^—  =  1.  (a  +  5)  +  L  (a— ô)  +  comp.  1. 6  +  comp.  1.  cf— 20; 

^a'^26a»+6c'     , 
a'^ba^kcd  ^^'  ^  "*■  ^-  (a-2ô+ft)+  comp.  1.  {a^b+h')-iO, 

^  et  h'  étant  calculés  d'après  les  formules 

1.  A  =  1.6  +  21.c  — 21.a, 
l.V=1.4+Lc  +  l.(^  — La. 

Ëquations  exponentielles. 

219.  Nous  avons  exposé  (n»  203)  une  méthode  pour  résoudre  Té- 
quation  a'  =  6,  et  nous  en  avons  déduit  la  théorie  des  logarihmes; 
mais  actuellement  que  les  tables  sont  construites ,  rien  n'empêche  d'en 
faire  usage  pour  résoudre  ces  sortes  d*équations. 

Or,  si  Ton  prend  les  logarithmes  des  deux  membres  de  l'équation 

ax  =  J,  il  vient  (n«  210)  œ  X  1.  a  =  1.  6/  d'où  œ  =  -^. 

la 

Reprenons ,  par  exemple,  l'équation  3^  =  15,  qui,  par  la  méthode 
du  n°  203,  a  donné  x  =:  2,465,  à  0,001  près;  on  déduis  de  cette 
équation 

1.16     1.17609126 
*  =  T3  =0,47712125  =  ^'**^- 

L'équation  a^  =  6,  est  dite  une  équation  exponentielle  du  premier 

X 

ordre;  maison  peut  avoir  des  équations  de  la  forme  a** =c,a^^  =  rf, . . .  ; 
on  les  appelle  iquations  exponentielles  du  deuxième,  troisième, . .  ordre. 

Pour  se  former  une  idée  de  l'expression  a&  ,  il  faut  concevoir  que 
b  soit  d'abord  élevé  à  une  puissance  d'un  degré  marqué  par  x,  et  que 
a  soit  ensuite  élevé  à  une  puissance  d'un  degrç  marqué  par  bx. 

De  même,  a&   indique  qu'après  avoir  élevé  c  à  la  puissance  du  degré 
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marqué  par  œ,  on  a  ensuite  élevé  b  ïla  puissance  du  degré  marqué  par 

c»,  et  enfin  que  a  est  élevé  à  la  puissance  du  degré  marqué  par  6c  . 
D'après  ces  notions^  prenons  les  logarithmes  des  decx  membres  de 

Le 
l'équation  a^  =  c;  il  vient  ô«  X  1.  a=l.  e;  d'où6«  =  - — ,ou,  en 

prenant  de  nouveau  les  logarithmes^ 

,  r      ,  1.  c       ,  ,  -,        -  1.  1.  c  —  1.  1.  a 

»  X  1.  6  =  1.  ; —  n  1.  L  c  *^  1. 1.  a;  donc  x  =  .  , . 

La  1. 6 

[1.  e  étant  une  fraction  décimale,  on  peut  en  déterminer  le  logarithme 
d'après  les  tables ,  comme  on  détermine  le  logarithme  de  tout  autre 
.  nombre.] 

Soit  encore  à  résoudre  Téquation  a^    ss  d. 
Prenant  les  logarithmes,  on  a  &c    x  log  a  =  log  d; 

d'où  ôc^  =  7—»  prenant  de  nouveau  les  logarithmes. 

,      LLd— LLa  ,      ,  ,       .  ,        , 

c«  =  _ ;  et  opérant  sur  cette  équation  comme  sur  les  pré- 
cédentes, 

-  LL( 

1.6 


,           _  1.1.  d— 1.1.  a       ,  „  ,    ,      ,  t     %       ,  ,   , 
«  X  1.  c  =  1 — =  1.  (L  L  rf  — L  L  a)  —  L 1.  6; 


,  L(LLd— LLa)  — LL6 

donc  a  =  --^^ -^ . 

Le 

On  résoudrait,  par  un  procédé  semblable,  les  équations  exponentielles 
d'un  ordre  plus  élevé.  Ces  formules  sont  exactes  considérées  algébri- 
cernent;  mais,  dans  les  applications,  il  est  aisé  de  voir  qu'elles  donne- 
raient des  valeurs  peu  approchées  ;  et  l'on  ne  pourrait  même  se  former 
wne  idée  bien  juste  du  degré  d'approximation. 

220.  Remarque,  —  11  peut  arriver  que,  dans  le  calcul  des  expres- 
sions algébriques,  on  soit  conduit  à  prendre  le  logarithme  d'un  nombre 
^igatif.  Dans  ce  cas,  on  peut  toujours  opérer  comme  si  le  nombre  était 
positif  y  sauf  h  déterminer  convenablement  le  signe  que  doit  avoir  le 
résultat  auquel  on  parvient,  ou  à  vérifier  si  ce  résultat  répond  bien  à  la 
gestion.  C'est  ce  que  nous  allons  faire  sentir  au  moyen  de  quelques 
«temples. 

Supposons,  en  premier  lieu,  qu'on  veuille  avoir,  par  logarithmes ,  la 
valeur  du  produit  a6c,  dans  certains  cas  particuliers  ;  il  faudra,  pour 
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eda^  faire  osage  4e  la  fomirie 

log  «fe  Œ  log  o  4-  log  6  +  log*. 
Or^  soit    a  =r  2,    5  =»  —  3,    c  =  5;  en  opérant  comme  si  3  était 
affecté  du  signe  + ,  on  trouvera 

log  abc  =  log  30. 
Mais  comme  il  y  a  un  facteur  négatif  ddius  a6c,  il  s'ensuit  que  le  produit 
cherché  est  —  3CL 

Soit  maintenant  a  =  2,  ô=—  3,  c=— 5;on  aura  toujours, 
d'après  la  même  règle, 

log  abc  =  log  30. 

Mais  puisqu'il  y  a  deux  fadeurs  négatifs  dans  aôc,  il  en  résulte  que  le 
produit  cherché  est  +  30. 

(En  général,  un  produit  est  positif  on  négatif,  suivant  que  le  ilQWbre 
de  ses  facteurs  négatifs  est  pair  ou  impair.) 

Soit,  pour  second  exemple,  à  résoudre  l'équation 

a?  =  (—  8f,    d'où    log  a?  =  I  log  (-^8); 

en  opérant  comme  si  8  était  affecté  du  signe  + ,  on  trouvera 
logâ?  =  log  32; 

mais  une  puissance  dont  l'exposant  est  ~  équivaut  à  la  racine  3^  de 

o 

la  S^''^  puissance,  et  doit  avoir  le  même  signe  que  le  nombre  sur  lequel 
im  effectue  ces  opératioos. 

On  a  donc  œ  =  —  32. 

W(  — 3) 
Soit  encore  féquation  9*  =  —  3,    d'où    x  =      ,     ^     ;  il  eu 

log  9 

résulte  a?  =  -,  sohition  qui  est  exacte  puisque,  des  deux  racines  carrées 

du  nombre  9,  l'une  est  égale  à  4-  3)  et  l'autre  à  —  3. 

Si  cette  vérification  n*eût  pas  réussi,  il  en  aurait  fallu  eonclure  que 
l'équation  proposée  était  absurde  :  c'est  ce  qui  arriverait,  par  exemple, 
pour  l'équation (•^9)^  =3  3,  parce  qu'aucune  puissance  de—  9 ne 
peut  donner  3. 

On  obUeodra,  d'après  les  mêmes  principes,  la  solution  des  équations 
suivantes  : 
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^•=4,         »=±8; 

/  s 

(-4)»  =  ^,         a?  =  8; 
on  reconnaît  que  ce  dernier  résultat  est  faux  lorsqu'on  le  soumet  à  la 

Proportions  et  progressions  par  quotient 

221.  Soit d'abeid la pr^rtien ai  bv.ci a; onen déduit jr a=  -- ; 

d'où;  en  appliquant  les  logarithmes,        1.  dr  =  1.  6  +  1.  f  —  1.  a, 

ou  ... .    .     la  •  16  :  le  .  Id, 

ce  qui  prouve  que,  si  quatre  nombres  forment  une  proportion ^  leurs 
logarithmes  forment  une  éqmiifférence. 
Soit  maintenant  une  progression  par  quotient 

-rr  a  :  h  :  c  :  dz  e  :  f:  g  :  hz  .  .  •  . 

Il  résulte  de  la  définition  (  n«  191  )  qu'on  peut  récrire  ainsi  : 

a^  h      c ^d     e     f  ^ 

h      e     d      e     f     g  ' 

d*où;  prenant  les  logarithmes  de  part  et  d'autre^ 
Q         h         e         d         e 

ou 

I.  c  —  1.  6  =  1.  fc  —  1.  c  =»  1.  c  —  1.  d  =  1.  d— 1.  e  =:  1.  e  —  1.  /;... 

on  bien  enfin,         -f-  la.  \b.  le.  \d.  k.  •  .  .  ; 

donc,  si  des  nombres  a,  b,  c,  d.  •  .  sont  en  progression  par  quotient^ 
leurs  logarithmes  soiU  en  progression  par  différence,  La  réciproque  est 
évidente. 

Cette  proposition  rapproche  la  définilion  algébrique  des  loga- 
rithmes (n«  207),  de  la  définitioii  que  l'on  en  donne  en  arithmé- 
tique; les  logarithmes  sont  des  nombres  en  progression  par  différence, 
®ow^*pon<farrt  terme  powrierme  à  des  nombres  en  progression  par  quo- 
tient. 

N.  B.  Nous  avons  déjà  fait  connaître  ce  rapprodiement  dans  notre 
TraîW  t Arithmétique  (H»  280). 
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C*est  surtout  dans  la  résolution  des  questions  relatives  aux  progres- 
sions par  quotient,  que  remploie  des  logarithmes  est  utile. 

1"  Si  nous  appelions  u  le  dernier  terme  d'une  progression  par  quo- 
tient, nous  aurons  {n?  192) 

u  =  ag«— %  d*où  1.  u  =  1.  a  +  (  n  —  1)1.^. 

Soit,  par  exemple,  proposé  de  trouver  le  20<^  terme  de  la  progression 
3        9        27 

^*2*4'8 

La  formule  devient 

1.  M  =  1. 1  +  19  (1.  3  — 1.2)  =  19  (1.3-1.  2),  [ cari.  1  =  0], 

et  Ton  obtient,  tout  calcul  fait, 

1.  M  ==3,3457339=1.  2216,84; 

d'où  u==  2216,84  à  0,01  près. 

2°  Si  Ton  veut  insérer  entre  deux  nombres  donnés  a  et  &  un  nom- 
bre m  de  moyens  proportionnels ,  on  a,  pour  déterininer  la  raison 
(n°  199),  la  formule 

m-|-i 

q^V  -  ;    d*où    1. ûf  =  — . 

a  m  +  1 

1    1^  .^  1    9 

Soit  a  =  2,  6  =  15,  m  =  50;  il  vient  1.  g  =  ,,  ; 

51 

et  l'on  obtient,  tout  calcul  fait,  1.  g  =  0,0171581  =  1. 1,040299; 

donc  q  =  1,040299. 

Veut-on  calculer  directement  le  20<*  moyen  proportionnel,  qui  est 
le  21»  terme  de  la  progression  ;  Ton  a 

ou,  tout  calcul  fait,  1.  «=0,6441913=1.4,407489;  ainsi  le20«  moyen 
proportionnel  est  4,407489. 

3°  On  a  trouvé,  n»  193,  pour  Texpression  de  la  somme  des 
termes, 

S  =  li^  =  ?iÇl\d'oùl.S=l.a  + l.  (2»-l)-l.f?-l). 
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On  voit,  d'après  cette  formule,  qa'il  faut  commencer  par  calculer 
l'expression  9",  en  posant  1.  9**  ==  n  1.  q;  après  quoi  Ton  en  conclut 
aisément  9"  —  1,  et  par  suite,!,  (g"  —  1).  Nous  aurons  bientôt 
occasion  d'appliquer  cette  formule. 

4°  Connaissant  a,  qet  u  dans  la  formule  u  =  a^"— ',  on  peut  de^ 
mander  la  valeur  de  n.  Or  on  a 

1.  u  =  1.  a  -f-  (n  —  1)  1.  ût;      d'où    n  =  1  +  '  ^,  ^  '  ^. 

l  q 

Soit  à  trouver  le  nombre  des  termes  de  la  progression  dont  le 

premier  terme  est  3^  la  raison  2,  et  le  dernier  ôi^^.  On  obtient 

1.6m- 1.3  3,3113299S     _.    ..i_i2. 

*      *^         1:2         -  *  +  0,30102999    -l  +  "-12. 

331132998  6 

^'  'ï"''^'"*  mm99  ***  ^«'^  *  **  +  301^999'  "^"^  °"  "^«''Se 
la  fraction,  comme  provenant  de  l'emploi  des  logarithmes). 

Questions  relatives  à  Vintérél  composé. 

222.  Une  des  applications  les  plus  importantes  des  logarithmes  est 
celle  qu'on  en  fait  aux  questions  sur  l'intérêt  de  l'argent. 

Pbkvièrb  question  GÉNtRALB.  Utis  sovume  quelconque  étant  placée 
pendant  un  certain  temps  à  un  taux  d'intérêt  déterminé,  et  en  intérêt 
GOMPOSfi,  c'est-à-dire  dans  la  supposition  que  Vintérét  de  chaque  année 
s  accumule  avec  le  capital  de  l'année  précédente^  on  demande  ce  que 
doit  devenir  cette  somme  au  bout  du  temps  donné. 

Désignons  par  a  la  somme  placée,  par  n  le  nombre  d'années,  et  par  r 
rintérêt  que  rapporte  1  fr.  par  ^n  (ce  n'est  autre  chose  que  le  lOO^'  du 
taux  de  l'intérêt  de  100  fr.). 

Puisque  1  fr.  rapporte  r  an  bout  d'un  an,  une  somme  a  rapportera 
ar;  ainsi,  à  la  fin  de  la  première  année,  le  capital  a  sera  devenu  a  +  ar^ 
oua(l  +r). 

Soit  a  (  1  +  f  )  =  a;  ce  nouveau  capital  deviendra  au  bout  de  la 
seconde  année,  a'  (1  +  r)  ;  donc  le  capital  primitif,  ou  a,  sera  devenu 
lui-même  a'  (1  +  r),  ou  a  (  1  +  r)'. 

On  obtiendrait  de  même,  au  bout  de  la  3*  année,  a(i  +r)\ 
eten  général,  au  bout  de  la  nléme  année,  a  (  1  +r)\ 

Donc,  en  exprimant  A  par  cette  dernière  valeur,  on  a  l'équation 

A«a(i  +  r)«,    d'où    l.A«l.  a  +  nxl.(l  +  r). 

Application.  —  On  demande  ce  qa*une  somme  de  30000  fr.,  placée 

13. 
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ca  intérêt  composé,  à  raison  de  5  pour  100,  doit  rapporter  a* 
de  30  ans. 
Il  suffît  de  faire,  dans  la  formule  précédcnle» 

a  =  30000,   n  =  30,    r  c=  _  =  0,05; 

ce  qui  donne 

l.A  =1.30000 +  301.(1,05}. 
1.   1,05  =  0,021189299; 
30  1.  1,05  ^  0,63567897 
X.  30000  =^  4,M7iaia5 

L  A  a=  5, 11280022  ^  L  128658,27. 
Donc  A  =  129958S2T. 

La  formule  A  =  a  (1  +  r)",  renfermant  quatre  quantités»  a,  r>% 
A,  donne  la  soIutîoD  de  quatre  problèmes  différvfKs^: 

1<*  Détermimr  A,  comaissant^z^Ty  et  n  :  e*est  la  question  ^*on  vient 
de  résoudre. 

2°  Déterminer  la  iomine  ^*il  fàiutrait  placer  «tetuelîement  pour  re- 
tirer^ au  bout  de  n  années^  une  somme  A,  en  supposant  le  capital  placé 
mt  intérêt  composé^  à  raison  ie  r  pmr  1  p. 

Or,  de  l'équalion  A  jsï:  a  (1  -f  r)",  on  déduit 

l.«=.!.A  — nl.(l4-r); 

et  celle  nouvelle  formule  donnera  la  valeur  de  a. 

Cette  seconde  question  constitue  la  règle  à' escompte  composé  ;  car 
elle  revient  à  trouver  la  valeur  actuelle  d'une  somme  A  payable  dans» 
années,  en  ayant  égard  à  rinlérèt  de  la  somme  et  aux  intérêts  des  intérêts. 

3**  Déterminer  le  taux  d'intérêt  auquel  on  doit  placer  une  somme  9, 
pour  retirer  y  auhout  den  années  ^  en  intérêt  composé,  une  autre  somme  A. 


La  formule  serait  1  4-  r  -  v/  -,  d'où  1.  (1  +  r)  = 
*     et 


LA— la 


it 

Connaissant  1  4-  r,  on  en  déduirait  facilement  r,  et,  par  sirîte,  le  taux 
d'intérêt  pour  100  fr. 

4"  Enfin,  déterminer  ^  temps  pendant  lequel  une  somme  a  doit  être 
placée  en  intérêt  composé j  à  raison  de  rpour  1  fir. ,  pour  rapporter  mi 
somme  A. 

La  formule  serait  n  ^  /ji-~j.'  i'. 
1.  (î  4-  r) 

Si  Ton  voulait  que  A  fût  double,  triple,  quadruple 

de  Uj  la  f^mule  #§  «w^iporftiti. 
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Soit  en  cfifet  A  =  k.  a;  la  foromle  A  =  a(l4-r)«sc  réduit  à 

1   k 

ta  =  a  (  1  4-  r)%  cl*où  n  =  r-Tr .: 

I.(l4-r) 

c*esl-à-dire  que  la  valeur  de  n  est  indépendante  du  capital  placé  pri- 
mtivement. 

Seconde  ^cibstion^  eÊNtRii.  Déterminer  quelle  somme  tf  faudrait 
placer  actuellement  pour  recevoir,  à  la  fin  dechaqne  armée;nne  somme 
àkerminée  h,  de  mxumère  à  être  entièrement  remboursé  du  capital,  des 
vitiréts  du  capitai,  et  dei  intérêts  des  intérêts,  après  un  nombre  d  d'an- 
née, l'iniéTét  étant  à  r  pour  1  fr.  par  an. 

Soit  a  la  soiçme  cbercbée,  ee  capital  deviendrait  au  bout  de  n 
années,  n(l  -f-  r)«. 

Il  faut  donc  qu'en  déterminant  ce  que  les  sommes  payées  chaque 
année  deviennent  au  bout  de  la  n^ème^  la  somme  des  résultats  soit 
égale  à  a(l+r)«. 

Or,  b  donné  à  la  fin  de  la  première  année,  ou  au  commencement 
âeia  seconde^  devient  au  bout  de  la  nième^  6(1+  r)"— '. 

De  même,  h  donné  à  la  fia  de  fa  seconde  année,  ou  an  commen- 
cement de  la  tnâsièmey  devient  au  bout  de  la  n*ème, 

fc(l  +  r)'»-s 

On  tïoaverait  demême  è  (l  +  r)  »— 3, 6  (1  4-  r)  »— ^...  6  (1  4-  r),  b, 
pour  les  valeurs  djes  atttre&«amBK&  6,  au  bout  de  la  n^^^  année.  On 
a  donc  Téquation 

o(l  +  r)'^=*= 
6(l  +  f)«-'  +  j(l  +  r)«— »-f.6(l  +  r)«-3  4.  ...4-Ô  (l4.r)4-ô; 

Bais  le  second  membre  de  cette  équation ,  considéré  dans  un  ordre 
hftne,  est  évidemment  k  somme  de»  termes  d'une  progression  par 
quotient,  dont  le  premier  lenne  fn^b,  l^  raison  1  +  r^  et  le  nombre 
des  termes  n. 
Ainsi,  cette sniMBie  a  pour  expre9si(m  (n^  t93), 

h  (1  +  r)«-t        H(l  +  0"~i] 
1  +  r-l       '~-'^— -7 

donc  en&D^  Voa  &  l'équatioa 

ou,  applîqjuant  les  log^rithoies, 

I.  a  =  1.  6  + 1.  [(1  +r)"  — il  -1.  s— «.U  tl  +  r). 
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Celte  nouvelle  formule  renfermant  quatre  quantités  a,  b,  r,  ti, 
donne  aussi  lieu  à  quatre  problèmes  différents. 

Voici  les  énoncés  de  plusieurs  questions  qui  se  rattachent  aux  pré- 
cédentes : 

On  demande  pour  combien  d'années  on  doit  placer  une  somme  a,  en 
intérêt  composé,  à  5  et  à  iO pour  100,  pour  doubler  cette  somme. 
(Rép,  h  ap.  h  14  «"*  2mot5;  à  10  p.  h  7û***  3moiX) 
On  demande  la  somme  que  l'on  doit  placer  à  présent  pour  retirer 
pendant  12  ans  et  à  la  fin  de  chaque  année  une  somme  de  1500  /r.,  tic 
manière  à  être  remboursé  entièrement  du  capital  et  des  intérêts  au  bout 
de  ces  douze  années,  Vintérêt  étant  V  SO^p.  ipar  an. 
{Rép.  11602f,91.) 

Un  particulier  a  acheté  un  bien  de  100000  fr.,  qui  doit  être  payé  en 
15  payements  égaux,  en  ayant  égard  aux  intérêts  des  intérêts;  le  taux 
pour  chaque  intei^alle  de  payement  est  de&p.  h  On  demande  de  com* 
bien  sera  chaque  payement,  ou  la  quotité  de  chaque  payement. 
(Rép.  9G3H22.) 

Un  nombre  donné  d'hommes  a,  augmente  tous  les  ans  de  la  cen^ 
tième  partie  de  ce  qu'il  était  Vannée  précédente;  combien  fautAl 
d'années  pour  que  ce  nombre  devienne  10  fois  plus  grand. 
{Rép.  231«"'  environ.) 

On  tire  chaque  jour  d'un  baril  de  100  pintes  de  vin,  une  pinte  qu'on 
remplace  au  fur  et  à  mesure  par  une  pinte  d'eau;  déterminer,  1®  com-' 
bien  de  vin  il  restera  dans  le  baril  lorsqu'on  aura  remplacé  la 
50°  pinte;  2°  dans  combien  de  jours  le  vin  sera  réduit  à  la  moitié,  au 
tiers,  ou  au  quart? 

Réponse  à  la  première  partie  de  la  question  :  QOpintes  - 

Réponse  à  la  seconde  partie  :  68i/<»*rf  pour  la  moitié,  lOSAw**** 
pour  le  tiers,  et  13S;o««  pour  le  quart. 

§  IV.  Séries  logarithmiques  et  exponentielles. 

La  méthode  exposée  n®  203,  pour  résoudre  Téquation  o^  =  5,  suf- 
fisait pour  donner  une  idée  de  la  construction  des  tables  de  loga- 
rithmes; mais  cette  méthode  est  très-laboriease  et  même  impraticable 
lorsqu'on  veut  déterminer  la  valeuT  de  x  avec  on  grand  degré  d'ap- 
proximation. Les  analystes  ont  découvert  des  méthodes  beaucoup  plos 
expédiiivcs,  soit  pour  construire  de  nouvelles  tables,  soit  pour  Térifîer 
celles  qui  existent  déjà  :  ces  méthodes  coosistçnt  dans  le  développement 
des  logarithmes  en  série. 
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223.  Soit  y  un  nombre  dont  on  demande  le  logarithme  développé 
en  série;   et   appliquons  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  . 
(n«»  179  et  181). 

Il  est  d* abord  visible  que  l'on  ne  peut  supposer 

1.  y  =  A  +  By  +  Cy»  +  Dy»  +  etc.; 

car  si  l'on  fait  y  =  0,  le  premier  membre  se  réduit  (n®  213)  à  Vin" 
fini  négatif  ou  à  l'infini  positifs  suivant  que  la  base  et  plus  grande  ou 
plus  petite  que  1  tandis  que  le  second  membre  se  réduit  à  A,  qui 
devrait  alors  être  de  même  nature. 

On  ne  peut  supposer    1.  j/  =  Ay  +  By'  +...., 
puisque  y  =  0  donne    1.  0       ou  —    oo  =  0; 
mais  si  Ton  met  y  sous  la  forme  1  +  œ,  et  qu'on  pose 

1.  {i  +  œ)  =  Ax  +  Bx^  +  Ca;'  -f-  Da;*  -f-  .  .  ,  .  .  (1), 
en  faisant  ar  =  0,  Téqualion  ].  1  =  0,  qu'on  obtient,  ne  présente 
plus  aucun  caractère  d'absurdité. 

Tâchons  donc  de  déterminer  les  coefficients  A,  B,  C.  .  .  . 

Pour  cela,  imitons  le  procédé  suivi  n*"  182,  et  remplaçons  x  par  m; 
il  vient 

1.  (1  +  ^)  =  A.r  +  Bi»  +  C*'  +  D^*  +  .  .  .  .  (2). 

Retranchant  l'équation  (2)  de  l'équation  (1),  on  obtient 

l.(l  +  a?)— l.(l+^)=4(a?— ^)+B(a?»— ^»)+C(a?«— *»)  +  ...(3). 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  divisible  par  x  —  z;  voyons 
si,  par  quelque  artifice,  on  ne  pourrait  pas  mettre  ce  facteur  en  évi- 
dence dans  le  premier. 

Or,  on  al.  (1  +  ce)  -1.  {!  +  *)  =  1.  J-±^=  l.(n-  ^y. 

X  '      z 

maisr pouvant  être  regardé  comme  un  seul  nombre  u,  on 

peut  développer  1.  (1  +  m)  ou  1.  f  1  +  ~  \  comme  1.  (1  +  a?), 
ce  qui  donne 

Substituons  ce  développement  à  la  place  de  1.  (1  +  *)  —  1.  (1  +  *), 
dans  l'équation  (3),  et  divisons  les  deux  membres  par  x  —  z;  il  vient 

1         n     ^  ""  *       P   {*  "-  ^)* 
1  +  «^        {i   \-  zY  (1  +  zf 

=  A  +  B  (o?  + 1)  +  C  (a?'  +  «1  +  *')  -h  • .  . 
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Puisque  cette  éqaatkm  doit,  ainsi  que  les  précédmieSi  se  yérifier  qœb 
.que  soient  m  et  Zy  posons  j?  =  i;  il  en  résidte 


l  +  a; 

ou,  effectuant  la  division  indiquée  dans  le  premier  membre, 

A(l— a?+a;'— oî'  +  a;*  — ...)  =  A+2Ba;  +  3Ca?*  +  4Djr»+ 

On  a  donc,  diaprés  le  principe  da  numéro  188,  les  égalités  A  s=  A, 
-A=2B,A=3C,  — A  =  4D,A  =  5E ;d*oè 

A=A,B 2'^  =  +  3'^ 4'E==+^.  .. 

La  loi  de  la  série  est  évidente  :  le  coeflScient  da  n<^0  terme  est  égal 

A 

à  :^  — ,  suivant  que  n  est  pair  ou  impair  ;  on  obtient  donc  enlSn,  pour 

le  développement  de  1.  (  1  +  x  ), 

...  .  A  A     ,         A     «         A      . 

l.<l  +  a?)  =  jx—^x'+  -4î»  — ^«♦+.  .  . 
/x     a?'      x^      iT*      a?*      a?*  \ 

224.  N.  B,  Par  la  métbode  précédente,  les  coefficients  B^  C,  D, 

E oni  tous  été  déterminés  en  fonction  de  A;  mais  ce  dernier 

coefficient  est  resté  complètement  indéterminé.  Or  cela  doit  être  d*après 
la  nature  de  l'expression  que  Ton  s'est  proposé  de  développer;  car, 
puisqu'on  peut  former  une  infinité  de  systèmes  de  logarithmes,  il  faut 
qu'il  existe  dans  le  développement  général  de  1.  (1  +  x),  une  quantité 
tout  à  fait  arbitraire,  qui  serre  à  distinguer  les  systèmes  tes  uns  des 
autres.  D'ailleurs,  on  a  vu  (n^  212]  que  les  logarithmes  d'un  même 
nombre,  pris  dans  deux  systèmes,  ne  diffèrent  que  par  un  facteur, 
constant  pour  tous  le^  nombres;  ainsi,  la  quantité  indéterminée  doit 
être  un  fhcteur  commun  à  toute  la  série;  et  c'est  pour  cette  raison  qaî 
l'on  a  trouvé. 

ht  nombre  A  est  (nP  212)  h  tn^wfti/e  dent  h  TiJcur  par^etâière  carac- 
térise le  système  de  logarithmes  que  Ton  Ytot  considérer. 

225.  L'hypothèse  la  plus  simple  qit'on  puisse  faire,  consiste  à  sup- 
poser A  =  1  ;  et  Ton  ai,  en  désignant  par  T  (  1  +  tf?X  ce  système  parti- 
culier de  bgarilhmes,^ 
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„  ,^    .     %       a?     a?'      a?'      a?*      a?'      a?* 

ni  +  -)  =  ï-â+3-T+5-6-+ ^^ 

Si  Ton  donne  à  œ  toutes  les  valears  possibles^  on  formera  snceessire^ 
ment  tous  les  logarithmes  de  ce  système  qui  a  reçu  le  nom  de  Sj^tème 
Miurel  ou  Système  népérien  (du  nom  de  Neper  qu'on  regarde  comme 
rinventeur  des  logarithmes).  Occupons-nous  de  la  formation  de  œ  sjs* 
Urne,  puisqu'il  sera  facile  d'en  déduire  ensuite  tous  les  autres,  soit  en 
donnant  à  A  différentes  valeurs,  soil  par  la  fbrmule  du  n^  212. 

Faisons,  dans  la  série  (5),   a?  =  0;    fl  vient   V    1  a=  0. 

1111 

Soitencore  a;=l;  ilenréfiulter2=&l — £;4-5  — r+F"~'  •   •> 

2        O        4'        & 

jérie  très-peu  décroissante  qui  exigerait  que  Ton  prît  un  très-grand 
Dombre  de  fermes  pour  obtenir  une  approximation  suffisante  ;  il  fau- 
duii,  par  exemple,  prendre  les  cent  premiers  termes  pour  avoir  la  va- 
leur der2àO,01  près  (n°  176).  En  général,  la  série  ne  saurait  donner 
les  logarithmes  des  nombres  entiers  poîsfu'on  oMendrait,  p9ur  loui 
nombre  au-dessus  de  2,  une  série  dont  les  termes  iraient  en  augmentant. 
Voici  les  principales  transformations  que  les  analystes  <mf  effecloées 
poar  conduire  à  des  séries  propres  à  donner  les  logarithmes  des  nom- 
bres entiers,  qui  sont  les  seuls  qu'on  doive  placer  dans  les  tables  : 

Première  transformation.  —  Soit  fait,  dans  la  série  (5),  a?  =  -; 
on  obtient,  en  observant  que  r(l+-]  =  r(y-fl)  —  Ty; 

.(6). 

,  «i  trouve 


n»+i] 

— l' 

y 

1 

'y 

1 

2y 

-é 

1 

+ 

En  faisant 

snccessîrement 

y 

-2,3,^,8. 

r3— 

l'2  = 

1 

=  2 

t 

8 

+ 

1 

24 

1 

6k 

+ 

l'*- 

•l'3  = 

1 
'3 

1 
18 

+ 

1 
81 

1 
32i 

+ 

r5— r4  =  î  —44- 


4       32^  192      102fr^  ^ 

La  première  série  donnera  le  logarithme  de  3  au  moyen  du  loga- 
rithme jSie  2,  la  seconde  le  logarithme  de  4  ea  fonction  du  logarithme 
de  3.  • ..,  et  ainsi  de  suite.  Lq degré  d^pproxîmation  pourra  toujours 
être  apprécié  (n**  176),  puisque  les  séries  sont  composées  de  termes  al- 
ternativement positifs  et  négatifs  qui  diminuent  de  plus  en  plus. 

Seconde  transformation.  —  On  parvient  à  des  jsçries  beaucoup 
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plus  commodes,  par  le  moyen  suivant  : 

Substituons  dans  la  série  1'  (  1  +  a?)  =  ^ — -^  +-s"— t*  "*" 

—  X  à  la  place  de  a?, 

(C        CD         os         SD 

il"«n» l'(4--*)=— j— ^— 3— J— "  ••: 

d'où,  en  retranchant  ces  deux  séries  l'une  de  l'autre,  et  en  observant 
que  r  (  1  +  «) -1' (1  -  aï)  =  1' ,-^, 

,.  1  +  ^     ^  /^     ^'     ^*     ^^     ^*  \ 

'l^  =  Kï+3  +  5 +7  +  9  -*■•••)• 

Pour  que  les  termes  du  second  membre  décroissent  rapidement,  il 

1  +  0? 

faut  que  x  soit  une  fraction  très-pelile;  et,  dans  ce  cas,  7—  est  plus 

grand  que  Funité,  mais  en  diffère  fort  peu. 

1-4-a?  1 

Posons  donc  -; =  1  +  -  (1  élant  au  moins  égal  à  1)  ;  il  vient 

1  —  X  x^  °         ' 

d'où,  en  réduisant,    x  =  7: — rz . 
'  2z  -^  1 

Donc  la  série  précédente  devient  1'  f^l  -f-  -  J  ou 

r(,+i)-i'x=2(_l-  +  5^.+5j^  +  . . .} 

Cette  série  donne  également  la  différence  entre  deux  logarithmes  con- 
sécutifs; mais  les  termes  décroissent  beaucoup  plus  rapidement  que  la 
série  (6). 
Soit  fait  successivement        1  s=  1,  2,  3,  (•,  5,  .  •  •  •  •  ;   on 

trouve  r2  =  2/^-H î 1^1*1  ^ 

i'3 — r  2  =  2  ^-  4-  -L.  4.  JL  j.  JL.  ju      ^ 
r*-i'3=:2r-  +— + -i-+ JL+       > 


Soiti  =s  100;  il  en  résulte 
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1101  =  rioo+2(ij+5^H-^,  +  . .  .); 

série  dans  laquelle,  le  logarithme  de  100  étant  connu,  le  premier  terme 
suffit  pour  donner  celui  de  101  avec  sept  chiffres  décimaux  (*). 

Il  existe  encore  des  formules  bien  plus  expéditives  qui  serrent  à 
exprimer  des  logarithmes  en  fonction  d'autres  déjà  connus;  mais  ce 
qui  précède  suffit  pour  donner  une  idée  de  la  facilité  avec  laquelle  on 
pourrait  construire  des  tables. 

226.  Les  logarithmes  népériens  étant  calculés,  il  est  facile  de  for- 
mer un  tout  autre  système. 

Par  exemple,  pour  former  le  système  ordinaire,  il  faut  {n^  212) 

1 
multiplier  chaque  logarithme  népérien  par  le  module  r-rr*  Ce  nom- 
bre a  été  calculé  avec  tout  le  degré  d'approximation  que  l'on  peut 
désirer;  et  sa  valeur  en  décimales  est  0,^3429ï4>819» . .  :  c'est  le  mo' 
dule  propre  à  passer  du  système  naturel  au  système  dont  la  base  est  10. 

Ce  module  exprime  d'ailleurs  le  logarithme  ordinaire  de  la  base  du 
système  népérien  ;  car,  en  appelant  e  cette  base,  on  a  l'équation 
«î'io  =  10;  d'où,  prenant  les  logarithmes  dans  le  système  ordinaire, 

r.lO  X  l.tf  =  1.10  =  l;donc,L  «  =  p^  =  0,43429 


Comme  les  tables  ordinaires  peuvent  être  déduites  de  ce  qui  pré- 
cède, on  peut  s'en  servir  pour  déterminer  le  nombre  auquel  corres- 
pond le  logarithme  ci-dessus  ;  et  l'on  trouve 

0,43429 W819  .  .  .  .  =  1.  e  =  1.  2,7182818284.  ... 
Ainsi,  e  =  2,7182818284  .... 

Nous«.allons  bientôt  parvenir  à  ce  même  résultat  par  une  autre  voie, 
227,  Développement  en  série  de  V exponentielle  ô*.  —  La  liaison 
qui  existe  entre  les  quantités  exponentielles  et  les  logarithmes  [liaison 
qui  consiste  en  ce  que,  a  représentant  la  base  d'un  système  de  logarith- 
mes, X  est  (  n*»  208  )  le  logarithme  de  l'expression  a*],  nous  conduit  à 
chercher  s'il  ne  serait  pas  possible  de  développer  a*  suivant  les  puis- 
sances de  X  ;  ce  qui  donnerait  alors  le  développement  d'un  nombre  en 
fonction  de  son  logarithme,  question  inverse  de  la  précédente. 
Supposons  donc  ce  développement  trouvé,  et  soit 

a'  =  1  +  Aa?  4-  Ba;'  +  Ca?»  +  Da>*  +  .  .  .  .  (1); 
(*)  Yoyex  la  première  noie  placée  à  la  fin  de  ce  chapitre. 
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si  Ton  fait  x  =  Q,  Téquatloa  ^e  réduit  1  a*  s  1,  pisaKut  e&aet;  auisi 
cette  forme  de  développement  est  admissible. 
PoiMT iéiermûier  A,  B,  C,  D  .  •  a  «  ,  rentplaçoiis  jr  par  Y/il  nenl 

a«=î  +  Ai+B^»  +  Ci;*  +  I?^*+.  •  .  •  (2); 

retranchant  ces  deux  équations  Viine  de  l'autce^OB  a 

équation  dont  le  second  membre  est  divisible  par  œ-^z;  ainsi  il  faut 
tâicher  de  mettre  ce  facteur  en  évidence  dans  îe  premier.  Or,  on  peut 
mettre  a^  —  a«  sous  la  forme  a*  (a^^^— «  — '  t)  r  donc  si  Ton  remplace , 
dans  la  série  (1),  arpar  a?  —  jt,  il  vient 

a*(a«-«  — 1)  =  a«  [A{x^z)  +  B  (a>-«)'  +  C  (a?—*)»  +•...] 

Substituant  dans  Téquation  (3), à  la  place  de  a^ — a^  la  valeur  qu*0K 
vient  d^oblenir,  et  divisant  les  deux  membres  par  â;  —  jt,  on  tronve 

«*[A  +  B(ar— r)  +  C{x^zf  +...] 
«=  A  +  B(ir  +  j?)  +  C  («?•  +  «-? +  Jt*)  + 

Faisons  maintenant  x  s=  z  dans  cette  dernière  équation  ;  elle  se  réduit 
à  a*.  A  =  A  4-  2Ba?  +  3Ca?*  4-  4Dar^  +  ÏÏEx*  + . . .,  ou,  rempla- 
çant a^  par  son  développement  (1), 

A  +  A»a?  +  ABa?»  +  ACa:'  + . . .  =  A  +  2Ba?  +  3C«»  +  4D«'.  • . 

Égalant  séparément  les  coefficients  des  mêmes  puissances,  on  obtient  les 
équations  "  » 

A  =  A,  A»  =  2B,  AB  =  3C,  AC  =  4D.  .  .  ; 

d'où  Ton  déduit 

A*  A»  A* 

A  =  A,B  =  -:^,C=:ï4^,I>=      ^ 


1.2^         1.2.3V        1.5. 3.4 

La  ki  du  dévelq^ment  est  manifeste  :  le  terme  qui,  dans  la  série  (1},. 

A» 

en  a  n  avant  lui,  a  pour  expression  ■  ^  ,r—, • 

'^  *^  1.2.3.4...n 

On  voit  que  tous  les  coefficients  B,  C,  D.  .  .  sont  exprimés  en  fonc- 
tion du  coefficient  A  qui  reste  encore  indéterminé^  c'est-à-dire  que  la 
méthode  qui  vient  d'être  suivie  ne  suffit  pas  pour  le  faire  obtenir;  mais 
il  n'en  a  pas  moins  une  valeur  unique  qu'on  trouve  par  Tarlifice 
suivant  : 

On  peut  mettre  o*  sous  la  forme  (1  +  o  — - 1)%  ou  (1  +  b)%  en 
posant,  pour  abréger,  a  —  1  =  6.  Or,  si  l'on  développe  (1  -h  b)* 

Digitized  by  VjOOQIC 


DES  £XPOUi»Ti£Uiî»  EN   SÉ&IE.  311 

d'apris  U  fftrmuleâa  binooiey  on  a 

■■s  f ir  ne  tenant  cmnple,  dans  ce  déréloppement,  qne  de  la  partie 
affectée  de  x,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  cette  partie  a  pour  «x- 

/h      h'      b'      b'      b'  .      \ 

d'ailleurs  le  coefficient  de  x,  dans  la  série  (1),  est  égal  â  Â.  On  ia  done 

on  bien,  remplaçant  6  par  sa  valeur  a — 1, 

a-1      (g-l)'      (g-l)'      (a-l)*  . 

On  représente  ordinairement  par  k  Texpression» 

a-l      {«  —  1)*      (a  — 1?  .    .      ,   .         ,,,     , 

— .i — - — i-4-  : — « — i .  , , .  ainsi,  substituant  A  a  la  place 

de  A,  dans  les  valeurs  trourées  pour  B,  Q  D.  .  .  •  et  reportant  ces 
valeurs  dans  la  série  (1)^  on  obtient  enfin 

Tel  est  le  développement  de  Vexponentielle  eut  en  série. 
228.  Conséquences.  —  Si^  dans  cette  série,  on  suppose  rr  ss  1,  die 
derient 

4     ^     h'      Ta         y 

doù  Ton  voit  que  a  est  exprimé  en  fonction  de  if  de  même  que  la  re-» 

lalion  k  =  — 3 ^    "]"    ^   4-  ....  ,  donnait  k  en  fonction  de  a. 

1  2 

Cela  posé ,  cbercbons  la  valeur  particulière  de  a,  qui  correspond  à 

k  =5  1,  et  désignons  par  c  cette  valeur  particulière  ;  nous  trouvons 

11  1  1 

série  décroissante  (*),  dont  les  11  premiers  termes  donnent  pour  somme, 

2;ri8âsia  à  0,0000001  près. 

(*)  Voyez  la  première  note  placée  à  la  fin  de  ce  cbapitre. 
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La  comparaison  de  ce  résultat  avec  le  nombre  obtenu  n«  226,  pour  la 
valeur  de  (?,base  du  système  népérien,  semble  indiquer  que  c  et  e  sonl 
identiques;  or,  c'est  ce  quon  peut  démontrer  immédiatement. 

En  effet,  soit  posé  dans  la  formule  (4),  kx  =  1,  d'où  «  =  j;  «Uc 

devient 

1  111  1 

a*  =  l  +  j+j;2  +  j-;2;;3+ÎX3:S+  '  •' 

a 

ce  qui  donne  nécessairement  ak=  c. 

Prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  cette  dernière  égalité 
dans  le  système  qui  aurait  pour  base  c,  on  trouve 

lla=l,     d'où    la  =  ft, 
k 

ou,  mettant  à  la  place  de  k  sa  valeur  (n<>  227), 

a-1      (g-l)'      (a^JY      {a  -  l)\ 
\a^— 2~'*""~3 1        ^ ' 

ou  bien  encore,  posant  a  =  1  H-  a?,  d'où  a  —  1  =  a? , 
œ     x^      x^      a?* 

Or,  cette  formule  est  précisément  celle  qu'on  a  obtenu  (n«  225)  pour 
le  développement  du  logarithme  népérien  de  1  -J-  a?. 

Donc  les  nombres  c  et  ^  sont  identiques. 

229.  La  formule  {h)  du  numéro  227  peut  prendre  différentes  for- 
mes qu'il  est  bon  de  faire  connaître  ici. 

Considérons  de  nouveau  la  relation  o^  =  c,  ou  plutôt  a*  ==  «  (  puis- 
que l'on  a  c  =  tf),  et  prenons  les  logarithmes  des  deux  membres  dans 
un  système  quelconque;  il  vient 

1  la 

7. 1  a  =  1  tf,    d'où    ft  =  — . 
k  le 

Ainsi  la  formule  (4)  se  change  en  celle-ci  : 

C'est  la  forme  sous  laquelle  on  présente  ordinairement  le  développe- 
ment de  a',  les  logarithmes  étant  pris  dans  un  système  tout  à  fait  arbi- 
traire. 
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Coi  partieuîiers.  —  i^  Le  nombre  a  peut  être  pris  pour  base  du 
système  de  logarithmes.  Comme  on  a^  dans  ce  cas,  la  »  1^  et 

t  =  p-,  la  formule  devient 
le 

^       œ  1        a?»    /t\»  ar»      /1\» 

^= *+ rn-*-  oU;  +  m-W  +  •  •  •  • 

Tel  est  le  développement  d'un  nombre  quelconque  en  fonction  de 
son  logarithme  pris  dans  le  système  dont  la  base  est  a. 

2**  Soit  le  nombre  constant  e  pris  à  son  tour  pour  base  du  système. 
Comme  on  a  alors  1  e  =  1,  d'où  A;  =  1  a^  ou  plutôt  &  ==:  Ta,  d'après  la 
notation  du  n®  225,  il  résulte  de  cette  hypothèse 

«•  =  H-  ^.  l'a  +  j^.  (  Va)'  ^ÎTO-Cl'a)'  +  •  •  • 

la 
8°  Enfin,  soit  posé  a  =  e,  ce  qui  donne  nécessairement  r-  ou  fc  »  1. 

La  formule  se  réduit  à 

X        x'  a?'  a?* 

e'=z  i^  î  +  î^"*"  1X3 +1.2.3.4"*"  •  '  •  • 
Cette  série^  qui  est  la  plus  usitée,  donne  le  développement  d'un 
nombre  en  fonction.de  son  logarithme  népérien. 

Nous  verrons ,  dans  le  dernier  chapitre,  les  conséquences  que  Ion 
déduit  de  toutes  ces  formules.  Mais  nous  pouvons,  dès  à  présent,  faire 
remarquer  comment  le  développement  des  logarithmes  en  série  se  dé- 
duit du  développement  des  exponentielles. 

la 
D'abord,  la  relation  fe  œ  —  ,  qui  se  réduit  à  fc^l'a  lorsqu'on  prend 

1  € 

e  pour  base  du  système  de  logarithmes,  donne  (n®  227], 

a-l      (g-l)'      {a-iy 
'"-  "ï 2 +~~3 


OU 


'•   •  •   • 


,.(!+, )  =  -__  +  --_+. 

Cette  même  relation  donne  ensuite 

la  =  TcAe; 
d'où,  en  mettant  à  la  place  de  k  sa  valeur,  et  posant  encore  a  =  1  H-  a?, 

/x      x^      x^      x^  \ 

Le  module  inconnu,  Itf,  peut  être  obtenu  facilement  (n°  226)  dès 
,  que  les  logarithmes  népériens  ont  été  calculés. 
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NOTE 

SUR  LES  SÉRIES  GOIIVEBGENTES. 


Le  déyeloppcment  d*une  fonction  en  série  a  principalement  pour  bot  de  donner 
«B  vonbres  approches  la  valeur  numérique  de  la  f>nctron,  lorsqu^on  attribue  des 
«akws  particolièf  AS  «  la  vaciable  qui  y  ettire.  Mais  jpoar  q«e  ce  bit  peniQ  ètm 
atteint,  il  faut  que  la  série  soit  du  nombre  de  celles  <iue  Toa  oomme  tonvergeuiei. 
Il  est  donc  important  d'établir  les  caractères  de  ces  sortes  de  séries  :  tel  est  Tobjet 
qu*on  se  propose  dans  cette  note,  qui  servira  aî«si  de  complément,  tant  aux  appli- 
cations que  nous  avons  faites  de  la  formiule  dn  bin#me  à  Textraetian  4es  racines 
(q«*  175,  177),  qu*au  calcd  des  logarithmes  par  !e  moyen  des  séries. 

1.  Une  série  indéfinie  est  dite  convergente,  lorsqu'on  peut  assigner  une  limite 
de  reBrew  que  T^o  commet  en  pieDaai  les  ».  premiers  lerares  de  la  série;  «ette 
limite  doit  d'ailleurs  être  susceptible  de  devenir  moindre  que  toute  grandeur  donnée, 
pourvu  que  Ton  prenne  n  suffisamment  grand. 

Il  faut  avoir  reconnu  que  ces  conditions  sont  remplies  pour  pouvoir  affirmer  que 
la  série  est  convergente. 

Par  exemple,  tontes  les  séries  dont  les  termes,  étant  aKvrrmlivemmt posai fs  et 
négafifSy  décroissent  continuellement  et  indéfiniment,  sont  des  séries  convergentes, 
pviaqu'ion  a  va  (»«  176)  que  ia  difféienee  «Btre  la  valeur  manériqBe  de  la  «érie 
tout  entière  et  la  valeur  numérique  de  la  somme  des  n  premiers  termes  estBOMdre 
que  le  (  n  -|~  1  )ièmB  terme,  lequel  peut,  par  hypothèse,  devenir  aussi  petit  que 
fén  vent  quand  on  pend  n  suffisamment  grand. 

.He  même,  t«ui6  picif^easioii   par  qavtient  4ienm«/nlt&  à  Xinfini^  est  hm 

série  convergente,  puisque  {n»  1^5)  la  différence  entre  la  somme de  tons 

les  termes  et  la  somme  des  n  premiers  termes,  est  exprimée  par  — — ^onntilé 

I  — qr 
qui  peut  devenir  moindre  que  toute  grandeur  donnée,  pour  une  valeur  de  n  suffi- 
umment  grande. 

Un  caractère  important  des  séries  de  la  première  espèce  dont  oons  venons  de 
parler,  est  que  le  rapport  d'un  terme  quelconque  à  celui  qui  le  précède  eêt  wnê 
quantité  négative,  constante  ou  variable,  mais  toujourt  numériquement  moindre 
que  1. 

Dans  les  séries  de  la  seconde  espèce,  le  rapport  est  une  procHon  positive  c«»- 
stante* 

2.  À  ces  deux  espèces  de  séries  qui  viennent  d'être  caractérisées  comme  des 
séries  convergentes,  il  faut  en  joindre  deux  autres  ^i  se  fencontrent  sotirent  dans 
les  applications  : 

!•  Une  série  dont  tous  les  termes  sont  de  même  signe,  peut  être  regardée 
esiaiie  tonnergenl^.leuiMê^  le» loi» q«e ierappiari d^tmÉenm  ou 3Hi^eAiait(pottvaBl 
d*abord  être  plus  grand  que  I,  ce  qui  suppose  que  les  premiers  termes  iraient  en 
croissant)  finit  par  atteindre  une  valeur  m^oindre  que  l,elva  ensuiiê  continuel^ 
Ument  en  décroissant. 

En  effet,  dès  que  Ton  est  arrivé  au  terme  dont  le  rapport  an  précédent  est  det ena 
MÉÎDdie  que  1,  si  IW  Mi  la  somme  de  fou»  les  termes  compris  depuis  le  premier 
jasqa*aa  terme  en  quesiioD,  o»  îiiafe*»  miMtee  msutmfkt^'UiHgu^  en  obiieiit  k 
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limite  de  Terreur  en  supposant  que  la  rapport  derienne  constant  à  partir  du  terme 
loqnel  on  s^arrète  ;  et  ceftte  limftiB  est  alors  la  somme  d'une  progression  géométrique 
déôoissanle  ayant  pour  premier  terme  celui  ;qui  soit  lettirme  où  Ton  s*arréte,  et 
pour  ration  le  rapport  supposé -oonsUMit;  Uaiite-que-  lofent  é*ailiewB  rendre  aussi 
petite  que  Ton  veut,  en  prenant  un'  nombre  de  termes  suffisamment  grand,  puisque 

a 
liMi  iwpMfunim        '■■■,  a ^t 'Stipposi  érmnraer  Fndiéfinimenft,    ( 

2«  Une  série  dont  tous  les  termes  sont  de  même  signe  est)  encore  eouvergenU 
lorsque,  ses  termes  allant  en  •^éeMrissant,  le  vappotl  cCu%  terme  à  celui  qui  Te  précède 
augmente  au  lieu  de  diminuer,  pourvu  toutefois  qu'il  ne  puisse  dépassé  une  certaine 
9iimr/numériquenmd  moimépe^^fue  U 

Bans  ^ie  cas,  la.  liailie  de  Ferreaff  est  imefBognissan  ^géométrique  ^écreissairto 
dont  le  premier  terme  est  eekâ  qui. suit  le  terme  auqQel«n*  «entête,  et  qui  «  pennr 
ws(m  la  valeur  maœimum  4m  cappet t. 

3.  Il  est  d'ailleurs  évideni  qa  une  séné  ne  tansit  être  eMiTergente,  l"  SiU 
rapport  d'un  terme  au  précédent  était  constamment  égal  d  1  ;  car,  dans  oe^eas,  ton 
les  termes  étant  égaux,  leur  somme  serait  égale  à  Tun  d*eux  répété  une  infinité  de 
fois,  et  serait  par  conséquent  infinie^  quelque  petit  que  fiit  diacua  des  termes  : 
l'erreur  que  Ton  comnaellrait  en  prenant  n  termes,  serait  elle-même  infinie, 

2*  Si  le  rapport  d'un  terme  quelconque  au  précédent  éiait  plus  grand  que  1, 
eoriitant^vi  variable;  car,  dans  ce  cas,  la  somme  de  tous  les  termes  ^rait,  à  plus 
forte  raison,  infinie. 

Ainsi,  aucune  série  croissante,  c'est-à-dire  dont  les  termes  vont  sans  cesse  en 
logmentant,  ne  peut  être  convergente 

4.  Il  y  a  même  des  séries  décroissantes  que  Ton  ne  saurait  regarder  comme 
wntergenles,  parce  qu'on  reconnaît  que  la  somme  de  tous  leuxft  termes  est  infinie, 
et  que  par  conséquent  la  limite  de  Tciseur  est  aussi  une  qutmtité  infinie,  ou  réci- 
proquement. 

Considérons^  par  exen^ple,  la  série 

Il       1       1       1 

eonnue  sous  le  nom  de  série  harmonique;  et  prenons  le  rapport  de  deux  termes 

1        1 

consécutifs  quelconques, ,  -. 

•s— è    n 

1        1  n— 1      ,      1 

D  vient  -: -= =  1 • 

fli    f» —  In  A 

Or,  on  voit  que  ce  rapporit,  qui  est  constamment  moindre  ^ve  1,  augmente  à 
mesure  que  n  augmente  et  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  Vuniié,  qui  peut  ainsi 
être  considérée  comme  la  limite  en  plus,  ou  comme  le  maximum  de  ce  rappo^  H 
7  a  donc  lieu  d'appliquer  à  la  série  ci-dcssns  ce  qui  a  été  dit  pour  le  premier  cas 
du  numéro  précédent;  c'est-à-dire  que  la  limite  de  l'erreur  est  la  somme  des  termes 
Vtme  progTCfssion  géométrique  ayant  pour  raison  l'unité,  somme  qui  est  nécessaire- 
ment infinie  (n"  3).  Donc  enfin, i/a«omm«  des  termes  de  la  série  est  elle-^néme  infinie, 

Cest,  au  reste,  ce  qu'on  peut  vérifier  d'une  autre  manière. 

En  effety  si  dans  la  série  (^  iu  «umér«  225,  4»  pœa  1  i|-  4m  ^'A  «itel 

„        y— 1       (y-1)\    (y-^1)»       (y-  1)*   , 

•JET-» -|-j-H~Y— ^     3     '^  -^— 4-- J--'  (4 
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Soit  fait  maintenant  y  =  o  dans  cette  égalité  ;  on  trouve 
/l       1       1       1       1  •% 

Or,  on  sait  (n**  213)  qae,  dans  tons  les  systèmes  de  logarithmes  dont  la  base  est 
plus  grande  que  Tunité,  le  logarithme  de  0  a  pour  valeur  Xinfim  négatif;  donc  la 

1111 
valeur  de  la  térie  '  H 1 1 !-•••«»<  infinie. 

Pour  peu  d'ailleurs  qu'une  série  tirée  de  (1)  décroisse  plus  rapidement  que  la 
série  harmonique,  elle  aura  nécessairement  une  valeur  finie;  car  y,  quelque  petit 
qu'il  soit,  a  une  valeur  finie;  ainsi  il  doit  en  être  de  même  de  son  développement. 
Toutefois,  pour  reconnaître  si  la  série  est  véritablement  convergente,  il  faut  pou- 
voir assigner  la  limite  de  Terreur  commise  lorsqu'on  s'arrête  à  un  terme  de  rang 
quelconque. 

1 

Or,  si  l'on  pose  y  ==:-,%  pouvant  être  un  nombre  très-grand,  il  vient 

Le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  est 

1  —  1 

quantité  plus  petite  que  la  fraction  constante  -^mais  qui  s'en  approche  déplus 

X 
en  plus  à  mesure  que  n  augmente. 

On  a  donc  (2«  cas  n**  2)  pour  limite  de  l'erreur,  la  somme  d'une  progression 
décroissante  dont  le  premier  terme  est  celui  qui  suit  le  terme  auquel  on  s'arrête, 

%  —  1 
et  qui  a  pour  raifon  le  nombre  constant 

Cette  fraction  est  d'antant  plus  petites  et  par  consé(|uent  la  convergence  de  la 
série  est  d'autant  plus  sensible  que  %  est  plus  petit. 
Soit,  par  exemple,  2  =  2,  ce  qui  donne 

1  /!       1         1  1  1  1  \ 

2  V2      8      24^64^160      384  / 

»  — 1  1 

On  a  ici  '  =  -. 

%  2 

Ainsi,  la  limite  de  l'erreur  que  l'on  commet  en  prenant  les  5  premien  tennei 

1 

a  384         1 

pour  la  valeur  de  la  série  totale,  est  ■  ==■■■     ,  = . 

^  '       1— jf      j^l       192 

2 

En  général,  la  limite  de  l'erreur  est,  pour  cette  série,  U  double  du  terme  qui  suit 
celai  auquel  on  s'est  arrêté.  ' 

S.  Nous  allons  actuellement  revenir,  tant  sur  les  applications  numériques  de  la 
formule  du  binôme,  que  sur  les  séries  particulières  qui  ont  élé'déduites  des  séries 
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logariihmiqaes  ou  exponentieHes;  et  nons  ferons  voir  que  toateis  les  séries  obtenues 
rentrent  dans  les  différents  cas  examinés  ci-dessns. 

D*abord  la  série  générale  da  numéro  174,  étant  telle  que  les  termes,  à  partir  du 
seeond,  sont  alternativement  positifs  et  négatlis,  il  faut  encore  s'assurer  si  les  termes 
Tont  en  décroissant  et  peuvent  devenir  aussi  petits  que  Ton  veut. 

Or,  en  désignant  par  p  le  rang  d'un  terme  quelconque,  il  est  facile  de  voir  que 
Ton  a  pour  le  rapport  de  ce  terme  au  précédent,    • 

(p— !)»-.!  o 

,  -,  a  étant  supposé  <  w; 

p.n  se 

ce  qui  prouve  que  chaque  terme  de  la  série  est  une  partie  du  précédent^  plus  pe- 

a 
tite  qne  la  fraction  marquée  par  -.  Ainsi,  les  termes  diminuant  indéfiniment,  la 

SB 

série  rentre  dans  le  premier  cas  du  n»  1  de  cette  note. 
Bans  la  série  du  n*  177,  tous  les  termes  sont  de  même  signe  à  partir  du  second. 

(p  —  l)n  — 1  a 


Mais  le  rapport    du  pième  terme   au  précédent  étant 


p.n 


t«  ,     ,         a       1  n  -4-  I  a 

quantité  que  1  on  peut  mettre  sous  la  forme -.  < .— ,  on  voit  que  ce 

X      p      n      se 

a 
rapport   est    eontiammeni  moindre  que  -,  et  qa à  mesure  que p  augmente,  ce 

SD 

a 
rapport  approche  de  plos  en  plus  de  la  fraction  -,  qui  en  est  par  conséquent  la  U- 

mite  en  plus,  ou  la  valeur  mascimum.  Ainsi ,  celle  série  tombe  dans  le  second  cas 
du  n"  2;  c'est-à-dire  que  la  limite  de  Terreur  commise  est  la  somme  d'une  progression 
décroissante  ayant  pour  premier  terme  celui  aui  suit  le  terme  auquel  on  s'arrête,  et 

pour  raison  le  rapport  mawimtim  -. 

En  appliquant  ce  principe  au  4«  exemple  proposé  n«  177,  on  reconnaît  que 

les  5  premiers  termes  de  4a  série  donnent  la  vaîeùr  de  \/ 1 08  à  moin*  c^e 0,00001 
près. 

£q  général,  on  peut  démontrer  que  la  série  qui  représente  le  développement  de 
(1  4-  x)^  est  convergente  tant  que  z  est  une  fraction  positive  ou  négative ,  m  étant 
d'ailleurs  différent  d'un  nombre  entiet  et  poiiiif.  Mais  celle  démonstration,  qui 
n'offre  aucune  difficulté  d'après  les  principes  établis  ci;dessu8,  nous  entraînerait  trop 
loin,  et  nous  la  proposons  comme  exercice. 

6.  Passons  aux  séries  logarithmiques  et  exponentielles. 

La  série 

obtenue  n?  225,  rentre  dans  le  premier  cas  du  n»  I ,  puisque  les  term99  étaot  alter* 
nalivement  positifs  et  négatifs,  décroissent  indéfiniment. 

Quant  à  la  série  du  même  numéro,  ^  - 

/       1  1  I  \ 

l'U-l-l)— V««:2  (- H h +.  ..\ 

^    ^  \2«+l  ^3(2«-Hl)3^5(2«+l)«  ^         / 

Baurd.  Alg.  1/i. 
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ï 

ce  qui  proure  que  le  rapport  est  eonstammeiU  moindre  que ^ ,  maïs  qu'il 

s'en  rapproche  de  plus  en  plus  à  mesure  qofi  n  augmente ,  et  qu'il  a  cette  fraction 
pour  limite. 

la  série  se  trouTe  donc  encore  dans  le  second  cas  du  n^  'S.Xè  rapport  maximum 
serait  ici ,  fraction  très-petite  si  X  est  très-grand. 

En6n ,  la  série  qui  donne  a'  (n**  227)  finit  toujours  p^r  derem'r  GonvergesAte, 

ix 
qvels  que  «soient  «  et  x,  puisque  le  rapport  de  deux,  tcrmas  consécntifa  est^, 

fraction  qui  a  zéro  pour  limite  relative  à  raccroissement  de  n. 

7.  J^w  tenmnerons  cette  note  pnrune  remarque  sur  la  base  e  du  système  né- 
périen. 

On  A  troETé,  n'>  228, 

1  1,1 

1.2       1.2.3       1.2.^.4^  ^' 

Or,  il  est  aise  de  démontrer,  l^'qoe.cette.aéûe'fistie  diéxeloppoment  d^nn  BCin«* 
bre  incommenturahîe;  2**  quelle  >est  çawiergente,.  et  que  pour  .cbaouoye  deftsomHMi 
partielles  des  deux  premiers,  des  trois  premiers.»,  termes,  la  limite  de  Terreur  peut 
èlre  assignée. 

D'abord  e  ne  peut  être  un  nombre  entier,  car  on  a  évidemment 

11  1  111 

2^2.3       1.2.3.4  ^2^2»^23^ 

et  cette  seconde  série  est  unepcogceasîoa.décroisMOtoqui  (o»  I9j8i}.a|Murj(]|DBi« 
VuniU. 

Il  suit  de  là  que  ~  +  r-i+  '    ^  '  -K  -  •  *st  mmàx»  i|no .  Ir  ^^^  P«  «ûm*- 
2       2.0       2*3.4 

quent  que  e  est  un  nombre  compris  entre  2  et  3. 

Je  dis,  en  second  lien,  qu'aucun  nombre  fractionnaire  exact  ne  peut  exprimer  la 
valeur  de  f. 

En  effet,  soit,  s^il  est  possible,  e  é^tl  à  —  ,  m  et  n  étant  deux  nombres  entiers, 

eliMrjt^niV  ■HÛs.>  1.  Bn  poussant  la  série  jusqu'à  t»^*^u'^fkm»  «ts  lermei 
dont  les  dénominateurs  renferment  le  faeteorn,  va  am 

w_  Jl_  1  1  1 

»""      **■  1.2**"  1.5.3"*"  •  "l,2.5..,ii"*' 1.2.3.  .,«ti»-4-1)  "*"'"' 
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(en  posant,  ponr  abréger, 

1  1  1 


1.2       1.2.3  1.2.3...(fi— I)n 

1  1 

1.2.3...n(n4-l)       1.2.3...n(»i+l)(fi+2)  ^ 

Cela  posé,  mnltipHonr  les  deux  membres  de  Tégalîté  (2)  par  1 .2.3.  .  ,n;  il 
Tîenv. 

1.2.3.  ..(n— l).fn  =  1.2.3...n.a+  1.2.3. .  .ng. .  .  (3). 

Mais  le  premier  mambre  do  Té^iU,  (3)  oat  évidemment  un.  nombre  enlier;  il  en*  est 
de  même  de  la  première  partie^  1 . 2 . 3 .  .  .  n.  a ,  du  second  membre,  puisque  tous 
les  termes  dont  se  compose  et  sont  des  fractions  ayant,  pour  dénominateurs  des  sons* 
moltiples  du  facteur  l  .2.3 .  .  .n,  par  lequel  on  a  multiplié  a.  Donc,  pour  que 
l'égalité  (3)  subsistât,  il  faudrait  que  1 .2.3  ...  n.  g  fût  aussi  un  nombre  entier. 
Oi,  celfr«6t  impossibki^  «ar>ceite  expeessiaBse  ]]éd«t,.JoBwpi'Qn(;rtiBipliice  ^  par  sa 
valeur,  à  laisérie^ 

1  I  1 

n+  1  '^{n^l)  (ii.-f  2)  "*"  {n^  I  )  (n  H- 2)  (ir -f  3)  '^  "  "    . 

laquelle  a  évidemment  une  ralenr  moindre  que  celle  de  la  progression 

1  1  1 

n  +  l"*"(n+l)»"*"(n+l)»  "*"•••* 

dont  la  limité  (n«  195)  est  -. 
Il 

m  I  1 

Donc  enfin,  l'égalité        -  =  2  +  —  -f  +  .  . . 

Il  1.2        1  •îfi.u* 

est  elle-même  impossible,  et  la  base  e  ne  saurait  être  égale  à  nn  nombre  commen- 
snrable. 

Le  calcul  précédent  peut  servir  à  faire  estimer  la  limite  de  Verreur  que  Ton  corn- 
met,  en  prenant  pour  la  valeur  de  e,  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série. 

En  effet.  Terreur  commise  est  marquée  par 

1  1 

^'^1.2.3.n(«  +  l)'*"l.2.3...n(fi-f-l)(fi  +  2)"*"'**' 


1 

1.2.3. 


i  \n  H-  1  "*"  (n  +  1)  (n  +  2)  ■*■  •  •  V"' 
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1 
mais  CD  vient  de  voir  que  la  série  entre  parenthèses  est  moindre  qae  -.  On  a  doue 


^<i.2.3...iir 

Soit  II  ss  10,  ce  qni  revient  à  prendre  les  1 1  premiers  termes  dans  la  série 

1  +  -  +  —4- ...  ;  on  trouve  g  <—;——:  <  0,00000003. 
^1^1.2  36288000 

Donc  la  somme  des  11  premiers  termes  ne  diffère  de  la  vraie  valeur  de  e  que 
d*une  quantité  moindre  que 0,0000001  (Voyez  le  n»  228). 

1 
^<1.2.3...n»' 

en  appliquant  directement  à  la  série  (1)  le  premier  cas  du  n»  3. 
En  effet,  le  rapport  du  (  n  +  lyème  terme  de  la  série  au  nième  est  évidemmeal 

^  quantité  qui  diminue  de  plus  en  plus  à  mesure  que  n  augmente.  Donc  la 

1 

limite  de  Terrenr  s'obtiendra  (n"  3)  en  supposant  que  le  rapport resle 

n-\- 1 

stant  à  partir  dn  (n  4-  l)ième  terme  ;  et  Ton  aura  pour  cette  limite. 


l—g      1.2.3.  ..n—ln{n+l)  n+l 


l  n+1 

X 


*"  1.2.3.  ..n—ln(n+l)  n  1.2.3...  •»* 

ce  qu'il  fallait  trouver. 
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NOTE 

SUR  LE  CALCUL  DE  L'ERREUR  A  LAQUELLE  DOîlNE  LIEU  L'EMPLOI 
DE  LA  PROPORTION  QUE  PRESCRIT  L'USAGE  DES  TABLES  DE 
LOGARITHMES  (voye;s  n*"  214,  ei  Amtuétiqub,  n*  267). 


Pour  calculer  les  logarithmes  des  nombres  entiers  et  décimaux  qui  ne  sont  pas 
èua  les  tables  ordinaires,  et  pour  revenir  de  ces  logarithmes  aux  nombres  corres- 
pondants, on  suppose,  1«  que  les  diff'érencet  entre  les  nombres  sont  proportionnelles 
mx  difflhences  entre  leurs  logarithmes;  2^  que  les  logarithmes  placés  dans  les  tables 
soiU  tout  à  fait  exacts. 

Or,  ces  deux  propositions  ne  sont  rigoureusement  vraies  ni  Tune  ni  l'autre.  U 
est  donc  nécessaire ,  après  avoir  fait  voir  d*abord  sur  quels  principes  repose  la  pro- 
portion ci-dessus,  de  calculer  ensuite  le  degré  d'approximation  qu'elle  fournit  et 
Fcnear  qu'elle  peut  produire  lorsqu'on  a  égard  aux  deux  causes  d^inexacUtuda 
dont  elle  est  affectée. 

l.pREMiCR  PRiMGiPB.  —  Soient  h  +  l  et  n  deux  nombres  entiers  consécutifs, 
b  différence  A,  ou  1  (n  +  1)  —  l  n,  de  leurs  logarithmes,  diminue  d  mesure  que 

i  augmente;  et  eUe  est  toujours  moindre  que  la  fraction  7--. 

Onaeneffetl(n-fl)  — In  =  l  (i^)  =1  A +1")  ; 

te  qui  prouve  déjà  que  À  diffère  d'autant  moins  de  1 . 1,  ou  de  0,  que  le  nombre  n 
est  plus  grand. 

Si  maintenant  on  fait,  dans  la  formule  du  numéro  223,  o?  =  — ,   on   trouve 

n 

A.oal(,+l)=A(^__L  +  _L_e.o.). 

série  qui  donnera  la  valeur  de  À  avec  un  degré  d'approximation  d'autant  plus  rapide 
qoe  n  sera  plus  grand. 

Gomme  on  a  d'ailleurs  (n«  226)  À  =  0,43 ...  ^-^ ,  et  que  la  série 

2 

-  —  r^  +  etC'j  est  (n«  176)  moindre  que  -,  il  en  résulte  nécessairement 

A  <  -. .  Ctf  qu'il  fallait  démontrer. 
Soit,  par  exemple,  n  =  10000;  il  vient 
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c'est-à-dire  que  laii^érence  est  moindre  que  la  moitié  defwiiié  de  Vm'ireém 
4«  chiffre  décimal. 

Ceci  explique  comment,  dans  ane'foi^  pi^e  des  tables  de  Gallet,  et  à  partir 
de  10000,  on  a  pu  placer  an  aussi  grand  nombre  de  logarithmes.  Chaque  page 
renferme  60  h'gnes  horizontales,  chaque  ligne  10  logarithmes;  et  comme  il  résulte 
de  oe  qui  rient  d'être  dit,  que  les  trois  |)remiers  chiffres  dédmaox  sont  nécessaire- 
ment eemmfins,  même  à  pHisieurs  t^KSotneysaccessires  de  logarithmes,  il  suffisait 
d'écrire  une  seule  fois  en  marge  ces  trois  Xiïâfkes ,  et  de  placer  ensoite  à  part  les 
quatre  derniers  qui  correspondent  à  la  variation  du  nombre. 

[Comme  les  tables  de  Callet  s'étendent  jusqu'à  108000,  on  a  placé  qiuUre  chiffres 
décimaux  en  marge,  pour  tous  les  nombres  au-dessus  de  100000  (parce  que  l'on  a, 
dans  ce  cas,  À  <[0,000005),  ce  qui  a  permis  alors  de  présenter  les  logarithmes  de 
ces  nombres  avec  8  chiffres  décimaux  au  lieu  de  '7,  tans  rien  changer  à  la  dispo- 
sition adoptée  pour  les  nombres  compris  entre  10000  et  100000]. 

2.  Sbgono  PBisaPB.  —  Soient  A,  ou  1  {n  +  1)  —  1»*  et  A',  on 
1  (n  +  2) —  1  (n  +  1),  deux  différences  consécutives  de  logaritlmes  ;  je  dis  que 
ces  différences  peuvent  être  regardées  comme  égales  toutes  les  fois  que  d  est  ou- 
({e««tt«  de  10000. 

anaen«ffiet    A==  i  <»^4- 1)— >»=  1  (lii)  , 
et  A'  =  l(n  +  2)-l(n+r)=l  (Z:ï^i 

d'où  A--A-^l>'-^-^-M)^v/  >1        Y 

<m  bien,  posant  dans  la  formule  du  n"  223,  x  ss — r— -, 

n  (n  -H  2) 

A-^'=Ar_i i_+_j 1 

Ln(n+2)      2n2(n+2)2^3n3(n+2)»  J 

et  par  conséquent,  puisque  A  =  0,43 . . . ,     A  —  A'  <  _i  «>\' 

Gela  posé,  soit  n  =  10000  ;  il  en  résulte 

A  —  A'  <1 . <■ <  0.000000005; 

^20000  X  10002  ^200040000  ^  "»""""*^""^» 

c*est-à>dire  quctia  différence  entre  deux  différences  consécutives  ilé  logarithmes  de 

nombres  au-dessus  de  10000  est  moindre  que  la  moiiié  de  ïmMé  de  f  ordre  •4» 

huitiime  chiffre  décimal. 

On  voit  encore  pourquoi  l'on  a  pu  placer  dans  les  tables,  pour  tous  les  nombres 
au-dessus  de  lOOOO ,  les  différences  entre  deux  logarithmes  consécutifs.  On  pevt  re- 
garder ces  différences  comme  constantes  pour  un  grand  nombre  de  logarithmes,  pnis^ 
qae  la  variation  d'une  différence  à  l'autre  ne  porte  que  sur  le  neut»Vifi«  chiffre  dédmal, 
et  que  les  tables  n'en  renferment  que  tepL 

3.  Conséquence  des  deux  propositions  précédentes,  —  Admettons  pour  un  instant 
que,  pour  tous  les  nombres  au-dessus  de  10000^  à  des  accroissements  égaux  de 
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ROWkdreteotrespondetit  des  uecroissemènts  égaux  de  hganthmes,  ce  qui  est  sensible- 
ment ^iStlf  tdTdprès  ce  iqti*l9n  vient  de  i^connatire  ;  je  dis  qa*alors  kat  différences  dâ 
lo^rUhmet  tmet prapxtHUm'MfUs aucù  dtffUrences  dénombres. 

En  effet,  soient  ir^  tt+ 1 ,  àeat  nombres  «ntiers  consécaiî&  au-dessus  de  lOOOO, 

p 
s»  +  —  on  nombre  fka€tîoniiaire.oompiiff.«itiB  m^  et  o  -f^  l  ;  on  peut  tonjoiisxegardtr 
9 

P 
les  trois  nombres  n^^-i —  »  *»  +  !>  eooune £aiMmt  partie  â^u&rpragTCBirioit  par 

9 

]  p 

différence,  «yânirir  pour  premfél  tertary -& ponr  raison,  n  4-^ pour  {p  -^  ly^na 

9  9 

q 
terme,  enfin,  »  H —  ou  n  -f-  1  pour  dernier  terme;  c*esl-à-dire  que  Ton  a 
9 

1  2  p  a  —  1 

-j-n.w-f--  .»  +  -....  n 4- -....n  +  ^ .n+  1. 

9  9  9  9 

Or,  on  a  supposé  que  les  différences  entre  les  logarithmes  des  nombres  entiers 

sont  sensiblement  égales;  donc,  d  fortiori,  les  diffihrences  entre  les  logarithmes 

1  2 

de  n^  n  +  -,  n  +  "»•  •  •  •  peuvent  être  regardées  comme  égales.  Ainsi,  en  dé- 
9  9 

ngnant  par  S  la  différence  1  r,|u|..j—  In^on  anr»  pour  tes  logarithmes  qui 
eoRegpondent  aux  termes  de  la  série- ci-dessos, 
De  là  résullt  «écessairenent  la  proportiont 

irmsqne  en  réduisant,  on  trotiTe 

p 
1  i  —  ::  ^^  :  p^,  on  q  ",  p  ::  q  :  p, 
9 

La  légitimité  de  la  proportion  étam^tabtie  pour  ksitas  oà.kfrMMDbressontttè^- 
grands  et  ont  entre  eux  une  différence  au  plus  égale  à  1 ,  nous  allons  passer  au 
calcul  de  Terreur qu'elleectasionne',  erreur  qui,  eomme  nous  Tavons  d^à  dit,  résulte 
de  deux  causes  que  nous  aurons  à  considérer  successivement. 

4.  Calculons  d*abord  Terreur  q^ii  résulte  de  l'inexactitude  de  la  proportion  ( /«« 
logarithmes  employés  étant  supposés  (exacts). 

Soient  n  un  nombre  supérieur  à  ISOOC^  2son  logarithme,  l  +  À  celui  de  n+  1; 
soient  encore  n  +  <2  un  nombre  compris  entre  n  etn+  1,  ?  -|-  w»  ^  son  logarithme, 
d  et  m  représentant  ici  des  fractions. 

(Tous  les  nombres  n,l,  À,  d»m,  sont:supposës  rapportés  à  la  même  uniléu) 

Cela  posé,  la  quantité  x  qu'il  faut  ajouter  à  l  pour» avoir  lelogarixhme  de  n-jr^, 
se  détermine  (n«  214) par  la  proportion. L  idxiAza,  d'où-^  as  d  À;  ce  qui 
donne  l  -{-  dA  pour  le  logarithme  de  n  -|-  (2 .  tandis  qu'on  devrait  avoir  ?  +  m  A. 

"Verreur  commise  est  donc  exprimée  par  e  sB^m  —  d)  À,  ou  e  =5  {d  —  m)  A, 
ftoivanl  que  Ton  a  m  ^  ou  <^  d. 
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De  même,  la  quantité  y  que  Ton  doit  ajouter  à  n  pour  avoir  le  nombre  corres- 
pondant à  /  4-  m  A ,  est  fournie  par  la  proportion  A  :  m  :  :  1  :  y,  d'où  y  =  « 
ce  qui  donne  n~\-m  pour  le  nombre  cherché,  tandis  que  Ton  devrait  avoir  n^d, 

Verreur  commise  est  donc  exprimée  par  c'  =  m  —  d,  ou  c'  =s  rf m. 

D'où  l'on  voit  que,  dans  les  deux  cas,  l'erreur  provient  de  ce  qu'on  prend  l'une 
pour  l'autre  les  deux  quantités  m  et  d.  Ainsi,  nous  sommes  conduits  à  chercher  la 
différence  de  ces  deux  quantités. 

Or,  on  a  (n«>  209)  les  égalités  fondamentales 

i  ^H-A  /-fmA 

10  =  »,     10  =n  +  l,     10  =«  +  d; 

d'où,  divisant  la  seconde  par  la  première, 

A    n+l  1  mA      /         ,\m 

i 

ou,  multipliant  celle-ci  par  la  première  (  10  ss  n), 

10  ,  ou  n -!-<'=  n  f. 1-1 )     . 

Développons  T  i  ^  _  J  par  la  formule  du  binôme  démontrée  généralement 

n»  182,  multiplions  le  résultat  par  »,  et  retranchons  ensuite  »  de  cTiaque  membre 
de  l'égalité  précédente;  il  vient 

^_w      »i(l— .m)  ^  ffl(l  — m)(2  — m) 

1  1.2.»     ■*"  1.2.3,»» '*^- 

Dans  cette  série,  le  quotient  de  la  division  du  terme  qui  en  a  r  avant  lui,  par  le 
terme  précédent  {^oy.  le  n»  2  de  la  première  note),  est— -  ^^IZLÏ^   1     quantité 

évidemment  négative  et  numériquement  moindre  que  l'unité,  puisque  l'on  a 
m  <  1  et  »  >  1.  Ainsi,  les  termes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  et 
décroissent  indéfiniment.  On  a  donc  (n*  176) 

rf  <  m.  d  >  «  -  ÎIIIZUI),  d'où  m  _  d  <  îlilUlî) 
2»  ^         2fi        ' 

Mais  on  sait  (n«  107)  que  le  produit  m  (1  -.  m)  de  deux  facteurs  m,  1  ~  m, 
donilasommeesil,  apourtnao^mumQ^   ou  1  Ainsi ,  la  dernière  égalité  se 

réduit  enfin  à  m  —  d  <'  — . 
^8» 

Il  est  aisé  maintenant  d'apprécier  les  deux  erreurs  e  «  (m  —  <0  ù,  e'  ss:  m  —  d, 
pour  le  cas  de  »  =  ou  >  10000, 

l"»  On  a,  en  vertu  de  l'inégalité  précédente, 

80000' 
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et  comme  on  a  trouvé  (note  n»  1)  A  <^  ■,  il  en  résulte 

2 

0,0001        0,00000001 

*  ^  160000  "^  16 

L'erreur  e  étant  moindre  que  le  teizièmeàe  Tunité  de  Tordre  du  8*  chiffre  décimal, 

ne  saurait  porter  sur  les  7  premières  décimales  du  logarithme  cherché. 

«    ^                              ,  ^      1       ^0,0001 
2»  On  a  e'< <C- ; 

^80000^      8      • 

c'est-à-dire  que,  quand  on  réduit  en  décimales  le  4"  terme  y  a=  m,  pour  rajouter 
k  »,  Terreur  ne  peut  porter  sur  le  4*  chiffre  décimal;  mais  on  ne  serait  pas  sûr  de 
Teiactitude  du  5*  chiffre  (*]• 

5.  Calculons  actuellement  Terreur  qui  résulte  de  FinexaetHude  des  logarithmes 
(la  proportion  étant  supposée  exacte). 

Pour  cela,  nous  allons,  dans  ce  numéro,  rapporter  les  logarithmes  tabulaires, 
mmti  qtie  leurs  différences,  à  Tuiâté  décimale  du  7*  ordre,  ce  qui  revient  à  les 
rendre  tous  10000000  fois  plus  grands,  on  à  les  regarder  comme  des  nombres  en- 
tiers. Cette  hypothèse  n*a  nul  inconvénient,  puisque  Ton  ne  considère,  dans  la  pro- 
portion ,  que  les  rapports  des  différences. 

De  là  il  résulte  que,  les  logarithmes  étant  généralement  fautifs,  en  plus  ou  en 

wsoms,  d'une  quantité  qui  a  pour  limite  supérieure  la  moitié  d'une  unité  décimale 

an  dernier  ordre  (Arith,,  voyex  le  N.  B.  n*  99),  cette  limite  se  trouvera  repré- 

1 
senlée  par  -. 

^     2 

PftBmiBB  QUESTION.  Étant  dorme  un  nombre,  déterminer  son  logarithme. 

Soit  n  -^  2  un  nombre  dont  on  demande  le  logarithme,  «étant  la  partie  entière, 

et  cf  la  partie  fractionnaire;  soient  de  plus,  l,  T,  les  logarithmes  de  n>  n  +  ^t  ^^^ 

qu*ils  sont  fournis  par  les  tables.  Appelons  t  et  %  les  quantités  qu'il  faudrait  ajouter 

aux  logarithmes  2  et  T  pour  les  rendre  exacts,  ces  quantités  pourant  4ftre  positires  ou 

négatires,  et  ayant  ^  pour  limite  (d'après  ce  qui  vient  d'être  dit). 

En  supposant  la  proportion  exacte,  comme  nous  le  faisons  ici,  on  trouverait  que 
le  logarithme  de  ii  -f"  ^^  ^^  ^K^l  ^  '  +  *>  augmenté  d*une  quantité  x  déterminée 
par  la  proportion. 

1  :d  riCr^-t")— 0+t):a?;d'oà,enpo9antr  — /=A, 
«  =  d(A  -ft"  —  t); 
«•  qui  donnerait  log.  (»  -f-  ^)  =  '  +  »+<'  (A  +  <'  —  t). 
Mais,  au  lieu  de  eela,  on  pose  la  proportion 

\xdii  ti  i  X,  d'où  âr  =  d  A  ; 
pois  on  ajoute  d  A  à  7«  en  rejetant  même  toute  la  partie  fractionnaire  du  produit 
'  A,  sauf  à  augmenter  le  dernier  chiffre  d'une  unité,  s'il  y  a  lieu,  ce  qui  peut 


(*)  Les  calculs  qui  viennent  d*étrc  établis  dans  ce  numéro»  sont  dus,  pour  le  fond,  à 
^«tranddeGenèTe. 

14. 
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occasionner  une  nooyeUe  erreur  dont  la  limite  est  -.  En  représentant  cette  erreur 

2 

par  f,  on  prend  ainsi  /  -f-  dA  •«-  /pour  le  logaixthme  de  n  +  ({.  Donc  rerreor 

finale  est 

Si  Ton  suppose  que  les  trois  enseimt,  {,  ff  atteignent  leur  limite  -,  ce  qui  est 
évidemment  le  cas  où  Terreur  totale  £  est  anssi  ^ande  que  possible,  il  en  résulte 

E==:l(l— d-hd+i)«i; 

c*aft^^dire  que,  dansia rec^rohe du  logarithme  d*4UL nombre ijTefTetfrjTrovenan/ 
de  VinexacHiude  des  logarithmes  tabulaires  peut  s'élever,  soit  en  plus,  soit  en  moioSi 
jusqu'à  une  uaUiê  dédmaîe  du  1"  ordre,  ou  généralement,  du  dernier  ordre  décimal 
des  logarithmes  fournis  par  les  tables  que  Von  emploie, 

€.  Sbgomdb  question.  ÈUuU  dotmé  un  logariXhm» ,  détermiatr  le  nombre  qui 
hU  correspond. 

Soit  /  4*  ^  lin  logarithme  comprit  entre  leit  ,A  désignant  toujours  f  —  />  et 
étant  au  plus  égal  à  A —  1. 

On  prend  ordinairement  pour  le  nombre  cherché, n  +  •-,  la  fraction  --•  étant 

trrée  de  la  proportion    A  :  S  :  :  1  :y, 

9Iaisd*abord  le  logarithme  donné  2  +  ^,  étant  poussé  seulement  jusque  degré 
d'approximation  des  logaoibmei  itabahûtes ,  est  passible.  d'«ne  «rreur  positive  ouaé- 

gatîve  qu'on  peut  représenter  par  + 1",  et  dont  la  limite  est-.  En  outre,  les  deux 

bf^thmes  l,  V,  peun^eat^  comme  cî^dessus,  être  £uiti£i  des  foanliléfipasitMrtffNi 

négatives  -|-  i,  + 1',  dont  la  limite  est  -. 

Ainsi,  la  proportion  à  établir  devrait  être 

(2'  +  0-{Z  +  t):(f  +  ^  +  n— P-f-Oî'.lîf. 

ou    A  +  t"  —  t  :  s  +  t'  —  t  :  :  1  :  y,  d'où  y  =  ^  \   „ — ::/ 

A  +  «  —  t 

00  qui  domerait  pour  le  noBd)re  elnrohé , 

5  +  ^  — t 


*  + 


A  +  f— • 


Donc,  l'erreur  que  l'on  commet  en  prenant  n  -f-  —  au  lieu  de  cette  expression 
€st  représentée  ftr 

AH:Tir;.-Â--0)'-Â-AT737-'  (^)' 

suivant  que  l'on  a    «r :  >  ou  <  -r-. 

A  -|- 1—  ï  A 
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JPnrnkr  cMt..PMtt  oUenir  ia  Umilô  m^piui  de  la  diflëiMCO  (1),  il  fautitàdier 
aaroirle  maxtmum  de  r •.. 

Or,  la  quamftè  ^  se  trouvant  à  fa  fois  aniramiratear  «t  au  dénomittateur ,  si  Ken 
K  rappelle  (ill/.,  n*  6)  que  toute  fraetfon  augmente  de  valeur  quand  on  ujoutc  un 
même  nombre  à  ses  deux  termes,  il  s^nsuft- qu'on  obtiendra  d*abord  le  maasimutn  de 

la  ficaction  d-dearas.  en\pQiait  — '«'  se  -|-  -  qmxst  Ia  plus  grande  valeur  que  puisse 

2 

recevoir  cette  quantité  i,  ce  qui  donne 


ù.+1+f 


Àcluellementy  pour  avoir  le  nuunmum  relatif  aux  variations  de  t'  et  de  t",  il  a«ffit 
es  rendre  le  nmoératev  le  plus  grand  sel  le  dénominateur  le  plus  petit  pouible,  ce 

foi  se  fait  en  posant  r  =  -f-  -,  *  =  —  -, 
2  2 

Ainsi,  le  maxiimm  résuhavt  des^variatiei»  de  «,  t"»  «',  eitnéeesinremeiil 
1        1 

oa 


—    1        1'"     A^' 

Daoft,  to  nmœwmm  de  Ja  difénwce  (1)  est 

^+1      ^       1 

»^  — .ou  — • 

ftoondoK  Pour  ohUttir  la^UwiUe  m  phu  de  la  différente  (2),  il  foui  avoir  le 
5+t-  — t 


Or,  on  peut  prouver  par  un  raisonnement  analogue  au  précédent,  mais  inverse, 
fKlefMiMmiNri!<«QltsiVde»virntians  destioisquaiiiilis i^f,  i^,mi 

2      2       l^l 


2^2 
^one,  temaagflwift  de  fodiff Armée  t^esr 

î      5  —  1       1 

c*est-è-dire  que,  dans  les  deux  cas,  la  limite  de  Ferreur  commise  est  •^• 

Cette  quantité  croit  de  plus  en  plus  à  mesure  que  Uon  avance  dans  la  table, 
NMp*t»MSii(«^  I)  que  ^  dUrot  4e  plu»«B>fkHk 
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7.  Maintenant,  il  est  facile  de  prouver  que  des  deux  causes  d*erreur  qui  ont  été 
signalées  au  commencement  de  cette  note,  la  seconde  est  celle  à  laquelle  on  doit  dé- 
finitivement s'arrêter ,  sans  avoir  aucun  égard  à  la  première. 

En  effet,  dans  la  question  qui  a  pour  but  de  déterminer  h  logarithme  d'un  nom-- 
hre  donné,  puisque  Ton  a  reconnu  (n*  4  )  que  l'inexactitude  de  la  proportion  ne 
peut  influer  sur  le  dernier  chiffre  des  logarithmes  tabulaires,  on  doit  considérer  It 
proportion  comme  tout  à  fait  exacte,  et  ne  tenir  compte  que  do  l'inexactitude  des 
logarithmes,  en  observant  (n»  5)  que  le  dernier  chiffre  décimal  peuê  être  fautif  d'une 
unité,  en  plus  ou  en  moins. 

Dans  la  seconde  question  [trouver  le  nombre  auquel  appartient  un  logarithme 
donné  ),  la  limite  de  l'erreur  qui  résulte  de  l'inexactitude  des  logarithmes  tabulaires 
ne  dépendant  (n»  6)  que  de  la  différence  tabulaire  A,  et  par  suite,  des  derniers 
chiffres  de  ces  logarithmes,  chiffres  sur  lesquels  l'inexactitude  de  la  proportion  n'a 
aucune  influence ,  il  s'ensuit  encore  que  la  première  cause  d'erreur  peut  être  tout  à 
fait  négligée. 

8.  Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  faire  l'application  de  la  théorie  précédente  aux  tables 
dont  on  fait  usage  ordinairement,  c'est-à-dire  aux  tables  de  Callet. 

Première  question,  La  proportion  1  :  d  ::  X:  x,  d'où  a?  =  dA ,  donne  (n»  5) 
les  7  premiers  chiffres  décimaux,  à  une  unité  du  !•  ordre  décimal  près. 

Ainsi,  une  somme  de  logarithmes  ou  de  compléments  arithmétiques  peut  être 
fautive  d'une  quantité  dont  la  limite  est  exprimée  par  autant  d^uniiés  décimâtes  du 
7«  ordre,  qu'il  y  a  de  parties  dans  cette  somme.-De  même,  si,  dans  la  vue  d'obtenir 
une  puissance  d'un  nombre,  on  multiplie  son  logarithme  par  l'exposant  de  la  puis- 
sance ,  le  logarithme  résultant  peut  être  fautif  d'awtenl  d'unités  décimales  du  7*  or- 
dre, qu'il  y  a  d'unités  dans  l'exposant  de  la  puissance.  MaistV  n'en  est  pas  de  même 
quand  il  s'agit  d'une  extraction  de  racine ,  parce  que  les  erreurs  qui  affectent  les  loga- 
rithmes sont  divisées  par  les  indices  des  racines. 

Seconde  question,  La  proportion  A  :  $  :  :  l  :  y>  d'où  y  =  T  i  donne  la  valeur 

1 

du  nombre  cherché,  à  une  fraction  près  marquée  pw-r- 

Mais  comme  il  est  d'usage  de  convertir  -r-  en  décimales,  voyons  à  quel  ordr» 

de  décimales  il  convient  d'arrêter  l'opération. 

Pour  cela,  soit  a  la  puissance  de  10  qui  doit  exprimer  le  dénominateur  de  la 

fraction  décimale  obtenue.  Observons  que,  dans  la  transformation  de  -r-  en  déet* 

maies,  on  s'expose  encore  à  commettre  une  erreur  dont  la  limite  est  la  mciâé  de 

Tunité  de  tordre  du  dernier  chiffre  décimal,  c'est-à-dire  --  .  On  doit  donc  satisfaire 

à  l'inégalité 

1         1    ^1     „      l  ^ 1  ,       ^ 

—  +-<-,  doù  —  <  -—,  et  par  conséquent  A  >  2a, 

Donc,  A  doit  être  au  moins  le  d(mble  de  la  puissance  <2e  10  à  laquelle  on  s'anète. 
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Ceid  posé,  il  rësulte  de  riospeciion  des  labiés  de  Callet  que,  josqu^au  nombre 
21809,  la  différence  tabulaire  n'est  pas  plus  faible  que  200.  Donc,  pour  tous  les 

nombres  compris  entre  10000  et  21809,  on  peut,  en  réduisant  —en  décimales, 

pousser  Topération  jusqu'aux  lOO'»'"",  et  l'on  est  certain  de  l'exactitude  du  dernier 
chiffre  décimal. 

Passé  ce  terme  et  jusqu'à  100000,  nombre  pour  lequel  la  différence  tabulaire  est 
44,  on  ne  peut  compter  que  sur  l'exactitude  du  chiffre  des  1  Qièmes, 

Depuis  100000  jusqu'à  108000,  comme  la  différence  se  trouve  encore  exprimée 
par  3  chiffres  (dont  le  premier  à  droite  représente  des  unités  du  8'  ordre),  on  peut 
de  nonvean  compter  sur  l'exactitude  du  chiffre  des  lOOt*'"^',  puisque  cette  différence 
va  de  434  à  403,  nombres  plus  grands  que  200. 

Les  nouvelles  tables  à  7  décimales,  publiées  par  MM*  Marie  et  Reynaud ,  ont 
l'avantage  dedonner ,  sous  un  format  plus  commode ,  à  peu  près  les  mêmes  approxi- 
mations que  celles  de  Callet.  Nous  n'oserions  cependant  pas  affirmer,  à  cause  de 
leur  peu  d'étendue  (elles  ne  s'étendent  pas  au  delà  de  10000),  que  les  deux  causes 
d'erreur  signalées  ci-dessus  ne  donnent  pas  plus  d'une  unité  d'erreur  sur  le  7"  chif- 
fre décimal  lorsqu'on  cherche  le  logarithme  d'un  nombre,  eiplus  de  deux  unités 
d'erreur  sur  le  chiffre  des  millièmes  lorsqu'on  cherche  le  nombre  correspondant  à  un 
logarithme.  Mais  l'emploi  de  ces  tables,  dans  leur  état  actuel,  n'en  mérite  pas  moins 
d'être  recommandé ,  en  raison  de  la  petitesse  de  leur  format. 
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CHAPITRE  WI. 

Théorie  générale  des  Équations. 

Introdtictton,  «—Les  plus  célèbces  analystes  se  sont  occupés  da  pro- 
blème de  la  résolution  générale  des  équations  d'un  4egré  qofikûBfjue  à 
une  seule  inconnue;  mais  jusqalci  ieuiis  efferts  oot  élé:iAfjruetQaix:par 
rapport  aux  équations  d^nn  d«gvéi«ipérieor  au  quatriène.  Oopenéast 
les  recherches  qu'ils  ont  faites  à  ce  sujet  ks  ont  conduits  à  des  propriétés 
communes  aux  équations  de  tous  les  degrés,  et  dont  ih  ont  ensuite  tiré 
parti,  soit  pour  résoudre  certaines  dasses  d'équations,  soit  pour 
ramener  la  résolution  d'une  équation  donnée  à  celles  d  autres  équations 
plus  simples.  Nous  nous  proposons,  dans  ce  chapitre,  de  faire  connaître 
ces  propriétés ,  et  leur  usage  pour  faciliter  la  résolution  des  équations. 

§  h^.  Ditfisibilité  des  Fonctions  entières.  Propriétés  ffénémks 
des  Équations.  T%éorie  complète  du  plus  grand  comimm 
diviseur. 

DmSIBIUTÉ  DES  FONCTIONS  ENTIÈRES. 

230.  Le  développement  des  propriétés  relatives  aux  équations  de 
tous  les  degrés  nous  conduira  à  des  polynômes  d'une  nature  particu- 
lière et  toute  différente  de  celle  des  polynômes  que  nous  avons  eu  occa- 
sion de  considérer  dans  le  premier  chapitre.  Ce  sont  des  expressions  de 
la  forme 

Aa?"  +  Ba?™-'  +  Ca?'»-*  -f  .  .  .  .  +  Ta?  +  U. 
dans  lesquelles  m  est  un  nombre  entier  positif,  mais  dont  les  coeffî— 
cients  A,B,  C.  •  .  .T,U,  désignent  des  quantités  quelconques, 
c'est-à-dire  des  quantités  entières  ou  fractionnaires,  commensurables 
ou  incommensurables.  Or,  dans  la  division  algébrique,  telle  que  nous 
l'avons  exposée  (chap.  I«') ,  on  a  pour  but ,  étant  donnés  deux  polynômes 
entiers  par  rapport  à  toutes  les  lettres  et  aux  nombres  particuliers  qui  y 
entrent,  de  trouver  un  troisième  polynôme  de  même  espèce,  qui,  «luZ- 
tiplié  par  le  second,  reproduise  le  premier. 

Mais,  si  l'on  a  deux  polynômes 

Aa?»»  +  Ba?«-*  +  Ca?*-^  +  . . .  +  Ta?  +  D, 

A V  +  Wœ^'  -H  C'a?«-^  + . . .  -f  T'a?  -H  U', 

qui  ne  soient  nécessairement  entiers  que  par  rapport  à  a?,  et  dont  les 

coefl&cients  A,  B,  C. .  «A',  B',  C',. . ,  soient  quelconques,  on  peut 
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se  ptGpoBËT  de  iroêuferun  irûisième  pah^tm ,  de  même  forme  et  de 
même  nature  xpie  les  deux  précédeots», .  jrui^  nuMpliâ  par  le  sicondf 
reproduise  le  premier. 

Le  procédé  povreffeclnercetite  difisianest  analogue  à  celui  de  la 
division  ordinaire;  mais  il  a  cette  différence  que  dans  celle-ci,  îepts^ 
fÊier  terme  de  cha^  dividende  pariiel  doit  être  exactement  divisible 
par  le  premi&r  terme  ^u .^2un«ur/  au  lieu  que,  dans  la^nouvelle  espèce 
dedivision,  on  divise  le  premier  terme  de  chaque  dividende  partiel 
(fi!est-à-dine  ia,  partie  affectée  de  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre 
principale),  par  \le  premier  terme  du  diviseur,  sans  s'inquiéter  si'le 
coefficient  du  (|uotient,  partiel  xorrespmdant  est  entier  ou  fraction- 
naire; et  Ton  continue  Topécation  j'uf^uA^^  que  Von  obtienne  uriquo" 
^t  quiy  multiplié  par  le  ditmeur,  anéanii&se  le  dernier  dividende 
partiel f  auquel  cas  la  division  proposée  est  dite  exacte;  ou  bien,^*ti^ 
Çtt'à  ce  que  Von  parvienne  à  un  reste  déplus  faible  de^ré  que  celui  du 
diviseur,  par  rapport  à  la  lettre  principale ,  auquel  cas  la  division  est 
regardée  comme  impossible,  puisque,  eu  poussant  plus  loin  l'opération, 
on  obtiendrait  des  quotients  renfermant  la  lettre  principale  avec  des 
^^fpotamsiniffatifs ,  oucettem^elettreeii  dénominateur  ;  ce  qui  sérail 
contre  la  mdure  de  laqafistîaii,,  funsquele  quotient  deit  être  demème 
ferme  que  les  polynômes  projposés,  c'est-à-dire  <x»apefié  d'un  nombfe 
^uni^  de  tomes  affectés  à*e%pesBrà&  entkns  ^  p/^itifs, 

I^>mr  distiogiier  les  polynômes  entiers  par  rapport  k  uaeietlare,  œ  par 
exemple,  maâs  dont  les  coefficients  sont  quelconques,  des  polynômes 
<M(^naires,  c'est4-£re  des  polyaomes  entiers  par  rapport  à  toutes  les 
■Itres  et  aux  nombres  particuliers  qui  y  entrât,  nous  conviendrons  de 
désigner  Wprraûaps  sous  la  dénomination  de  fcmcticms  entières  de  x; 
et  nousappdlerons  diâfiseurs  relatifs^  de  .ces  polynômes  d'imtres  fonc- 
tions entières  de  â?  qui  ks  divisent  exactement  dans  le  sens  que  nous 
»«»ns,d'étaWir. 

^»  Il  résulte  de  ces  définitions  que ,  si  une  fonction  entière  a  pomr 
^û^r  relatif  une  autre  ioneticai  entière»  7^  produit  de  ce  diviseur 
P^  «n  foHeur  queiconque,  mdépendaaU  de  la  lettre  prineipak,  est 
^core  un  diviseur  relatif  de  la  première  fonettot^ 

^  tfièt,  sfUf^iasoBS  que  Von  ait 

Soit  K  un  .facteur  quelconque  indépendant  de  j;;  on  a  nécessairement 
Agn^B^,!^ 4U     A'  B'  £'. 

ll(AV«  +  B>-*+'**  "^^O      ^  ^ 
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or ,  le  second  membre  de  celte  identité  est  une  fonction  entière  de  x; 
doncK(A'a;"+B'ar'»-*+. . .)  est  diviseur  relatif  de  Aic«  +  Ba?*—*  +  ... 

Ce  qu'il  fallait  prouver. 

Cela  posé,  nous  allons  d*abord  établir  sur  la  divisibilité  des  fonctions 
entières ,  quelques  principes  analogues  à  ceux  qui  ont  été  démontrés, 
en  Arithmétique,  sur  les  nombres  entiers,  parce  qu'ils  nous  seront  très- 
utiles  dans  la  recbercbe  des  propriétés  relatives  aux  équations. 

232.  Premier  principe.  —  Toute  fonction  entière  i^x  +  q,  du  pre- 
mier degré  en  x ,  qui  divise  exactement  le  produit  A  X  B  de  deux  afh 
très  fonctions  entières,  divise  nécessairement  Vune  d'elles. 

En  efifet,  si  Ton  divise  A  et  B  par  |7a?  +  ^r,  suivant  le  procédé  ordi- 
naire, on  parviendra  à  deux  restes  qui  ne  contiendront  plus  x.  Soient 
Q  et  Q'  les  quotients  de  la  division,  R  et  R'  les  restes,  on  a  les  équa- 
tions identiques 

A=(pa?  +  î)Q  +  R,        B  =(2)a^  +  g)Q'+R', 
lesquelles,  multipliées  membre  à  membre,  donnent 

A  X  B  =  (pa?  +  qy.QQ  +  {px  -i-  q)  (QR'  +  RQ')  +  RR'. 

Or ,  par  bypolhèse ,  A  X  B  est  divisible  par  px  -[-  q;  ainsi  le  second 
membre  doit  se  réduire  à  une  fonction  entière  de  or,  ce  qui  exige 
que  RR'  soit  divisible  par  |7a?  +  q.  Mais  cela  est  impossible,  puisqne 
RR'  est  indépendant  de  x;  donc ,  pour  que  Tégalité  précédente  subsiste^ 
il  faut  que  Ton  ait,  ou  R  =  0,  ou  R'  =  0,  c'est-à-dire  que  A  ou  B 
soit  divisible  par  px  +  q.  C.  Q.  F.  D. 

233.  Conséquence. —  Toute  fonction  entière,  D,  du  premier  degré 
en  X ,  qui  divise  exactement  le  produit  AxBxCxEx  ...dc« 
fonctions  entières,  divise  nécessairement  l'une  de  ces  fonctions. 

Car,  si  D  ne  divise  pas  A,  il  doit  diviser  le  produit  B  x  C  X  E  X  •  >  •  •, 
en  vertu  de  ce  qui  vient  d*être  dit;  s*il  ne  divise  pas  B,  il  doit  divi- 
ser C  x  E  x  ...;  et  ainsi  de  suite.  D*où  Ton  voit  que  D,  ne  divisant 
pas  les  (m — 1)  premiers  facteurs,  doit  du  moins  diviser  le  m^**  facteur. 

On  déduit  de  là,  comme  cas  particulier,  que  D  ne  peut  diviser  A* 
sans  diviser  A  (D  étant  un  diviseur  relatif  du  premier  degré,  et  A  une 
fonction  entière  quelconque). 

234.  Second  principe.  —  Soit  une  fonction  entière  P,  résultant  de 
la  multiplication  d*un  nombre  quelconque  de  fonctions  entières 
P',  P"  P'",  . . .  (dont  quelques-unes  peuvent  être  égales).  Cette  fonC" 
tion  entière  P  ne  saurait  avoir  (n°  232)  pour  diviseurs  relatifs  du  pre- 
mier degré  en  x,  que  ceux  qui  entrent  dans  les  fonctions  P',  P",  P'", .  • . 
ou  (n°  231)  des  produits  de  ces  diviseurs  relatifs  par  des  fadeurs  ivr 
dépendants  de  x* 
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Nons  pouvons  actuellement  passer  à  l'exposition  des  propriétés 
communes  à  toutes  les  équations. 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES   DES  ÉQUATIONS. 

235.  Toute  équation  complète  du  degré  m  (m  étant  un  nombre 
entier  et  positif)  peut ,  par  la  transposition  des  termes  et  après  la  di- 
Tision  des  deux  membres  par  le  coefiScient  de  x"^^  être  ramenée. à  la 
forme. 

a^^  +  Par^-'  +  QiC-^'-f.  ...  +  Ta?+U  =  0; 

P,  Q,  R, . . .  T^  U;  étant  des  coefScients  pris  dans  le  sens  algébrique 
le  plus  général. 

Gela  posé,  Ton  appelle  radne  de  cette  équation  (vot/.  n®  97),  iouU 
expression,  de  quelque  nature  qu'elle  soit,  c'est-à-dire  numérique  ou 
algébrique,  réelle  ou  imaginaire,  qui,  substituée  à  la  place  de  x  dans 
l'équation,  rend  son  premier  membre  égal  à  0. 

236.  Une  équation  pouvant  toujours  être  considérée  comme  la  tra- 
duction algébrique  des  relations  qui  existent  entre  les  données  et  l'in- 
connue d'un  problème^  on  est  conduit  naturellement  à  ce  principe, 
que  TOUTE  ÉQUATION  A  AU  MOINS  UNE  RACINE.  A  la  vérité,  les  con- 
ditions de  l'énoncé  peuvent  être  incompatibles;  mais  alors  on  doit 
supposer  que  l'on  en  serait  averti  par  quelque  symbole  d'absurdité, 
tel  qu'une  formule  renfermant,  comme  opération  nécessaire,  l'extrac- 
tion d'une  racine  de  degré  pair  d'une  quantité  négative;  et  il  n'en 
existerait  pas  moins  une  expression  qui,  mise  à  la  place  de  x  dans 
l'équation ,  y  satisferait.  Nous  admettrons  donc  ce  principe ,  que  nous 
aurons  d'ailleurs  occasion  de  vérifier  par  la  suite,  pour  la  plupart 
des  équations  (*). 

Voici  maintenant  une  nouvelle  proposition  que  l'on  peut  regarder 
comme  la  propriété  fondamentale  de  la  théorie  des  équations. 

237.  Première  propriété.  &' a  est  racine  de  l'équation 

x™  -f  Px">— '+  Qx"*-'  +  • . .  +  U  =  0,  Ze  premier  membre  de  cette 
équation  est  divisible  par  x  —  a  ;  et  réciproquement,  si  un  facteur  de 
la  forme  x  —  a  divise  le  premier  membre  de  la  proposée,  a  est  racine 
de  cette  équation. 

En  effet,  essayons  la  division,  et  voyons  ce  qui  doit  avoir  lieu  quand 

(*)  M.  Canchy  a  donné,  dans  ses  leçons  h  TËcoIe  Polytechnique ,  nne  dëroonstra- 
lion  complète  de  celte  proposition;  mais  nous  ne  la  croyons  pas  de  nature  à  (roarer 
place  dans  les  ^/^mento. 
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on  pousse  Vopération  jusqu'à  ce  que  Texposant  de  x  devienne  0  dans 
le  premier  terme  du  dividende. 

(Cette  opération  est  de  la  nature  de  celle  dont  nous  avons  parlé 
n°  230,  puisque  o,  P,  Q sont  de  nature  quelconque.) 


ar— a 


4-pI      -+-Pfl 


+P| 


+Pa 
+Q 


>••+...  +Q 


+  ... 
H-ï 


Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  manière  dont  s'obtiennent  les  quo- 
tients partiels,  on  reconnaît  d'abord  par  analogie,  et  ensuite  par  un 
moyen  déjà  employé  plusieurs  fois  (n**  31  et  86),  une  loi  de  formai 
lion  pour  les  coefficients  de  ces  divers  quotients;  et  Ton  peut  tion- 
dure,  l*"  qu'on  doit  avoir  m  quotients  partiels^  S''  que  le  coefficient 
du  m'*«'  quotient,  c'est-à-dire  de  aî°,  doit  être 

a—'  4-  Pa— *  +  Q<i— '  4-  ...  4-  T, 
T  étant  k  coefiidcnt  de  rsrantHlsrBÎet  terme  de  k)pffOposée. 

Donc,  en  myltifrfiaBÉ.te  diviacng-ptrice.qttotient^  et  soustngMit  k 
produit  du  ékitèud^^^m  idrtieni  poar  reste 

d-  +  P«— '"  +  Qa— *  4-  , . ..  +  Ta  -+•  D. 

Or,  par  hypothèse,  a  est  racine  de  Téquation  ;  donc  ce  reste  est  ma, 
puisqu'il  n'est  autre  chose  que  le  résultat  delà  substitution  de  a  à  la  place 
de  X  dans  l'équation  ;  ainsi,  la  division  se  fait  exactement. 

Réciproquement,  si  a?  —  a  est  diviseur  exact  de  x"*  +  Pa;'»-"'  -f ..., 
le  reste  a»"  -f-  Pa"^'  + . .  •  doit  être  nul;  ainsi  (n^235)  a  est  racine  de 
l'équation. 

238.  Remarque,  —  En  jetant  les  yeux  sur  le  quotient  de  la  divi- 
sion effectuée  dans  le  numéro  précédent ,  on  aperçoit  pour  les  coeffi- 
cients la  loi  suivante  :  Chaque  coefficient  s'obtient  en  multipliant  cdui 
qui  le  précède  par  la  racine  a  j  et  ajoutant  au  produit  le  coefficient 
de  la  proposée,  qui  occupe  le  même  rang  que  celui  du  terme  qu'on  veut 
obtenir  dans  le  quotient. 

Ainsi,  le  coefficient  du  3*»  terme,  a*  +  Pa  -h  Q ,  est  égal  à 
(  a  -f  P)  a  -f  Q,  ou  au  produit  du  coefficient  précédent  a  -f-  P, 
par  la  racine  a,  augmenté  du  coefficient  Q  du  8*  terme  deh 
proposée. 
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Lecœffieient  du  4"  terme  seri^ 

(  a'  +  Pa  4-  Q)  a  +  R,  ou  a'  +  Pa*  +  Qa  +  R, 

Nous  aurons  quelquefois  besoin  de  rappeler  cette  loi,  qui  d'ailleurs 
est  facile  à  retenir. 

239.  Seconde  propbiété.  —  Toute  équation  à  une  seules  imionnue 
a  autant  de  racines  quiîy  a  d'unités  dans  VexposaM  de.soA  de^riy  ist 
ne  peut  en  avoir  davantage. 

Soit  a?«  +  Pj?«-*  +  QiP'»-^  +  . . .  Ta?  -h  U  =  0 ,  l'équation 
proposée. 

Ptrîsque  (o^  236)  toute  équation  a  au  moins  une  racine,  si  Ton  dé- 
signe par  a  la  racine  que  Téquation  précédente  comporte  nécessaire- 
ment, son  premier  membre  est  (  n*»  237)  éKvi^We  par  «  —  a  ;  et  Ton 
a  l'identité 

a^  +  Pa:«^'4-  .«.  =  (œ — a)  (  a?*-^  4- P'»«-*  4-  ...)...  (1). 
Mais,  en  posant        a?"*-*  +  P'a?™-*  +  ...  =0, 
m  obtiefitiuae  asiEtre  équalion  qui  a  airmoins^  une  racine.  Soit  h  cette 
iacifie,«i  a(Q:»â37) 

«^'  4-  Fa?*-^  +  ...  r={x  —  b)  { îT'"-'  +  Fa?'"-'  +  . . ,), 
égalité  qui ,  multipliée  membre  à  membre  par  l'égalité  (1),  donne 
««-f-P^'»-'  +  . .  .  =  (a?— a)  (a?— 6)  (aî«--'  +  P'a?'»-'4-  . .  •)-•  -(2). 

Raisonnant  sur  le  polynôme  a?^— '  -f-  P'a?"*— '  -H  . . .  comme  ,«ir  Je 
précédent^  on  a  encore 

gm^  +  P'aî«-'  +  . . .  =  (aï— c)  (a?»-'  +  P"'a:»— *  +  - .^), 
égalité  qui,  multipliée  par  Fégalité  (2) ,  donne 
«"'  +  Vx^^  +  . . .  =  (a?— a)  (a?— 6)  (a?— c)  (af-^  4-  ...)•—  (3)^ 

Biemarqnons  siaintienant  que,  ^>aar  efaaque  facteur  du  1^  degré 
en  X,  mis  en  évidence,  le  degré  de  a?  dans  le  polynôme-quotient  dimi- 
Boe  d'une  unité.  Ainsi  ^  lorsqu'on  aura  lait  ressortir  m— 2  facteurs  du 
l*'  degré,  l'exposant  de x  sera  réduit  à w  —  (m  —  2 ), ou  2;  6'est- 
Mire  qu'on  obtiendra  un  polynôme  du  second  degré  en  a;,  qui  (n"  97) 
est  lui-même  décomposable  da&S\le  produit  de  deux  facteurs  du  1^  de- 
gré, (a?— fc)  {x—l).  Or,  comme  on  aura  dçjà, mis  en, évidence  m-— 2 
facteurs  du  1^'  degré ,  il  s'ensuit  que  fioalement  on  a  l'identke 

a?«  +Pa?»— '  4-  ...  =  (a?— a)  (a>— fr)  (a>— c)  .^, .  (a^— fc)  (a;—/), 

^nt  h  setmd  memhn  eii  ieproéhdt  de  m  faelmrs  du  premier  degré 
enx. 

Celaposé,  puîsffie  à  dia^e  dmseur  eu  premier  degré  en  x  corres-^ 
pend  nôcessairoflwnt  {xf  287)  une  racine  de  la  proposée,  il  s'ensuit 
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que  les  m  facteurs  du  premier  degré  œ  —  a,  x  —  6,  x  —  c...  don^ 
nent  pour  la  proposée,  m  racines  a,  b,c ..  >  Donc,  etc. 

Il  résulte  d*ailleurs  évidemment  du  principe  établi  n®  234,  que 
le  polynôme  x^  4-  Pa<*»—^  +  ...  ne  peut  avoir  d'autres  diviseurs  re- 
latifs du  premier  degré,  que  x — a,  x^b,  , . .  x — &,  x — l,  ou  le  pro- 
duit de  Tun  de  ces  diviseurs  relatifs  par  un  facteur  quelconque  indé- 
pendant de  X.  Donc  Téquation  elle-même  ne  peut  avoir  pour  racines 
que  a,  b,  e,  .  .  .  h,  l,  qoi  sont  les  seules  qu'on  puisse  tirer  des 
équations 

X — a  =  0,  X  —  6  =  0,..,  X  —  &  =  0,   a?  — ï  =  0, 
ou  plus  généralement,  des  équations 

M(a?  — a)  =0,  W{x—b)^Oy... 

(M,  M',  M',. . .  étant  des  facteurs  indépendants  de  ar). 

Donc,  enfin,  toute  équation  du  degré  m  a  m  racines,  et  ne  sauraU 
en  avoir  davantage. 

240.  Remarque.  — -  Il  existe  des  équations  qui,  en  apparence,  ad- 
mettent moins  de  racines  qu'il  n'y  a  d'unités  dans  l'exposant  de  leur 
degré.  Ce  sont  celles  dont  le  premier  membre  a  plusieurs  facteurs  égaux  : 
telle  serait  l'équation 

(x  —  aj'fx-^b)'  (X'^c)^(X'-^d)=:0, 

qui  n'a  que  4  racines  différentes,  a,  5^  c,  d,  quoiqu'elle  soit  da 
lO»  degré. 

Il  est  évident  qu'aucune  quantité  a  différente  de  a,  b,  c,  d,  ne  peut 
la  vérifier.  Car  l'existence  de  cette  racine  a  entraînerait  celle  du  divi- 
seur X — a,  dans  le  premier  membre ,  ce  qui  est  impossible  en  vertu  da 
principe  établi  n®  234. 

Mais  la  proposée  n'en  a  pas  moins  10  racines ,  dont  4  sont  égales  à 
a,  3  égales  hb,2  égales  à  c,  et  1  égale  à  d. 

Nous  verrons  par  la  suite  que  ces  sortes  d'équations  sont  plus  faciles 
à  résoudre  que  celles  dont  les  racines  n'ont  entre  elles  aucune  relation 
déterminée. 

241.  Conséquence  de  la  seconde  propriété. 

Lé  premier  membre^  de  toute  équation  du  degré  m  ayant  m  diviseurs 
du  premier  degré ,  de  la  forme 

X  —  a,x  —  6,  a?  —  c,. . .  a?  —  Jfe,  a?  —  ^, 
si  l'on  multiplie  ces  diviseurs  deux  à  deux,  trois  à  trois,. ...  on 
obtiendra  ainsi  autant  de  diviseurs  relatifs  du  second,  du  troisième. . . . 
degré  en   x,  que  l'on  peut  former    de  combinaisons   différentes 
avec  m  quantités  prises  deux  à  deux,  trois  à  trois,...    Or,  ces 
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nombres  de  combinaisoDs  sont^  comme  on  Ta  tu  n^  Ikl,  exprimés 

m— 1  m— 1     m — 2  ,  ,  .       , 

par  m, — - — ,    m  .  — - — . — —  . . . .;  et  les  prodoits  obtenus 

sont  d'ailleurs  (n°  2Zk)  les  seuls  diviseurs  du  même  degré,  quo 
le  premier  membre  de  la  proposée  puisse  avoir,  à  moins  que  Ton 
ne  considère  ensuite  les  produits  de  ces  diviseurs  relatifs  par  des  facteurs 
indépendants  de  œ. 

Ainsi,  la  proposée  renferme  m  .  — ^  diviseurs  du  second  de- 
gré, «i .  — ^ —  .  — - —  diviseurs  du  troisième  degré;  et  ainsi  de 

suite. 
24*2.  Composition  des  équations.  —  Si,  dans  Téquation  identique 
a;m  -I-  Pa?»— *H- . . .  s=  (x — à)  (œ  —  6)  fa?  —  c) . . .  (œ  —  l) , 
on  effectue  la  multiplication  des  m  facteurs  du  second  membre  (voyex 
n°  148),  et  que  Ton  compare,  terme  à  terme,  les  deux  membres,  on 
parviendra  aux  relations  suivantes  entre  les  coefficients  P,  Q,  R, . . .  • 
T,  U,  et  les  racines  a,  h,  c,...k,  l,  de  la  proposée,  savoir  : 

—a — h—c. . . .  —  fc—  Z  =  P,  ou  a+  ô  +  c +  ft  +  Z  =  — P; 

a&  -h  ac  +  ....  +  W  =  Q, 

—  àbc-^  ahd. ...  —  ifcZ  =  R,  ou  aôc  +  abd. . . .  -|-  M  =  —  R; 


±  ahcd. . . .  W  =  U,  ou  abed, . . .  W  =  ±  U. 

(On  a  placé  un  double  signe  dans  la  dernière  relation ,  parce  que 
le  produit  —  a  X  —  b  x  —  c. . .  x  —  ?,  est  +  ou  —  abcd. . .  kl 
suivant  que  Féquation  est  de  degré  pair  ou  impair,) 

Donc,  1°  La  somme  algébrique  des  racines,  prises  en  signes  con-' 
traites,  est  égale  au  coefficient  du  second  terme  ;  ou  bien ,  la  somme 
algébrique  des  racines  elles-mêmes  est  égale  au  coefficient  du  second 
terme  y  pris  en  signe  contraire, 

2°  La  somme  des  produits  deux  à  deux  des  racines,  prises  avec  leurs 
signes  respectifs,  est  égale  au  coefficient  du  troisième  terme, 

3*»  La  somme  des  produits  trois  à  trois  des  racines,  prises  en  signes 
contraires ,  est  égale  au  coefficient  du  quatrième  terme;  ou  bien,  h 
coefficient  du  quatrième  terme,  pris  en  signe  contraire,  est  égal  à  la 
somme  des  produits  trois  à  trois  des  racines  prises,  avec  leurs  signes. 

Et  ainsi  de  suite. 

Enfin,  le  produit  de  toutes  les  racines ,  prises  en  signes  contraires , 
est  égal  au  dernier  terme f  ou  hïeu ,  le  produit  de  toutes  les  racines^ 
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frises  avec  Imr^stgnes  respectifs,  est  égal  au-dnuMer  ItxmêcUl'éqwk' 
tion,  pris  avec  son  signe  si  réquation  est  de  degré  pair^  el  avec  un 
jBfBi» CDîtlratr^ai  Féquation  est  de  degré ioqpair. 

Les  propriétés  démontrées,  d""  98,  pai  rs^tport  aux  éqfHLiiiins  du 
second  degré,  na  sont  que  des  cas  particuliers  de  celles.  qui.vieaneiA 
d^être  établies.  Le  dernier  tepme,  pri&avecjson.signe^  est  égal  au  pro* 
duit  des  racines  elles-mêmes,  parce  que  Téquation  est  de  degré  pais. 

N,  B,  On  a  supposé,  dans  tout  ce  qui  précède,  le  coefficient  du  pre- 
mier tenœ  égala  ruiufté.  S*il  en  était:  antr^nent,  3  faudrait,  arant 
d*établir  les  relations  ci-dessus  entre  les  coefficients  et  les  racines, 
diriseï  toute  TéqiutiQtt.gac.ce  cwcfficieal* 

THÉORIE  COMPLftTB  DU  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR. 

2^3.  En  réfléchissant  sur  les  propriétés  précédentes,  on  aperçoit  une 
très-grande  analogie  entre  la  recherche  des  diviseurs  relatifs  du 
premier  degré  d^tine  fonction  entière  de  œ,  et  la  résolution  d'une 
équation.  En  effet,  il  résulte  de  la  propriété  du  n^  239  que  tout  poly- 
nôme Ax"*  -f  Baï'"— *  +  Ca?'"— •  + . . .  +  Ta?  -f-  U  est  décomposable 
eii;miafiteuis  du 'premier  degré;  en  m;  or,  pour  ebtenir  cette-^d^compou 
sition,  il  suffirait  d'égaler  le  polynôme. à X) et  dft  résoudre  FéqoalioD  par 
rapport  àor;  et  .réciproquement,,  si  l'on  coanaissait  les  facteurs  du  pre» 
mier  degré  en  œ  qui  composent  ce  polynôme,  on  connaîtrait  par  là 
même  les  racines. 

Si  l!on  %  besoin,  de  savoir  résoudre  aae  équatkn  pour  ebCesir  les 
diviseurs  relatifs  d'un  polynôme,  cela  n!estp;is. nécessaire  peur,  obtenir 
ce  qu'on  appelle  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  deuxffme^ 
tions  entières.  Les  analystes  ont  même  tiré  parti  de  cette,  decoière 
question  pour  la  résolution  de  certaines  classes  d'équations.  Ainsi,,  avant 
de  pénétrer  davantage  dans  la  théorie  des  équations,  il  est  nécessaiie 
que  nous  complétions  la  recherche  du  plus  grand  commun  .diviseur;, 
question  qui  n'a  été  qu'ébauchée  dans  le  1^'  chapitre» 

Nous  traiterons  d'abord  le  cas  de  deux  fonctions  entières  de  œ^  après 
quoi  nous  considérerons  celui  où  les.  deux  polynômes  sont  entiers  par 
rapport  à  toutes  les  lettres  et  aux  coefficianlf. 

Du  plus  grand  cammm  dimsur  rdaUf. 

2U.  Le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  àe  deuxfonetimSMltiiies 
de  X  est  le  polynôme  de  plwi  hauÂ  degré  en  .â;^.  qui  divise  à  la  fab.  fes 
deux  polynômes,  propçfiés- 
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Il  résulte  évidamment  de  ceite  définition  fpia,  iors^e  les  deux 
polynômes  ont  été  divisés  par  leur  plus  grand ^onunuii. diviseur,  les 
({uoUfiuts  résultants  ne  doivent  plus  renfermer  aucon  facteur  commun 
en  Xi  car^.s'il  en:  existait  un^  teproduil  ,dexQ. facteur  par  le  diviseur. 
déJà.considéré.serait  de,degré|ilasileTa^.âr.qp6.ce  diviseur,  et  8er«it 
encore  diviseur  relatif  des  deux  polynômes. 

Cela  posé»  soient  d^  i-i  d'^  les^seuls  ftcteufs  du  p^amier  degré  eao;, 
communs  k  deux  Jonctions,  entiènes^  £t  supposons  .que  n,|»,  §,  soient  ka 
exposants  des  puissances,  de  ces  factevs^  comnRues  anx  deu]^  poly*- 
nomes.  Il  est  évident  que  le  produit  ^?,,d.>,  4r«,.est  un  diviseur  relatif 
commun  aux  deux  polynômes*. Je  dîs.de. plu3 que  €*e&t  kw,phis  §rmd 
commun  divUeur;c9i  ilrésulte4fai^inydf|e.ilabliBumésûâ3iSM}aele& 
autres  diviseurs  relatifs  £omnmn&  ne.  peuvent  étra  que  des  comlûnai- 
soQs  2  à  2,  3  à  3,,,.,..  de&  dkerses  puissances. da  d,  4.^  d!'\  donile& 
exposants  ^ntloutau  plus  égaux,  àvt^  p«.§f. 

Nous  pouFon&donc  ^^rv.conuibQt  ^hubiobr  .Bim€iP&,  l^^que^» 
flus  ^rcmd  commun  dwisetur  rehaUf  de  deuœ  f0n€tiûm  mUèret  eHh 
produit  des^lm  hautes  pmssgayaa  de  iaui  les  dwisjmtê^  dH^emiest 
de^é  m  x^yCammunesaiw.dmiJc^,pdyinomesi2?  q^e  tûtkt  divk9ui^, 
relatif  commun  A  deuas:  foncUom  erUièrêg^  dmm  fiicesmimmeMi .  /«ter 
flus  grandxommundmsHir  rdaàf. 

Ns  &.  On  pourcait  encore  fonner  une  infinité,  de  dliviseurarektifs 
communs,  demém«  degré  que  d"^  x  d'^  x  d'nxxms  oe«9ra*(  (a®  S31) 
eajBuilipliant.celuHU  par  des  facteurs  iad^enddof(»fdftunb 

2AS<.âKCûNnfPftiKCU>£.*—  Xi^  film  g^and^iamaÊMndwiseuriirilaiifMe^. 
dmaf mations,  eniières.  est. le  méme^^^e<4ielui  qm^emste^entre^iepoly'^ 
nome  de  plus  faible  d40fi.et,le  reste  de  lewrdmsims^  mp  du.momsi, 
n'm  diffère  que  par  uxafaclew:  indépetLdmtde.s. 

£n  effet»  soient  A  et  «B. les  4euxpoljnomefi^^.  I>> lent  phift  grani; 
commun  diviseur  relatif,  Q  le  quotient,  R  le  reste  de  leur^vJaia&>Q! 
la  plu&  grand  commun.'diviseur  jelatif  de  B  et  cki  Rroa  a  régafità 

d^kTon  dédnit',  ea^Msmt*  successivement  par  9  et  If, 
A     BQ     R  A      BQ     R 

D^abord,  D.itant  diviseur  relatif  de  A  et.dft.  R,  .jl  s*ensuii.ipi0. 

A     BO 

g^~  ^ontdes  fèncifens  entière»  de  a^  ainsi,  îî  doit  en  êlre  de 

R 

même  de  —•  c'esl-l-diire  que  D  est  diviseur  relatif  de  ff  et  de  R.. 
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Donc,  d'après  le  premier  principe,  D  doit  diviser  D'  qui  est  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  B  et  R. 

De  même,  D',  diviseur  relatif  de  B  et  de  R,  l'est  aussi  de  BQ  et 
de  R,  et  par  conséquent  de  BQ  +  R,  ou  de  A.  Ainsi,  D',  diviseur 
relatif  de  A  et  de  B,  doit  diviser  D,  qui  est  le  plus  grand  commun  divi- 
seur entre  A  et  B. 

Les  deux  polynômes  D  et  D"  sont  donc  réciproquement  divisibles 
l'un  par  l'autre,  ce  qui  exige  qu'ils  soient  de  même  degré,  et  par  con- 
séquent (n**  2kk)  qu'ils  soient  identiques  ou  ne  diffèrent  l'un  de  l'autre 
que  par  un  facteur  indépendant  de  œ. 

2^6.  De  ces  deux  principes  résulte  le  procédé  suivant  pour  trouver  le 
plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  deux  fonctions  entières  : 
'  Divisez  le  polynôme  déplus  haut  degré  en  xpar  le  second;  si  la  di- 
vision se  fait  exactement,  le  second  polynôme  est  le  p,  g,  c,  d,  cherché. 
Si  vous  obtenez  un  reste,  divisez  le  second  polynôme  par  le  reste;  en 
supposant  que  cette  division  se  fasse  exactement,  le  reste  est  lep,  g.c.  d. 
entre  ce  reste  lui-même  et  le  second  polynôme,  et  par  conséquent 
aussi  entre  les  deux  polynômes  proposés.  Si  vous  obtenez  un  second 
reste,  divisez  le  premier  reste  par  le  second,  et  continuez  ainsi  l'opéra-' 
tion  jusqu'à  ce  que  vous  parveniez  à  un  reste  qui  divise  exactement  le 
reste  précédent,  etquiseia  alors  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

Lorsque,  en  appliquant  le  procédé  ci-dessus,  on  parvient  à  un  reste 
indépendant  àex,  on  peut  conclure  que  ces  deux  polynômes  proposés 
sont  premiers  entre  eux,  en  ce  sens  qu'ils  n'admettent  aucun  diviseur 
commun  en  x  ;  car  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  divisant  (n^'Stô) 
le  reste  de  chaque  division ,  devrait  aussi  diviser  le  reste  indépendant 
de  X  auquel  on  est  parvenu ,  ce  qui  est  impossible. 

Nous  verrons  (n"*  259)  les  modifications  que  l'on  peut ,  dans  la  pra- 
tique, apporter  à  ce  procédé,  lorsqu'on  l'applique  à  une  certaine  classe 
de  polynômes. 

247.  Soit  maintenant  à  déterminer  le  plus  grand  commun  diviseur 
relatif  de  plusieurs  fonctions  entières  A,  B,  C,  £. . . 

Appelons  D  le  p.  g.  c.  d.  entre  A  et  B,  D' le  p.  g.  c.  d.  entre  D  et 
C;  je  dis  que  D'  est  aussi  le  p.  g.  c.  d.  de  A,  B,  C. 

En  effet,  le  p.  g,  c.  d.  de  A,  B,  C,  devant  diviser  A  et  B,  divise 
leur  p.  g.  c.  d,  D;  d'ailleurs,  il  divise  aussi  C  ;  ainsi  il  doit  diviser  D', 
qui  est  le  p.  g.  c.  d.  de  D  et  de  C  ;  il  ne  peut  donc  êlre  d'un  degré  plus 
élevé  que  D'.  Mais  D'  est  évidemment  commun  aux  trois  polynômes 
A,  B,  C  ;  donc  enfin ,  D'  est  leur  p.  g.  c.  d. 

On  prouverait  d'une  manière  analogue,  que  le  p.  g.  c.  d. D'entre 
D'  et  E,  est  le  p.  g.  c.  d.  entre  A,  B,  C ,  £;  et  ainsi  de  suite. 
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N*  B,  Dans  les  applications,  on  commence  par  chercher  le  p.  g.  c.  d. 
entre  les  deux  polynômes  de  plus  faible  degré,  puis  entre  celui  qu'on  a 
ainsi  obtenu  et  le  troisième  polynôme  le  plus  simple ,  etc. 

248.  En  résumant  les  règles  précédentes,  on  voit  que,  par  une  suite 
de  divisions  algébriques,  on  peut  toujours  obtenir  le  plus  grand' commun 
diviseur  relatif  entre  deux  ou  plusieurs  polynômes  en  x ,  quelle  que  soit  * 
la  nature  des  coefficients  des  diverses,  puissances  de  cette  lettre  principale. 

On  peut  encore  remarquer  que,  toutes  les  fois  qu'on  opère  sur  des 
polynômes  rationnels,  c'est-à-dire  sur  des  polynômes  qui  ne  renferment 
aucun  signe  d'extraction  de  racine^  l'application  du  procédé  conduit  à 
des  quotients  et  des  restes  qui  peuvent  être  entiers  ou  fractionnaires, 
mais  qui  sont  essentiellement  rationnels.  Ainsi  le  plus  grand  commun  divi- 
seur relatif  auquel  on  parvient  par  ce  procédé,  ne  peut  être  que 
rationnel 

Su  plus  grand  commun  diviseur  algébrique  ordinaire, 

249.  Les  polynômes  que  nous  allons  maintenant  considérer  seront 
uela  nature  de  ceux  sur  lesquels  nous  avons  opéré  dans  le  premier 
chapitre,  et  nous  les  appellerons  des  polynômes  rationnels  et  entiers, 
parce  que  leur  caractère  consiste  en  ce  que,  composés  d'un  nombre 
limité  de  termes,  comme  les  fonctions  entières,  ils  ne  renferment  dans 
leur  expression  aucun  des  deux  signes  de  la  division  ou  de  l'extraction 
des  racines;  c'est-à-dire  que  les  coefficients  numériques  ou  algébriques 
sont  entiers,  et  qu'il  n'entre  dans  ces  polynômes  que  des  exposants 
allers  et  positifs  pour  toutes  les  lettres. 

Un  polynôme  rationnel  et  entier  est  dit  facteur  ou  diviseur  d'un 
second  polynôme  de  même  nature,  lorsqn^il  existe  un  troisième  polynôme 
rationnel  et  entier  qui,  multiplié  par  le  premier,  peut  reproduire  le 
second;  et  c'est  par  le  procédé  de  la  division  algébrique  ordinaire  qu'on 
reconnaît  si  le  premier  polynôme  est  facteur  du  second. 

Tout  polynôme  rationnel  et  entier  est  dit  premier,  lorsqu'il  n'a  pas 
d  autre  diviseur  rationnel  et  entier  que  lui-même  et  lunité  qui  est  di- 
viseur de  toute  quantité  entière;  et  deux  polynômes  rationnels  et  entiers 
sont  dits  PREMIERS  ENTRE  EUX,  lorsqu'ils  n'admettent  d'autre  facteur 
commun ,  rationnel  et  entier,  que  l'unité. 

250  Ces  définitions  étant  bien  comprises,  nous  regarderons  comme 
Remontrée  la  proposition  suivante  (*)  :  Tout  polynôme  premier  P  (ra- 
^lOîiNEL  ET  entier)  qui  divise  exactement  le  produit  A xB,  de  deux 

(  )  Voyez ,  pour  la  démonstration;  la  note  qai  est  à  la  fin  du  8'  chapitre. 
^ourd,  Alg.  1^ 

Digitized  by  VjOOQIC 


342  THEORIE  CXmHÉ^SE 

autres  polynômes  ratiomtéB  et  mUiers^  doit  nécessairement  cU^erMwa 
deices  polynômes;  et  voici  les  coaséqncnoes  .qu!on4)eut  en.tker  : 

Pbemièrement.  Concevons  qu'xn  fraftyiioine  vaiioimsl  et  eolier  A 
soit  déjà  décomposé  cbois  le  produit  de  plusieura  facteurs  premifira, 
numériques  ou  algébriques,  mm  jrwtionneh  et  enikrs,^eiq}»V0Di  ait 

A  =  p.F.r;p' P(») 

(plusieuEsde  ces iacteurs^pi:enûjecs>pouArant.étce légaux ^^Ure eux). 

Il  résulte  de  la  prqposition  ipii  nrient  4*<âtEe  éaoncée^.qu;  aucun  pdj- 
nwne  premier  p,  difféeent  de  P,PVP%-.JP(")„.ne^peut, diviser  A;  car, 
pour  diviser  A,  il  faut  quep  diviseP  x  .P'F..*-  J^(");  or,  s'il  est 
différent  de  P,il  ne  peut  le . diviser ^uiaque.P.fiStjunemier),£t  il  doil 
par  conséquent  aviser  P'  P\  ... .  .P^('»).  Par  Ja  même  raison,  jsi  ^  est 
différent  de  P',  il  doit  diviser  F  P''. . . .  P("),  et  ainsi  de  suite;  d'où 
l'on  conclurait  que  p  doit  être  égal  au  dernier  facteur  P('»),  ce  qui  est 
contre  Thypothèse. 

Ainsi,  les  seuls  facteurs  rationnels  et  entiers  que  A  puisse  renfermer, 
sont  les  facteurs  P^  P',  P',  . .  .P('î) ,  dam  lesquels  A  est  déjà  décamn- 
posé  y  ou  les  produits  de  ces  facteurs  deux  à  deux ,  trois  octrois,  etc. 

251.  SEC0NDEMEi!<rr.  Soient  A  et  B  deux  polynômes  rationnels  et 
entiers,  D  leur  plus  grand  commun  diviseur,  c'est-à-dire  (n'*.34)  lepo' 
lynome  le  plus  grand  par  rapport  aux  exposais  et  aux  coe^ciente, 
qui  divise  exactement  les  deux  polynômes  donnés.  Si  Ton  désigne  par 
A'  et  B'  les  quotients  respectifs  de  leur  division  par  D ,  on  a  (même 
numéro)  A  =  A'B,  B  =  B'D,  A'  et  B'  étant  j^remi^^  entre  eux. 

Cela  posé,  tout  diviseur  premier  d,  commun  aux  deux  polynômes^ 
ne  pouvant  diviser  en  même  temps  A'  et  B',  doil,  en  vertu  de  la  propo- 
sition fondamentale  (n*'  250) ,  diviser  D.  B  est  d'ailleurs  évident  que 
tout  facteur  premier  p  qui  divise  A  sans  diviser  B^  ou  réciproquement 
ne  saurait  diviser  D. 

Donc,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  rationneù 
et  entiers  contient,  comme  facteurs ,  tous  les  diviseurs jparticuUerscon^ 
muns  aux  deux  polynômes ,  et  ne  peut  renfermer  d'autres  facteurs. 

C'est  le  premier  principe  du  numéro  35  cliqué  à  deux  polynômes 
rationnels  et  entiers. 

252.  Troisièmement.  Soient  A  et  B  deux  polynômes  rationneb  et 
entiers;  c?,  rf',  d',. . .  des  facteurs  premiers  (rationnels  et  entiers)  orai- 
muns  aux  deux  polynômes;  n,  j?,  g, .  • ,  les  exposants  des  puissances d^ 
ces  facteurs ,  communes  aux  deux  polynômes  ;  et  supposons  ,pour  fîxerles 
idées,  que  ces  facteurs  soient  au  nombre  de  quatre.  On  a  les  deux  égalités 

A==:  d".  d'p.  âCs.  d''^^  A',  B^,d\£p^J'K,dr'^^  B; 
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A'  et  B'  étant  premiers  entre  eux,  car  s*il  en  était  autremeirt ,  c-est  que 
Ton  n'aurait  pas  mis  en  évidence  tous  les  facteurs  premiers  communs. 
Cela  posé,  je  dis  que  Ton  a,  en  désignant  par  D  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  entre  A  et  B, 

En  effet,  îl  est  évident  d'abord  que  ce  produit  d'*  .^d[>.  éf^.df"''  ^t  divi- 
seur commun  des  deux  polynômes.  De  pkis ,  c'est  Je  plus  grmâ  qu'on 
puisse  obtenir ,  puisque  (n**  250)  les  autres  facteurs  ne  peuvent  être 
que  les  produits,  2  à  2,  3  à  3. ..  des  diverses  puissances  de  d,  cf,  d',  cT, 
dont  les  exposants  sont  tout  au  pkn  égaux  à  a^|J!,  9,  r.  (C'est  la  :même 
proposition  démontrée  numéro  244  pour  le  plus  grand  commuii  divi- 
seur relatif.) 

n  résulte  de  là  que  dtnx  polynômes  rationnels  et  entiers  ne  peuvent 
avoir  qu'un  seulplus  grand  commun  diviseur,  c'est4*dire  un  seul  divi- 
seur commun  dans  lequel  les  coefficients  et  les  eisposavits  soient  les  plus 
grands  possibles,  tandis  que  deux  fonctions  entières  ont  une  infinité  de. 
plus  grands  communs  diviseurs  relatifs  (n®  244). 

Quatrièmement.  Onpeut,sdJiS  aucun  inconvénient,  titlroifutr^  on 
supprimer  y  dans  Vun  des  polynômes  A  ouB,  tel  fadeur  rationnel  et  «n- 
tier  que  l'on  juge  à  propos  y  pourtm  que  ce  facteur  ne  se  trouve  pa9 
déjà  dans  Vautrf  polynôme.  Car  il  est  évident  que  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  entre  les  deux  nouveaux  polynômes  reste  le  même  qu'en- 
tré les  polynômes  prq[)0sés,  puisqu'il^dolt  se  composer  des  mêmes 
facteurs. 

254.  Cinquièmement.  Passons  à  la  démonstration  du  second  principe 
établi  numéro  35. 

Observons  d'abord  que  les  deux  polynômes  A  et  B  peuvent  toujours 
être  supposés  tels  qu'après  les  avoir  ordonnés  par  rapport  à  une  de  leurs 
lettres  communes,  a ,  et  avoir  divisé  le  polynôme  de  plus  baut  degré, 
A  par  exemple,  par  le  second  B,  on  ait  obtenu  un  quotient  entier  et  un 
reste  de  même  nature ,  dans  lequel  le  plus  baut  exposant  de  a  soit 
moindre  que  celui  du  diviseur. 

En  effet ,  pour  que,  dans  chacune  des  opérations  partielles,  le  quo- 
tient soit  fractionnaire ,  il  faut  que  le  coefficient  du  premier  terme  de 
chaque  dividende  partiel  ne  soit  pas  exactement  divisible  par  le  coeffi- 
cient du  premier  terme  du  diviseur;  et  alors  le  dénominateur  du  quo- 
tient partiel  est  ce  dernier  coefficient  lui-même,  ou  l'un  des  facteurs 
de  ce  coefficient.  Or,  il  peut  se  présenter  trois  cas  :  ou  ce  coefficient 
divise  en  même  temps  les  coefficients  des  autres  puissances  de  a  qui 
entrent  dans  le  diviseur;  ou  il  a  des  facteurs  cammuiis  avec  tous  ces 
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coefficients  ;  ou  bien  il  a  avec  quelques-uns  seulement  des  facteurs  com- 
muns qui  n'entrent  pas  dans  les  autres.  (On  dit,  dans  ce  dernier  cas, 
que  tous  les  coefficients  sont  premiers  entre  eux.) 

Dans  les  deux  premiers^  B  contiendrait  comme  facteur  ce  coefficient, 
ou  Tun  des  facteurs  de  ce  coefficient;  et  ce  facteur  ne  se  trouvant  pas 
dans  le  dividende^  il  ne  saurait  (n*"  251)  faire  partie  du  plus  grand  com- 
mun diviseur  entre  A  et  B.  Ainsi  (n*  2S3)  on  pourrait  le  supprimer 
d'avance  dans  B  ;  etla  question  seraitramenée  à  rechercher  le  plusgrand 
commun  diviseur  entre  A  et  le  résultat  B'  provenant  de  la  suppression 
de  ce  facteur. 

Dans  le  troisième  cas,  on  pourrait  multiplier  le  dividende  A  par  le 
multiple  le  plus  simple  des  dénominateurs  des  quotients  fractionnaires 
<^tenus,  lequel  multiple  serait  nécessairement  premier  avec  B.  Le  pro- 
duit de  A  par  ce  multiple  ayant  (n*"  253)  avec  B  le  même  plus  grand 
commun  diviseur  que  celui  qui  existe  entre  A  et  B^  on  pourrait  alors 
opérer  sur  ce  produit  A'  et  sur  B,  comme  sur  les  deux  polynômes  pri- 
mitifs; et  Ton  serait  alors  certain  d'avoir  des  quotients  entiers. 

Nous  pouvons  donc  admettre  à  priori  que  les  polynômes  A  et  B 
satisfassent  à  la  condition  ci-dessus  énoncée. 

Cela  posé ,  je  dis  que  le  p.  g.  c.  d.  entre  A  e^  B  est  le  même  que  le 
p.  g.  c.  d.v  entre  B  e^  R ,  R  désignant  le  reste  de  leur  division  poussée 
jusqu'à  ce  que  le  reste  soit  de  degré  moindre  que  B  paie  rapport  à  la 
lettre  principale  a. 

En  effet,  soient  D  le  p.  g.  c.  d.  entre  A  et  B,  D' le  p.  g.  c.  d.  entre  " 
B  et  R;  on  a  l'égalité 

A  =  B  X  Q  +  R 

^  (Q  et  R  étant  des  polynômes  entiers)  ;  d'où,  divisant  d'abord  par  D 
et  ensuite  par  D', 

A     BxQ     R  A      BxQ . R 

D         D     "^D'  D'""     D     "^D" 

Ces  deux  dernières  égalités  prouvent ,  1°  que  D  divisant  A,  B,  et  par 
conséquent  B  x  Q9  divise  aussi  R;  ainsi  D,  diviseur  commun  de  B,  R, 
divise  (n°  251)  D'  qui  est  le  p.  g.  c.  d,  de  B  et  de  R.    , 

2*»  Que  D' divisant  R,  B,  et  par  conséquent  BxQ,  divise  aussi  A; 
ainsi  D',  diviseur  commun  de  A,  B,  divise  D  qui  est  le  p.  g.  c.  (2. 
entre  A  et  B. 

Puisque  D  et  D',  divisés  réciproquement  l'un  par  l'autre ,  doivent 
donner  un  quotient  entier,  ce  quotient  ne  peut  être  que  l'unité;  et  Ton  a 

D  =  D C  .q.f.d. 
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255.  Il  nous  reste  encore  à  faire  une  remarque  propre  k  nous  gui- 
der dans  la  question  qui  nous  occupe. 

Soit  A  un  polynôme  rationnel  et  entier  que  nous  supposons  ordonné 
par  rapport  à  l'une  des  lettres  qui  y  entrent ,  a  par  exemple. 

Si  ce  polynôme  n*est  pas  premier  (n®  249),  c'est-à-dire  s'il  est  dé— 
composable  en  facteurs  rationnels  et  entiers,  il  peut  être  regardé  comme 
fe  produit  de  trois  facteurs  principaux ,  savoir  : 

1"*  D'tin  monôme  Ai,  commun  à  tous  les  termes  de  A  (ce  facteur  se 
compose  du  plus  grand  commun  diviseur  qui  existe  entre  tous  les  coef- 
ficients numériques,  multiplié  par  le  produit  des  facteurs  littéraux  com- 
muns à  tous  les  termes)  ; 

2®  Vun polynôme  A»  indépendant  de  a,  lequel  doit'(n^  30)  se  trou- 
ver facteur  commun  à  tous  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  a, 
dans  les  polynômes  ordonnés; 

3"*  Jïun  polynôme  As  dépendant  de  a,  et  dans  lequel  les  coefficients 
des  diverses  puissances  de  a  sont  premiers  entre  eux  {n^  254),  en  sorte 
que  l'on  a 

A  s=  A»   X  A*  X  As. 

Quelquefois ,  l'un  des  facteurs  Ai,  Aa ,  ou  tons  les  deux,  se  rédui- 
sent à  l'unité;  mais,  du  moins,  telle  est  la  forme  la  plus  générale  d'un 
polynôme  rationnel  et  entier  ordonné  par  rapport  à  a. 

Il  résulte  de  là  que ,  quand  il  existe  un  plus  grand  commun  diviseur 
D  entre  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  A  et  B ,  on  a  également 

D  =   D.    .   Da    .    Da; 

D»  désignant  le  plus  grand  facteur  monôme  commun,  D>  le  plus  grand 
facteur  polynôme  indépendant  d'une  lettre  commun  a,  et  Ds  le  plus 
grand  facteur  polynôme  dépendant  de  cette  lettre. 

Voici  d'ailleurs  le  moyen  d'obtenir  D*  : 

On  cherche  d'abord  le  facteur  monôme  Ai  commun  à  tous  les  ter-^ 
mes  de  A.  Ce  facteur  est  en  général  composé  de  facteurs  littéraux  qui 
se  découvrent  à  la  simple  inspection  des  termes,  puis  d'un  coefficient 
numérique  que  l'on  obtient  en  appliquant  aux  divers  coefficients  nur- 
mériques  de  A  le  procédé  établi  en  Arithmétique  (n*"  156)  pour  trouver 
le  p.  g.  c.  d.  entre  plusieurs  nombres  à  la  fois. 

On  cherche  de  même  le  facteur  monôme  Bt  commun  à  tous  les  termes 
de  B;  puis  on  détermine  le  plus  grand  facteur  de  D«  commun  à  A» 
elàB.. 

Ce  facteur  Dt  est  mis  à  part,  comme  formant  la  première  partie  du 
commun  diviseur  cherché.  On  supprime  d! ailleurs  les  facteurs  A  i  et 
B'  dans  les  deux  polynômes  proposés;  et  la  question  est  ramenée  à 
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dieroher  le  p.  g.  c.  d».eatra  deux  ncnnreaHx  polynômes  A/  et  B^â9)ar- 
rassés  de  tout  facteur  monôme.  C'est  dano  à  deux  polynômes  de  oslte 
tspèce  qu'il  couplent  d's^liqaer  le  praeédè  dont  nous  dkms  dom»er  le 
développ^nent. 

Procédé  du  plus  grand  commun  diviseur. 


256.  Il  peut  se  présenter  plusknrs  cmonstaorn,  eu  égard  an  i 
bre  des  lettres  qne  A'  et  F  renfermait. 

l»  A'  BT  B'  NB  RBmniiiiiinîQe'viiB.mTLB  cEvnn*  a; 

Si  Ton  (srdonae  A'  et  B'  par  rapport  à  a,  les  coefficients  seitKHt  o^ 
cessairemen t  j>remter#  entre  euâ?^  puisqu'ils  sont  namériqin»  et  qu'on  a 
déjà  retiré  les  facteuns  monômes^.  Ainsi.,  dans*  eo'  cas,  il  n'y  a  lieu  à 
rechercher  que  le  plus  grand}  foekov  comnnn  dépeMbuftdea^  samik, 
D3  (no  255). 

Pour  l'Obtenir,  on  commenoe  (n*  254)  par  préparer  le  polynôme  de 
plus  haut  degré,  de  manière  <pe  so»  premeer  teime  soit  exactement 
divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur.  Cette  préparation  consiste  à 
multiplier  tout  le  dividende  par  le  coeffident  du  premier  terme  du  divi- 
geur,  ou  par  un  facteur  de  ce  coefficient,  ou  (n^  36)  par  unceertaine 
puissance  de  ce  coefficient,  afin  de  pouvoir  exécuter  plusieurs  opénh- 
tions  de  suite  sans  de  nouvelles  prépaurations. 

On  effectue  alors  la  division  ;  et  Von  pousse  t opération  jusqu* à  ce 
qu'on  obtienne  un  reste  déplus  faible  degré  que  le  polynôme  qui  aseni 
de  diviseur. 

On  cherche  si,  entre  les  tbefftcients  de  ce  reste  (qui  ne4>euyent  être 
que  des  nombres),  il  n'existerait  pas*  un*  facteur  eommuwq$^<mmufmt 
Moin  de  supprimer,  coDune  ne  pouvant  faire  partie  da  p.  g.  c.  ë.  du»r- 
cbé;  après  quoi,  Von  opère  sur  le  settmd  pehjtneme  et  smlereete, 
comme  on  a  opéré  sur  les  deuspoi^nomesA'  etB'. 

On  continue  cette  série  d'opérations  jusqu'à  ce  que  Fon  smtpeEnjenu 
àun  reste  diviseur  exaet  du  reste  précédent^. SiBqaeà  oaftcerestte  diviseur 
est  le  p.  g.  c.  d.  Ds  qui  existe  entre  A'et  B';  et  D>  x  D^  eaq^ime 
alors  le  p.  g.  c.  d.  entre  A  et  B^  ou  bien ,  jusqu'à  ce  qu'on  tromom  «m 
reste  indépendant  de  a^  c'est-à-dire  mim^'gtM;  et  o'esC  un  sig^  oertain 
que  les  deux  polynômes  A'  et  B'  sont  premiers  entre  eu9, 

2®   A'  ET  B'  RENFERMANT  DEUX  LETTRES  a  Ct  6. 

Après  avoir  ordonné  ces  polynômes  par  rapporta  a,  il  £B«td*8â)ord 
procéder  à  la  recherche  du  facteur  polynôme  D»  indépendant  d»  a 
(n-aSS). 

Pour  cela,  on  détermine  d'abord  lephis  grand  commun  diviseur  Am 
entre  tous  les  coefficients  des  diverses  j^issances  de  a  dans  lepolgnome 
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A'»  Ce  commun  divisear  s'obtient  en  appliquant  le  procédé  (n""  24p7) 
relatif  à  la  recherche  du  p.  g.  c  d.  entre  plosieins  polynomti  à  1»  fbis , 
ainsi  que  la  règle  qui  a  été  établie  dans  le  cas  précédent ,  puisque  ces 
coefficients  ne  renferment  que  la  seule  lettre  5.  On  détermine  de  même 
le  plus  grand  commun  dmêeusr  B^^  entrer  tom  les  eoefiicients  de  B'.  Com- 
parant ensuite  Â  «  et  B» ,  on  met  à  part  leur  plus  grand  commun  âm- 
seur  Da,  comme  faisant  partie  du^p.  g.  c;  d.  cherehé  ;  et  Von  supprime 
d'ailleurs  les  facteur» A^  etB»  dam  A'  etB';  ce  qui  donne  lieu  à  deux 
nouveaux  polynômes  A'  et  B'  dont  ks  coefficients  sent  premiers  entre 
eux,  et  auxquels  on  peut  par  conséquent  appliquer  ce  qni  a  été  dit  dans 
le  premier  cas. 

Toutefois,  il  faut  avoir  smn y  pour  chaque  reste,  de  s'assurer  si  les 
eoeffleients  des  diverses  pmssimees  de  la  letêre  a  ne  renferment  pas  un 
facteur  commun f  qu'on  supprimerait  alors  comme  étant  étranger  au 
commun  diviseur.  Nonsavonsdéjà  fait  voir  (n'^dS)  que  ces  suppressions 
sont  absolument  indispensables. 

On  obtient  ainsi  pour  A'  et  B"  le  comnran  diviseur  Dj  ;  et  pour  les 
deux  polynômes.  A.  et.  B,  le  p.  g«  c.  d.  estDi  x  Ba  x  D^. 

iV.  B.  En  appliquant  à  A'  et  B'  le  procédé  indiqué  dans  le  premier 
cas,  on  reconnaît  encore  que  ces  deux  polynômes  sont  premier*  entre  eux 
à  ce  signe,  qu'on  obtient  un  reste,  soit  numérique,  soit  fonction  de  b, 
mais  indépendant  de  a.  Alors  A  et  B  n*ont  pour  p.  g.  c.  d.  que  Di  x  Ba . 

3°  A'  et  B'  RENFERMANT  TROISXETTRBS  a,  6,  C, 

Les  deux  polynômes  étant  ordonnés  par  rapport  à  a,  ondétermine 
d'abord  le  p,  g.  c.  d^  indépendant  de  a,  de  qulse  fait  en  appliquant  aux 
coefficients  des  diverses  puissances  de  a,  dans  les  deux  polynômes,  le 
procédé  du  n°  2k7  et  la  règle  du  second  cas,  puisque  ces  coefficients 
polynômes  ne  renferment  que  les^deux  lettres  b,  c. 

Le  polynôme  indépendant  D»  étant  ainsi  mis  en  évidence,  et  les  fac- 
teurs Aa  e<  Ba  qui  l'ont  donné  y  étant  supprimés  dans  A'  et  B',  il  en  ré- 
sulte deux  polynômes  A'  et  B'  dont  les  coefficients  sont  premiers  entre 
eux,  et  auxquels  on  peut  par  conséquent  appliquer  ce  qui  a  été  dit  dans 
les  deux  cas  précédents. 

Et  ainsi  de  siûte. 

Nous  engageons*  les  jeunes*  gens  à  se  pénétrer  du  procédé  que  nous 
venons  d'établir,  et  à  tâcher  d'en  bien  saisir  l'esprit. 

Nous  allons  en  faire  l'applicatioftà  quelques  exemples. 

2S7%  Soient  les  deux»  poljjmmnes 

a*(p  _  c»eP  -^  aV  +  c*  et  ka*d  —  ^ac^  +  2c^  —  kacd. 
Le  second  polynôme  est  le  seul  qui  renferme  un  facteur  monôme  : 
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ce  facteur  est  2.  En  le  supprimant  et  ordonnant  par  rapport  à  rf,  on 
obtient  les  deux  nouvelles  expressions 

(a*  —  c*)  d*  —  a'c*  +  c*  et  {2a»  —  2ac)  d—ac"  -h  o\ 

Il  faut  d*abord  procéder  à  la  recherche  du  commun  diviseur  indépen- 
dant dé  la  lettre  d. 

Or,  si  Ton  considère  les  coeflRcienls  a'  —  c*  et  —  oV  +  c\  du  pre- 
mier polynôme,  on  observe  que  —  aV  +  c*  peut  se  mettre  sous  la 
forme  —  c*  (a*  —  c^)  ;  d*où  Ton  voit  que  a'  —  c'  est  facteur  commun 
entre  les  deux  coefficients  du  premier  pol jnome.  De  même ,  les  coeffi- 
cients du  second,  2a*  —  2ac  et  —  ac*-\-c^,  reviennent  à  2a  (a  —  c)  et 
— c*  (a —  c);  donc  a  —  c  est  facteur  commun  entre  ces  coefficients. 

Comparons  maintenant  les  deux  facteurs  o'  —  c*  et  a  —  c.  Gomme 
ce  dernier  divise  Tautre,  il  s'ensuit  que  a  —  c  est  un  facteur  commun 
aux  deux  polynômes  proposés;  et  cesi  le  plus  grand  diviseur  indépenr 
dant  de  d. 

Supprimons  d'ailleurs  a*  —  c*  dans  le  premier  polynôme,  et  a  —  e 
dans  le  second;  on  obtient  pour  les  résultats  de  cette  suppression  d* — <? 
et  2ad  —  c',  polynômes  auxquels  il  faut  appliquer  le  procédé  ordinaire* 


d*- 

ka*cP- 

-c» 
-4aV 

- 

2ad  —  c' 
2ad  +  (? 

+  2(«!'d- 

-  4o  V 

—  4.0V  +  c» 

Explication. — ^Aprés  avoir  multiplié  le  dividende  par  4a^ ,  et  effectué 
deux  divisions  consécutives,  on  obtient  pour  reste  —  4a'c*  +  c*,  poly- 
nôme indépendant  de  la  lettre  principale  d;  donc,  les  deux  polynômes 
d'  —  c*  et  2ad  —  c*  sont  premiers  entre  eux.  Ainsi  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  des  polynômes  proposés  est  a  —  c. 

Reprenons  le  même  exemple  en  ordonnant  par  rapport  à  a;  il 
vient,  après  la  suppression  du  facteur  2  dans  le  second  polynôme, 

(d*  —  c')  a*  — cV  +  c*   et    2da»  —  {2cd  -f  r)  a  +  c\ 

En  jetant  les  yeux  sur  le  second  polynôme,  on  reconnaît  facilement 
que  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  a  sont  premiers  entre  eux. 
Quant  au  premier  polynôme ,  on  observe  que  le  coefficient, — c*d*  -h  c*, 
du  second  terme  ou  de  a^,  revient  à  —  c*  (d*  —  c')  ;  d'oii  il  suit  que 
d* — c*  est  facteur  commun  aux  deux  coefficients;  et  comme  ce  facteur 
n'entre  pas  dans  le  second  polynôme,  on  peut  le  supprimer  dans  le  pre- 
mier sans  en  tenir  aucun  compte,  comme  ne  faisant  pas  partie  du 
commun  diviseur. 

Digitized  by  VjOOQIC 


DU  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUB.  349 

Opérant  cette  suppression,  et  prenant  le  second  polynôme  pour  dl- 
yidende,  le  premier  pour  diviseur  (afin  d*é?iter  la  préparation) ,  on  a 


reste. 


2da»— 2cd 
—  c' 

o  +  c*          o'  —  c* 
2rf 

o  +  2dc» 

+  0» 

OU  bien,        a  —  c, 
(en  sopprimant  le  facteur  commun  —  %;d  — •  c')  ; 


•¥ae  —  (?     \  a-\'C 
0 

ExpKcation.  —  Après  avoir  effectué  la  première  divbion ,  Ton  ob- 
tient un  reste  qui  renferme  le  facteur  —  2cd  —  c' ,  dans  ses  deux 
coefficients;  car  2dfc*  -f  c'  =  —  c  ( —  2cd  —  c*).  Ce  facteur  étant 
sopprimé,le  reste  se  réduit' à  a —  c,  polynôme  qui  divise  exacte- 
ment a*  —  c*. 

Donc  a  —  c  est  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché.  Les  com- 
mençants feront  bien  de  reprendre  le  même  exemple  en  ordonnant  par 
rapport  à  c. 

258.  Il  existe  un  cas  assez  remarquable,  dans  lequel  on  peut  obtenir 
le  plus  grand  commun  diviseur  plus  aisément  que  par  le  procédé  géné- 
ral; c'est  celui  où  Yun  des  deux  polynômes  renferme  une  lettre  qui  ne  se 
trouve  pas  dans  Vautre, 

Dans  ce  cas,  comme  il  est  évident  que  le  plus  grand  commun  divi- 
seur doit  être  indépendant  de  cette  lettre ,  il  s'ensuit  que,  si  Ton  ordonne 
le  polynôme  qui  la  renferme,  par  rapport  à  cette  lettre,  le  plus  grand 
commun  diviseur  cherché  sera  le  même  que  celui  qui  existe  entre  les 
coefficients  des  diverses  puissances  de  la  lettre  ordonnatrice  et  le  sc^ 
cond polynôme ,  qui,  par  hypothèse,  en  est  indépendant. 

A  la  vérité,  on  sera  conduit,  par  ce  moyen,  à  déterminer  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de  poly- 
nômes; mais  ceux-ci  seront  beaucoup  plus  simples  que  les  polynômes 
proposés.  Souvent  même  il  arrive  que  quelques-uns  des  coefficients  do 
polynôme  ordonné  sont  des  monômes;  ou  bien ,  on  reconnaît  à  leur  seule 
inspection  qu'ils  sont  premiers  entre  eux  ;  et,  dans  ce  cas,  on  est  certain 
que  les  polynômes  proposés  sont  aussi  premiers  entre  eux. 

Ainsi ,  dans  l'exemple  du  n*  257,  traité  par  le  premier  moyen ,  après 
avoir  supprimé  le  facteur  a^^c  commun  aux  deux  polynômes ,  ce  qui 
a  donné  pour  résultats , 

(P  — c»    et    2a(f— c*, 

15. 
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on  reconnaît  immédiatement  qae  ees  deux  nouveaux  poljnomes  sont 
premiers  entre  eux;  car  le  second  renfermant  la  lettre  a  qui  n'entre  gas 
dans  le  premier,  il  résulte  de  cer qui  vient  d*être  dit ,  que  le  plus  grand 
commun  diviseur  doit  se  trouver  entre  les  coefficients  2rf  et  —  c*;  or, 
ces  deux  quantités  sont  évidemment  premières  entre  elles  ;  donc,  etc. 

Soient,  comme  application  du  cas  que  nous  examinons,  les  deux 
polynômes 

3bcq  +  30mp  -f  186c  +  5mpgr, 
et  kadq — k%fg  4-2*<Mi — ïfw 

Comme  q  est  la  seule  lettre  commune  à  ces  deux  polynômes  (qui  d'ail- 
leurs ne  renferment  pas  de  facteurs  monômes) ,  on  pourrait  les  ordonner 
par  rapport  à  cette  lettre,  et  suivre  le  procédé  ordinaire.  Mais  observons 
que  h  se  trouve  dans  le  premier  polynôme  et  non  dansle  second'^  donc» 
SI  Ton  ordonne  le  premier  par  rapport  à  6,  ce  qui  èimie 

(3cq,  +  18c)  b  +  BOmp  -f  Stnp^, 

on  peut  assurer  que  le  p.  g.  c.  d.  cherché  est  le  même  que'celûi.qui 
existe  entre  le  second  polynôme  et  le&  deux  coefficients 

Scq  +  t8c ,    30mp  -I-  5mjpq. 

Oty  le  premiap  de  ces  deux  coefficients  peut  se  mettre  sous  la  forme 
&{g+6),.et  Fautre  revient  à  5»np  (g+6)  ;  d'où  il  suit  que  ^+6  est  le 
seul  facteur  coBunun  à  ce&deuxcoefficients.  Il  suffit  alors  de  voir  si  {+6, 
qui  est  un  diviseur  premier,  est  facteur  du  second  polynôme. 
Or,  ce  polynôme,  ordonné  par  rapport  à  q,  revient  à 

{had  —  7fg)  y  —  kStfg  -F  aJwrf; 

et  comme  la  seconde  partie  2^ad  —  k^fg  est  égafe  à  6  (%rf  —  7/^) , 
il  s'ensuit  que  ce  polynôme  est  divisible  par  ^-f  6,  et  donne  pour' quo- 
tient kad  —  7fg,  Donc  enfin ,  g+6  est  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  deux  polynômes  proposés. 

259.  Nous  terminerons  cette  théorie  par  un  rapprochement  entre  le 
procédé  du  plus  grand  commun  diviseur  relatif  et  celui  du  plus  grand 
commun  diviseur  ordinaire,  en  traitant  successivement  par  Fes'dleux 
procédés,  un  exemple  dans  lequel  les  deux  polynômes  sont,  none-seule- 
ment  entiers  par  rapport  à  x,  mais  encore  par  rapport  aux  antres 
nombres  qui  y  entrent;  parce  que,  dans  la  suite,  nous  aurons  à'  opérer 
sur  beaucoup  d'exemples  de  ce  genre. 

Soient  proposés  les  deux  polynômes 

Ba?»  —  kx'  --  lia?'  —  3aî*  —  3«  —  1, 
kx'  -*-  ix'  —^18»»  -H  3x  —  5. 
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Tahleajb  des  Calculs  par  le  procédé  dup,  g.  c.  d,  relatif, 
!•  60?'^— /te»  — Ha?*—  3a?»— a»— 1^4a?»+2a?»— 18b*-f3a?— 5 


^39^      «i.^39        39 

qq  QQ  oû 

a»  W+2a?  — l»»»  +  3a?  — 5  |  fla^_39^  +  ÏTa-^  ^ 

2 fl^ *^ 


0 

39  39         39 

Donc  -;r-  a^  —  39a?*  +  -r-a?  —  7-  est  le  ».  o,  c.  d, 

Tabusàu  des  Opériaticmpwff  la' méthode  ordinaire. 

1^  MultipliecOUmpar  1& 
96a?'—  64a?*— 176a?'—  48a?»— 48a?— 16JW+ 2a?*— 18a?*+3a?-5 


— 112a?*+256a?*— 120a?»+72a»— 16  )  âte— 28 
Reste        4-3120?*— 624a?»+156a?— 156, 
ou  bien                   2dp*  — «4aî»  -h  ar —  1. 

2»  4a?»  +    2a?»  — 18a?*  +  3a?— 5   )  2a?»  — 4a?'' H- a?— 1 


+  10a?*  — 20a?»4-5a?  — 5   1   2a?  -1-5 
0 
Donc        2a?»  —  4a?»  -|-a?' —  1   est  le  p.  g.  e.  d. 
En  appliquant  le  procédé  du  n*»  246  sans  faire  subir  aucune  prépa- 
ration ,  on  parrient ,  comme  on  le  voit  dans  le  premier  des  deux  tableaux 
de-eaknl,  av  résultat 

39   ,      ^„  .      39         39 
^a.»_39a^  +  ^a?--; 

tandis  que  si  Ton  j$uit  le  procédé  du  n*"  256  avec  toutes  ses  modifica- 
tions y  on  obtient 

2a?»— 4a?»  H- a?— 1 
pour  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  poljrncmes. 

Or,  ce  dernier  résultat  ne  diffère  du  précédent  que  par  le  fac- 

39 
tcUT  -t->  <iP  est  commun  à  tous  les  termes  de  celui-ci,  et  que  l'on  peut 

mettre  en  évidence. 
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D'où  Ton  voit  que  Teffet  produit  par  Tapplication  du  procédé  sans 
préparation ,  est  de  donner  le  commun  diviseur  ordinaire  qui  existe 
entre  les  deux  polynômes  (qu*on  suppose  rationnels  et  entiei's) ,  de  le 
donner^  dis-je,  embarrassé  de  facteurs  étrangers,  mais  indépendants 
de  la  lettre  principale. 

Or,  comme  nous  verrons  par  la  suite  que  le  principal  objet  qu'on  se 
propose  lorsqu'on  est  parvenu  au  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
fonctions  entières,  est  de  l'égaler  à  0  pour  en  tirer  des  valeurs  de 
la  lettre  principale,  on  conçoit  que  TintroducUon  de  ces  facteurs 
étrangers  dans  le  résultat  ne  peut,  en  aucune  manière,  influer  sur  les 
racines  de  l'équation  obtenue,  puisque  ces  facteurs,  étant  indépendants 
de  la  lettre  principale,  peuvent  toujours  être  supprimés  dans  cette 
équation. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  il  est  tout  à  fait  indifférent  d'employer  ou  de 
ne  pas  employer  les  modifications;  et  lorsqu'on  les  emploie,  c'est  seule- 
ment dans  la  vue  de  simplifier  les  calculs. 

Nous  proposerons  encore  d'appliquer  les  deux  procédés  aux  exemples 
suivants  : 

^o  j     ^'  +    4aî*  —    3a;*  —  16a?'  +  Ha?*  -f  12a?  —  9, 
(   6a?'  +  20a?*  —  12a?'  —  4«a?'  H-  22a?  -f-  12; 
p.  g.  c.  d.  simplifié    =      a?'  -h     a?'  —  5a?     +3. 

g,  (  20a?^  — 120?^^  -{•  16a?*  —  15a?'  +  14a?»—  15a?  +  4, 
I  15a?*—  9a?' +  47a?»  — 210?  -h  28; 
p.  g.  c.  d.  simplifié     =    5a?*  —    3a?  -f  4. 

§  IL  Transformations  des  Équations.  Première  partie  de 
l'Élimination. 

Nous  nous  proposerons  de  réunir  dans  ce  paragraphe  les  principales 
transformations  dont  le  but  est  de  ramener  la  résolution  d'une  équation 
donnée,  à  celle  d'une  autre  équation  plus  facile  à  traiter. 

260.  PbeAière  tbansform ation.  Évanouissement  du  second  terme 
de  toute  équation. 

On  conçoit  qu'une  équaflion  d'un  degré  donné  est  d'autant  plus  aisée 
à  résoudre,  qu'elle  renferme  moins  de  puissances  de  l'inconnue;  c'est 
ainsi  que  l'équation  x*  =  q  donne  sur-le-champ  x  =  ±  \/  q,  tandis 
que  l'équalion  complète  a?*  +  pa?  =  ^f  a  besoin  d'une  préparation  pour 
être  résolue. 

Or,  une  équation  quelconque  étant  donnée,  on  peut  toujours  la 
transformer  en  une  autre,  c'est-à-dire  ramener  sa  résolution  à  celle 
d'une  autre  équation  privée  de  second  terme. 
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Soit  en  effet  Téquation  générale 

a;«  -I-  Paj"—»  +  Qa;"-*  -f . . .  -f  Ta?  +  U  =  0. 

Posons  a?  =  u  +  a?',  u  étant  une  nouvelle  inconnue,  et  x'  une  inrf^- 
terminée  dont  nous  pouvons. disposer  à  volonté;  il  vient 

(ttH-a?')'»+P(tt-fa?')'«->+Q(tt+a?')'»-'4-,..-fT(ti+a?')4-U  =  0, 

ou,  développant  d'après  la  formule  du  binôme,  et  ordonnant  par  rap-^ 
port  aux  puissances  décroissantes  de  u, 


W*  -f  mx' 
+    P 


I^IB-9^- 


m—l 


+  (m  — 1)  Pa?' 

+  Q 


!!?«-*  +  .•.  +  «''" 


-f-  Pa?''"-* 

-f  Qa?'«'-' 

+  ... 

•  •  •  •  « 

+u 

►  =0. 


Puisque  x'  est  tout  à  fait  arbitraire,  nous  pouvons  en  disposer  de 

p 

manière  que  Ton  ait  mx'  -h  P  =  0;  d*où  Ton  tire  x'  = .  Portant 

m 

celte  valeur  dans  l'équation  précédente,  on  parviendra ,  tout  calcul  fait, 
à  une  transformée  telle  que 

tt"»  +  Û'u»»-'  H-R'u'»-'  +. . .  -h  T'ti  +  U'  =  0, 

privée  de  second  terme.  Cette  équation  une  fois  résolue,  on  obtiendra 
les  valeurs  de  x  qui  correspondent  aux  valeurs  de  w,  en  remplaçant, 

P 
dans  la  relation  a?  =  u  -+  a?',  ou  a?  =  w ,  la  lettre  u  par  chacune  de 

m 

ses  valeurs. 

D'où  l'on  peut  conclure  cette  règle  générale  : 

Pour  faire  disparaître  le  second  terme  d'une  équation,  remplacez 
^inconnue  par  une  nouvelle  inconnue  augmentée  du  coefficient  du  $e^ 
cond  terme ,  pris  en  signe  contraire  et  divisé  par  le  degré  de  V équation. 

On  peut  reconnaître  à  posteriori  que  cette  substitution  doit  remplir 
le  but  qu'on  s'était  proposé. 

En  effet,  soient  a,  b,c,d,.,,  les  m  racines  de  l'équation  donnée; 

P  P 

il  résulte  de  la  relation  x  =:  u  —'— ,  qui  donne  u  =  x  -f-^>  que  les 

valeurs  de  u  sont 


m 


m 


P   ,       P  P    ,       P 

m  m  m  m 
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la  somme  des  nouvelles  racines  est  donc 

.       P 

m 

mais  on  a(n"242)a+  h  +e+d  +  ...*  =  —  P  ;  la  somme  pré- 
cédente se  réduit  donc  à  —  P  +  P,  ou  à  0;  ainsi,  le  coefGlcient  da 
second  terme  de  lap  tnmprmée  doit  être  twl  de  lui-même. 

iVl  £.  On  a  suf^osé  le  coefficient  du  premier  terme  de  l'équation  égal 
à  Tunité;  mais  si  Féquation  était  .de  la  forme 

Aa?«  -I-  Pa?"-'  +. . .  +  Ta?  -I-  U  =  0, 

en  posant  a?  =  w  +  a?',  on  obtiendrait  pour  le  coefficient  de  ti?»— ', 

p 
mkx'  +  P,  expression  qui,  égalée  à  0,  donnerait  a?'  = j-;  c'est- 
à-dire  que ,  dans  ce  cas ,  le  dénominateur  de  la  valeur  de  œ'  serait  le  pro- 
duit du  degré  de  V équation  par  le  coefficient  A  du  premier  terme. 
Appliquons   ta  règle  précédente    à   l'équation    œ*  +  jpa?  =  q. 

Si  l'on  pose  a?  =  ti  —  -,  elle  devient  fu  — |  j  +  p  Tu  —  5)  =3f> 
on,  effectuant  les  calculs  et  réduisant, ti'  —  V  =  9. 

Cette  équation  transformée  donne ttcrr-f-  y/  S^  4-  q; 

par  conséquent,  on  obtient  pour  les  deux  valeurs  de  x  correspon- 
dantes...,  a:  =  ^±\/^  +q. 

261.  Au  lieu  de  faire  disparaître  le  second  terme,  on  peut  demander 
queTéquatlon  soit  privée  du  troisième,  quatrième. . .  ;  il  suffit  pour  cela 
d'égaler  à  0  le  coefficient  de  u*»— *,  u*"— '. . .  Par  exemple ,  pour  chasser 
le  troisième  terme,  on  posera,  dans  l'équation  transformée  ci-dessus, 

m  .  ~^«'*  H-  ^1»—!)  Paî'  +  Q  «0, 

d!où  Ton  déduira  pour  x'  deux  valeurs  dont  chacune ,  substituée  <Tmi*  la 
transformée,  la  réduira  à  la  forme 

ir  +  Ftr- »  4- RV»  +. . . .  +  Tti -f  F  =»  0. 

Au-delà  du  troisième  terme,  il  faudrait  résoudre  des  équations  de  degré 
supérieur  au  second  pour  obtenir  la  valeur  de  x';  ainsi ,  pour  opérer 
la  disparition  du  dernier  terme,  on  aurait  à  résoudre  l'équation 

«'"•  -i-  Pà?'"-*'  -!-•...  -f  Ta?'  -h  U  =  0, 
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^  n'est  antre  chose  qœ  la.  pn^Hisée  dans  laquelle  on  a  rempfacé 
w  par  w\ 

_,  p 

n  peut  arriver  que  la  vali^r  a?*  = ,  qui  (n°  260)  fait  disparaî- 
tre le  second  terme,  donne  également  lieu  à  la  disparition  du  troisième 
ou  d*un  tout  autre  terme.  Par  exemple,  pour  que  le  seeond  t^meet  le 

P 

troisième  disparaissent  à  la  fois,  il  faut  queTéqualion  a?'  = puisse 

s*accorder  avec  celle-ci  : 

m  —  1 
m  . — 5 — 0?'*  +  (m  —  1)  Pa?'  +  Q  =  0. 

P 

Ot,  si  Ton  remplace  dans  cette  dernière,  a?"  par ,  il  vient 

m 

m— 1    P  P 

m.— ^ — .-.—(m— 1).— +Q  =  0,ou(m— l)P-«2mQ  =  0; 

ainsi,  toutes  les  fois  que  cette  relation  existera  entre  les  deux  coefScients 
P  et  Q,  la  disparition  du  second  terme  donnera  lieu  à  celle  du  troi- 
sième. 

268.  Rèmnrjuvrsur  la  transformation  précédente.  —.Loi  db  tor- 

■àTTON  des  POLTNOKES  DtRIVÉS. 

La  relation  œ  =:u-h  w',  dont  nous  nous  sommes  servi  dans  les  deux 
mnnéros^  qui  précèdent,  indique^ que  les  racines  de  la  transformée  sont 
égales  à  celles  de  la  proposée,  dhninuées  ou  augmentées  d!une  même 
çiantité*  Tantôt  cette  quantité  est  introduite  dans  le  calcul,  comme 
une  indéterminée  dont  la.  valeur  est  ensuite  fixée  de  manière  à  rem- 
plir une  condition  donnée;  tantôt  c'est  un  nombre  particulier  et. donné 
à  priori^  qui  exprime  Une  différence  constante  entre  les  racines 
d'une  première  équation  et  celles  d'une  autre  équation  que  l'on  veut 
former. 

Enun mot,  la  transformation  qui  consiste  à  remplacera?  par  tr+  x' 
dans  une  équation,  est  d'un  usage  très-fréquent  dans  la  théorie  des 
équations.  Or^il  exista  un  moyen  assez  simple  d'obtenir,  dans  la  pra- 
tique, la  transformée  qui  résulte  de  cette  substitution. 

Pour  cela,  intervertissons  l'ordre  des  termes  dans  u  -f  x';  c'est-à-dire 
remplaçons  x  par  x'  -h  u  dans  l'équation 

ar  +  Pic»»-'  -h  Qa?^-'  +  Ra?«-^  -f  • . . .  Ta?  +  0  =  0; 

Digitized  by  VjOOQ le 


336         LOI  DE  FORMATION  DES  POLYNOBIES  DÉRIVÉS. 

on  trouve,  en  développant  et  ordonnant  par  rapport  aux  puissances 
ascendantes  de  11, 

+Paî''«-' +(m— 1)  Pap'"-* 


+Qa?''«-'4-  (tn— 2)  Qx'"'' 

"î"  •  •  •  •  •  T"  •  •  •  • 

+U 


(m— 1)   , 


"T"  •  •  < 


u*+...u«  =  0 


Si  Ton  fait  attention  à  la  manière  dont  se  composent  les  coefficients  des 
diverses  puissances  de  ti,  on  verra  que  le  coefficient  de  u°  nest  autre 
chose  que  le  premier  membre  de  la  proposée ,  dans  lequel  m  a  rem- 
placé X  par  x'  ;  nous  désignerons  dorénavant  ce  coefficient  par  X\ 

Que  le  coefficient  de  u*  se  forme  au  moyen  du  précédent  ou  de  X', 
en  multipliant  chacun  des  termes  de  X'  par  V exposant  de  x'  doM  ce 
terme,  etdiminuajit  cet  exposant  d'une  unité  :  nous  appellerons  Y' ce 
coefficient. 

Que  le  coefficient  de  u'  se  forme  au  moyen  de  Y',  en  multipliant  cha- 
cun des  termes  de  \' par  V exposant  de  x'  dans  ce  terme,  divisant  le 
produit  par  2,  et  diminuant  ensuite  V exposant  de  x'  d'une  unité.  Si 

Z' 

Ton  appelle  -  ce  coefficient,  il  est  clair  que  Z'  se  forme  au  moyen  de 

Y'  comme  Y'  se  forme  au  moyen  de  X'. 

En  général,  un  coefficient  de  rang  quelconque,  dans  la  transformée 
ci'dessus,  se  forme  au  moyen  du  précédent,  en  multipliant  chacun  des 
termes  de  celui-ci  par  V  exposant  de  x'  dans  ce  terme,  divisant  le  pr(h 
duitpar  le  nombre  des  coefficients  qui  précèdent  cehd  que  Von  considère, 
et  diminuant  ensuite  V  exposant  de  x'  d'une  unité, 

Z'     V' 

Cette  loi,  diaprés  laquelle  les  coefficients  X',  Y',  —,——,.. 

dérivent  les  uns  des  autres,  est  évidemment  une  conséquence  immédiate 
de  celle  qui  régit  les  différents  termes  de  la  formule  du  binôme 
(voyez  n®  IW). 

Les  expressions  Y',  Z',  V,  W  .  • . .  sont  appelées  lespolynmet 
dérivés  de  X' ,  parce  que  Z'  se  déduit  ou  dérive  de  Y'  comme  Y'  dérive 
de  X'  ;  V  dérive  de  Z'  comme  Z'  dérive  de  Y';  et  ainsi  de  suite.  Y'  est 
dit  le  premier  polynôme  dérivé,  Z'  le  second  .  • .  •  /  rappelons-nous, 
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d'ailleurs,  que  X'  n'est  autre  chose  que  le  premier  membre  de  la  pro- 
posée, dans  lequel  on  a  remplacé  x  par  x', 

N.  B,  On  a  supposé  le  coefficient  du  premier  terme  de  la  proposée 
égal  à  1  ;  s*il  était  quelconque,  la  loi  de  formation  des  coefficients  de 
la  transformée  serait  absolument  la  même,  et  le  coefficient  de  tt*"  serait 
égal  à  celui  de  oT» 

263.  Pour  faire  connaître  F  usage  de  cette  loi  dans  la  pratique,  propo- 
sons-nous de  faire  évanouir  le  coefficient  du  second  terme  de  l'équation 
a?*— 12a?»+ lYa;"  — 9a? +7  =  0. 

12 

Il  faut,  d'après  la  règle  n*  260,  poser  a?  =  u  -h  ^,  ou  arss  3  +  u, 

ce  qui  donnera  une  transformée  du  kfi  degré  et  de  la  forme 
X'  +  Y'u  +  I  u»  -f  ^  u'  +  u*  =  Oj 

Z'    v 

et  tout  se  réduit  à  calculer    X' ,  Y' ,  ^  »  â~Z; 

Or ,  on  a,  en  vertu  de  la  loi  précédente, 
X'  =    (3)«  — 12. (3)'  +  17.  (3)'— 9.(3)» +7,  ou  X'  =  — 110; 
Y'  =4.(8)'— 36.(3)'  +  34.(3)'— 9,  ou Y'  =  — 123; 

I'    =6.(3)'- 36.(3)'  +  17 : I  =  -  37; 

^3=*<^)'-*^ 0=«- 

Ainsi,  la  transformée  devient  u*  —  37tt*  —  123u—  110  =  0. 
Soit  encore  proposé  de  transformer  l'équation 

4a?'— 5aî'4-7a?  — 9=  0, 
en  une  autre  dont  les  racines  surpassent  de  Vunité  chacune  des  racines 
de  la  proposée. 
Posons  la  relation  u  =  a:  -f  i  ;  il  en  résulte  a?  =  u  —  1 , 

Z' 

ce  qui  donne  la  transformée  X'  +  Y'  ti  +  —  u*  -f  W  =  0. 

À 

X'     =    4 . (—1)'—  5.  (— 1)'+7 .  (— 1)'— 9 ,  ou  bien  X'  =  —  25; 
Y'    =12.(— 1)'— 10.(— 1)'  +  7 Y'=      29; 

I     =12.(-l)'-5 I 17; 

V'  V 

o=  -* o=     *• 

Ainsi  la  transformée  devient  W —  17tt*  -h  29u —  25  =  Oi 
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On  peut  s'exercer  sut  les  exemples  suivants  : 

Foin  évanouir  le  second  terme  dans  les  équations 

l^  a,^— l©te*^^    7«'+    fca?—  9=  or 

{Résultat.  u»— 33u»— 118u»— 152u— 73  =  0.) 

20  dx'  +  ISoî»  +  25a?— 3=0? 

{Résultat.  3ti?-  -^  =  e.)  [Voy.  11-261.] 

IVaiw/ormer  fi^tioïi©»  3a?*  —  tSa?'  +  7a?*  —  8a?  —  9  =  0,en 
une  autre  dont  les  racines  soient  plus  petites  que  chacune  des  racines,  de 

la  proposée ,  de  la  fraction  -. 

{Résultat.    3w*  —  9ii'  —  W  —  -^u ^  =  0.) 

Nous  aurons  souvent  occasion  de  rappeler  la  loi  de  formation  des  po- 
lynômes dérivés. 

264".  Ces  polynômes  jouissent  d*une  propriété  très-remarquable  (pie 
nous  pouvons  faire  connaitre^  dès  à  présent. 

Soient  X  ou  a?»*  +  Pa?™— *  +  Qx""-^  +  . . . .  =0,  une  équation 
proposée,  et  a,  6,  <?,...  Z,  les  m  racines  de  cette  équation  ;  on  a  (n*»  254) 
réquation  identique 
(ffn  j^  Pa;>"— 1  4-  . , . .  =z  {x^-^  a)  {X'^b){œ  —  c)  ....  (a?  —  ï). 

Cela  posé,  remplaçons  a?  par  a?'  -f-  u,  ou  plutôt  par  a?  +  u  (pour 
éviter  les  accents)  ;  il  vient 

(a?-f  w)'»  +  P(a?  +  M)'»-'-»- =(a?  +  u  — a)  (a?+»— i)..., 

ou  bien ,  changeant  dans  le  second  membre  Tordre  des  termes ,  et  re- 
gardant chacun  des  binômes  x  --^af  x  — *&,  ....  comme  une  seule 
quantité, 

(a?+ti>«-fP(a?-fti)«-'+ . . .  ={u'^x—a)  (u-hx—b). .  .(ti+a? — z)' 

Or ,  si  Ton  eièctaeles  multiplications  danschacun  desdeux  membres, 
on  obtiendra  d*abord  pour  le  premier ,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  dans 
le  numéro  précédent, 

2 
X+ Yu-f-u*-f +  u»; 

X  étant  le  premier  membre  de  la  proposée ,  et  Y,  Z, ....  les  polynômes 
dérivés  de  ce  premier  membre. 
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Quant  aa  stscoad,  il  résolte  da  n^  ^%  l"*  qne'la' partie  affectée  dei»% 
ou  le  dernier  terme,  est  égal  au  produit  {x^^  a)  (x^^b),  . . .  (or—-/) 
d»  faetenn  de  la  proposée; 

2^  Que  le  coefl&cient  de  ti^^  est  égal  à  la  somme  des  produits  m  •—  1 
à  m  —  1  de  ces  m  facteurs; 

3""  Que  le  coefficient  de  «^  est  égal  à  la<  somuie  des  produits'  m —  S 
an»  —  2  de  ces  m  facteurs  ;  et  ainsi  de  suite. 

D'ailleurs  >  il  y  a  identité  entre  les  deux  membres  de  la  dernière  équa- 
tion ;  ce  qui  veut  dire  (n^  180)  que  les  coefficients  des  mêmes  puissances 
sont  égaux  dans  ces  deux  membres. 

Ainsi,  l'»ronaX=  (^  — a)  (a?— A)  (a?—  e)  .-.•  (a?  — Z);ce 
que  Ton  sait  déjà. 

2*"  Y  ou  le  premier  polynôme  dérivé  est  égal  à  la  somme  despro- 
duits  m — i  à  m-^i  des  m  facteurs  du. premier  degré  de  la  proposée; 
ou  bien  encore,  égal  à  la  somme  des  quotients  que  Von^  obtient  en  di- 
visant IL  par  chacun  des  m  facteurs  du  premier  degré  de  la  proposée; 
c'est-à-dire,  algébriquement, 


•  0       âp  —  c  a?  —I 

2 

3®  -  ou  le  second  polynôme  dérivé  (pris  avec  le  diviseuc  2)  est^gal 

h  la  somme  des  produits  m  —  2  à  m  —  2  des  m  facteurs  de  la  pro^ 
posée;  ou  bien  encore,  égala  la  somme  des  quotients  que  Von  obtient 
en  dimani  X  par  chacun  des  facteurs  du  seamd  degré;  c'est-à-dire 

Z  X  ^  X  ^  X 


2""  (a:  — a)  (a?— 6)      (a?— a)  (a?  — c)  (a?  — &)  (jî— 0' 

et  ainsi  de  suite. 

265.  Segoude  TiuiiSFORMÀTiON.  Faire  disparaître  les  dénominateurs 
tune  équation. 

Une  équation  étant  donnée,  on  peut  toujours  la  transformer  en  une 
antre  dont  les  racines  soient  égales  à  un  multiple  ou  à  un  sous-multiple 
donné  de  celle»de  la  proposée. 

Reprenons Féquatiottir»  -f-  Paf»-*  -f  Qaf»^  H- . . .  4-Ta?+F==rO, 
et  désignons  par  i/,  Tinconnue  d'une  nouvelle  équation  dont  les  racines 
soient  h  fois  plus  grandes  que  celles  de  la  proposée.  Si  l'on  pose  y^skx, 

il  en  résulte  x  =  7  ;  d'où ,  substituant  et  chassant  le  dénominateurft^ 
h 

du  premier  terme, 
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équation  dont  les  coefficients  sont  égaux  à  ceux  de  la  proposée ,  multi* 
plies  respectivement  par  ife*»,  &*,&',  &%  ....  &^. 

Celte  transformation  est  principalement  utile  pour  faire  disparaître 
les  dénominateurs  d'une  équation  sans  donner  au  premier  terme  d'autre 
coeffcient  que  Vunité, 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  Téquation  du  4*  degré, 

si  Ton  fait  dans  cette  équation,  a?  =  |,  t/  étant  une  nouvelle  inconnue 
et  k  une  indéterminée,  il  vient 

Gela  posé ,  il  peut  arriver  deux  cas  : 

Ou  les  dénominateurs  b,  d,  f,  h,  sont  premiers  entre  eux  ;  dans  cette 
hypothèse ,  comme  k  est  tout  à  fait  arbitraire,  posons  h  =  bdfh,  produit 
de  ces  dénominateurs;  il  vient 

y'  +  adfh  .  t^  +  cVdfh'  .  j/*  +  eb^d^h'  .  y  +  gVd'fh'  =  0, 
équation  dont  les  coefficients  sont  entiers  et  dont  le  premier  terme  a 
pour  coefficient  Tunité. 

On  a>  d'ailleurs ,  pour  déterminer  les  valeurs  de  x  qui  correspondent 

il 

aux  valeurs  de  t/,  la  relation  a?  =  r^. 

odfn 

Ou  bien,  les  dénominateurs  renferment  des  facteurs  communs;  et 
Ton  rendra  évidemment  les  coefficients  entiers  en  prenant  pour  k  le 
plus  petit  multiple  de  tous  les  dénominateurs.  Mais  on  peut  encore 
simplifier  davantage  en  observant  que  tout  se  réduit  à  déterminer  k  de 
manière  que  k\lâ  ^k^y  ...  contiennent  les  facteurs  premiers  qui  com- 
posent b,  d,f,hy\&es  puissances  au  moins  égales  à  celles  qui  entrent 
dans  ces  différents  dénominateurs. 

A     •       M  >••       »      5   3  .    5    ,        7  13        ^ 

Amsi,  soit  Icauation  x——a,+~ar  —  — ^  x  —  ——  =  0. 

'  4"    "»  *       6  12  150  9000 

Posons  *  =  -;.lv.enty'-_î^+j^»'-j^y-95^=0; 

soit  fait  d*abord  k  égal  à  9000  qui  est  multiple  de  tous  les  autres  déno- 
minateurs; il  est  clair  que  les  coefficients  deviendront  des  nombres 
entiers. 

Mais  si  Ton  décompose 6,  i2,  150  et  9000,  en  leurs  facteurs,  on 
trouve 
6  =  2x3,12=2»  X  3,150=2  x  3x  5»,  9000  =  2»  x  3*  x  5'; 
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et  en  faisant  simplement  &  =  2  x  3  x  5,  produit  des  facteurs  simples 
différents,  on  obtient 

fc«  =  2»X  3»x5',fe'  =  2^X  y  X5',ifc*  =  2*x  3*x  5*; 
d'où  l'on  voit  que  les  valeurs  dek,1^,k\  1c\  contiennent  les  facteurs 
premiers  2,  3,  5,  à  des  puissances  au  moins  égales  à  celles  qui  entrent 
daDs6,12,  150  et  9000. 

Donc,  rhypothèse  A;=2x3x5=  30,  suffit  pour  opérer  la 
disparition  des  dénominateurs.  Il  vient  en  effet ,  par  la  substitution  , 
,5^^^^  ^5. 2'. 3'. 5'  7.2^3^5^  _13.2*.3\5*_ 
^  2.3  ^  2*. 3  ^  .2.3.5''  ^  2'. 3». 5'  "^^^ 
ou, réduisant,  2/*— 5.5y+5.3.5^f/•— 7.2'.3'.5.2/— 13.2.3'.5  =  0, 
ou  bien  enfin,  t/*  —  2^i/  +  375i/*  —  1260y  — 1170  =  0. 

II  y  a  des  circonstances  où  Ton  est  obligé,  dans  l'expression  de  k, 
d'augmenter  Texposant  de  l'un  des  facteurs  premiers,  d'une  ou  de 
plusieurs  unités.  Mais  on  doit  sentir  la  nécessité  de  ne  prendre  pour  k 
que  le  plus  petit  nombre  possible;  autrement ,  on  obtiendrait  une  trans- 
formée dont  les  coefficients  seraient  extrêmement  grands,  comme  on 
en  peut  juger  en  calculant  la  transformée  résultant  de  la  supposition 
de  fc  =  9000  dans  l'équation  précédente. 
Voici  de  nouvelles  applications  : 

V    x^ or  -\ a?  —  —  =0: 

3      ^36  72         ' 

0?  =  |,    d'où    2/^  — lV  +  1%— 75  =  0. 

c.       ,       13    .       21    ,       32    ,        43  1 

^    ^-12^  -*-4Ô^  -225^""  600^  +  800==^' 

d'où  ^'^  —  65i/*  +  1890^^  —  30720t(«  —  9288001/  +  972000  =  0. 

266.  Les  transformations  précédentes  sont  celles  dont  l'usage  est  le 
plus  fréquent  ;  il  en  est  encore  d'autres  assez  usitées,  dont  nous  ne  par- 
lerons que  lorsque  l'occasion  s'en  présentera,  parce  qu'elles  sont  trop 
simples  pour  être  traitées  séparément. 

£n  général ,  le  problème  des  transformations  doit  être  regardé  comme  . 
Bne  application  du  problème  de  V élimination  entre  deux  équations  d'un 
^égré  quelconque  à  deux  inconnues.  En  effet,  une  équation  étant  don- 
'ïée,  supposons  qu'on  veuille  la  transformer  en  une  autre  dont  les  ra- 
vîmes aient  avec  celles  de  la  proposée  une  relation  déterminée. 

Désignons  par  F  (a?)  =  0  l'équation  proposée  (elle  s'énonce  fonction 
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d$x  égale  %  et  par  F  {p,y)  «  0  rexpreaBfen^ûgébrifaôdc  laurdft- 
tioii  qui  doit  exister  entre  la  première  inconnue  m  et.la  fiOUxeUe  ft; 
la  question  se  réduit  à  tâch«r  d*<àtenir ,  au  moyen  de  ces  dens  équa- 
tions, une  nouvelle  équation  en  y,  qui  sera  alors  Téquation  demandée. 
Lorsque  Tinconnue  a?  n'entre  qu'au  premier  degré  dans  F'  [x^y)  =  0, 
la  transformée  est  facile  à  obtenir  ;  mais  si  elle  j  est  élevée  à  la  seconde, 
troisième  ....  puissance,  il  faut  avoir  recours  aux  méthodes  d'éli- 
mination. 

Donnons  une  première  idée  de  cette  théorie  qui  joue  un  si  grand 
rôle  dans  ranalyse  algébrique. 

Élimination.  Première  partie. 

267.  Éliminer,  entre  deux  équations  d'un  degré  quelconque  à  deux 
inconnues,  c'est  parvenir,  a^rhs  une  suite  d'opérations  exécutées  sur  ces 
équations,  à  une  seule  équation  qui  ne  renferme  queTune  des  inconr- 
nues,  et  qui  donne  toutes  les  valeurs  de  cette  inconnue ,  propres  à  vé- 
rifier les  deux  équations  en  même  temps  que  des  valeurs  correspon- 
dantes de  l'autre  inconnue. 

L'équation,  fonction  de  l'une  des  inconnues,  à  laquelle  on  parvient, 
se  nomme  équation  finale  ;  et  les  valeurs  de  l'inconnue ,  tirées  de 
cette  équation ,  sont  appelées  valeurs  convenables. 

De  toutes  les  méthodes  d'élimination  connues,  la  méthode  par  le 
plus  grand  commun  diviseur  est,  en  général, la  plus  expéditive;  aussi 
c'est  celle  que  nous  allons  développer  ici. 

Soientdeux  équations  d'un  degré  quelconque  à  deux  inconnues 

ou  plus  simplement  encore, 

A  =  0 ,        B  =  0. 

Supposons  Véquation  /Sna^e^n  2^  obtenue,  et  tâchons  de  reeonnailie 
quelque  propriété  des  racines  de  cette  équation,  qui  puisse  nousrsemr 
à  former  cette  équation.  *" 

Soit  y  =  Q  l'une  des  valeurs  conveiMAl^s  de  y.  Puisqaecette^akiir 
vérifie  les  deux  équations  conjointement  avec  une  cectaÎBe  valeur  de^ 
dleidoit  être  telle  que,  fii  on  la  substitue  à  la  fois  dims îles. deox  «éipui* 
tiens,  jqui  ne  renfermeront  plus  alors  rinconnue  y,  ceséçpàaUons  ix4^ 
meUent  au  monts  une  valeur  commuM  pour  x;eik  cette  valemr  com- 
mune doit  riécessairement  (n*  237)  earrespnndre  «n^camiBiiB  di^iaenr 
en  ««iCe  lïooiiniui  di^riseur  sera  du  f  sesBaier  de§ré  ta  m  sa  d'aa  àfiffé 
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supérieur,  «nirant  qa'à  la  JiralaDr  partîculiire  yss  é,il«ociespondrt 
une  ou  plusieurs  valeurs  de  x* 

Aédproqaement,  toute  valeur  de-jf,  qui^  siifastitiiée  jdans  les  deux 
équations ,  leur  donne  un  commun  diviseur  en  x,  est  nécûêsairem^U 
une  wdmr  convenable  ;  car  alorS'^le  -véiifie  é«idaQimeiit.4es  desaL  équa- 
tions en  même  temps  qneJa  sralamr  OQ  Jes  vakarsdeo;  iicées  dexe 
commun  diviseur  égalé  à  0. 

268.  Remarquons  d'ailleurs  qu*avantat/etm«  ev^sltMion,  lesfre^ 
mterè  membres  des  éqtmtitms  ne  peuvent,  en  général,  avoir  de  con^ 
mun  diviseur,  fonction  des  deux  incoBnue8t)n  de  Fune  d'dles  seulement. 

Supposons  en  effet,  pour  un  instant,  que  les  équations  A  =  0, 
B  £=  0,  soient  delà  forme 

A'    X    D   =    0,  B'    X    D   ::=   0, 

i) 'étant  fonction.de  x  et  de  jy. 

£b  ^sant  séparément  Dtss'B,  «n  «Uient  tune  Btoie  léqnation  & 
deux  ineoonues,  qui  peut  être. satislatte  par  une.ttt/&tft^4s  Mfitèmes  de 
vaZ^r;.  D*ailleurs,  tout  système  qui  anéantit  Détend  également  sutb 
Afi^ B'D,et  satisfait  par  conséquent «ix  équBtioos  Assû,  B  «^  0. 

Ainsi  riiypothèse  de  J'existeBce  d*«i  commun  «diTiseiir  len  x  dty 
entre  ?les  deux  poljnomes  A  et  B  oitraîneila  oaesécpieBce  i|iieie&équar 
tioii6^prop«séessont  în(2el«nntti^«,  c'est^à^dircsusceptibles  d'être  satis- 
faites par  une  infinité  de  systèmes  de  valeurfrée-iv^t  de  j^. 'Dès  lors,  il 
n*y  a  pas  lien  à  déterminer  -uméquation  fmah  on  y,  puisque  le  nom- 
bre des  «valeurs  de  ^«stM/înt. 

'Si  D  était  fonctionne  ^«eulement,  on  eonoevrait  l'équation  D  s=  0 
résolue  par  rappopt  à  x;  ce  qui  donnerait  une  ou  plusieurs. valeurs  pour 
cette  incoonne.  Chacune  de  ces  «valeurs,  substititée  dans  A'  ;x  ^  ^^  A 
et  9^'  X  D  =  6,,  en  mèmetes^  qu'une  valeur  de  y,  tout  à  fait  arbi- 
traire, vérifierait  ces  deux  équations,  pnsqueD devient )nul  par  Teffiet 
seul  de  la  substitution  de  la  valeur  4e  x,  Affnsi,éaBS  oe<caa,  les  deux 
équations  proposées  admettraient  bien  lat  inombre  fini  de  valeurs  .peur 
a;,  m»8  une  infinité  de  valeurs  pour  y,  et  il >ne  pourrait  alors  existe 
d'équation  jfisale  ^my. 

^onc,  toutes  les  fois  que  deux  équations  A  se  0,  B  ss  0,  seront  4é^ 
termmées',  c-est<^H}ire  toutes  ks  fois  qu'elles  n'admettront qu'tm  nofn-*- 
hre  limité  de  systèmes  de  valeurs  pour  xety,  leurs  premiers  membies 
ne^peurront  avoir ^de  >«ommon  diviseur  fonction  deslinoonnuca,  asraDt 
auoDve  substitution  particulière  faite  pour  l'une  d'elles. 

H.  B,  Lecas  où  A  <etdB  auraient :un  diviaeur  ocMumuoten  y,  ne^faît 
pas  CTception  à  la  «trasécpieBce «précédante;  puisque  alorsiil  y  aurait 
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une  infinité  de  valeurs  de  x  qui  correspondraient  à  chacune  des  va- 
leurs de  y  tirées  de  ce  commun  diviseur  égalé  à  0. 

269.  De  là  il  est  aisé  de  conclure  un  procédé  pour  obtenir  Tegtia* 
tion  finale  en  y. 

Puisque  la  propriété  caractéristique  de  toute  valeur  convenable  de  y, 
est  que,  substituée  dans  les  premiers  membres  des  deux  équations, 
elle  leur  donne  un  commun  diviseur  en  x  qu'ils  n'avaient  pas  aupara- 
vant (à  moins  que  les  équations  ne  soient  indéterminées,  ce  qu'on  ne 
suppose  pas) ,  il  s'ensuit  que  n^  aux  deux  polynômes  proposés  et  or- 
donnés  par  rapport  à  il  y  on  applique  le  procédé  pour  trouver  le  plus 
grand  commun  diviseur,  on  n'en  trouvera  généralement  pas;  mais, 
en  continuant  l'opération  convenablement,  on  parviendra  à  un  reste 
indépendant  de  x  et  fonction  de  y,  qui,  égalé  à  0 ,  donnera  l'équation 
finale  demandée;  car  toute  valeur  de  y,  tirée  de  cette  équation,  rend 
nul  le  dernier  reste  de  l'opération  du  commun  diviseur  ;  elle  est  donc 
telle  que,  substituée  dans  le  reste  précédent,  elle  rend  ce  reste  diviseur 
commun  des  premiers  membres  A  et  B.  Ainsi  chacune  des  racines  de 
l'équation  ainsi  formée  est  une  valeur  convenable  de  y. 

270.  En  admettant  que  l'équation  finale  fût  complètement  résolue, 
ce  qui  donnerait  toutes  les  valeurs  convenables,  il  faudrait  ensuite  ob- 
tenir les  valeurs  correspondantes  de  x.  Or,  il  est  évident  qu'il  sufiirait, 
pour  cela,  (2e  substituer  les  différentes  valeurs  de  y  dans  V avant-dernier 
reste,  d'égaler  successivement  à  0  les  polynômes  en  x  qui  en  résulte^ 
raient,  et  d'en  tirer  les  valeurs  de  x;  car  ces  polynômes  ne  sont  autre 
chose  que  les  diviseurs  en  x  qui  deviennent  communs  à  A  et  B* 

Mais ,  comme  l'équation  finale  est,  en  général,  d'un  degré  supérieur 
au  second,  nous  sommes  forcé  de  renvoyer  à  un  autre  chapitre  la  se* 
conde  partie  de  la  théorie  de  l'élimination,  laquelle  partie  a  pour  objet 
de  déterminer  tous  les  systèmes  de  valeurs  propres  à  vérifier  deux  équa- 
tions d'un  degré  quelconque  à  deux  inconnues, 

Nous  nous  proposons  également  de  revenir  sur  la  méthode  qui  vient 
d'être  exposée,  parce  qu'elle  a  quelques  inconvénients  auxquels  il  faut 
obvier.  Mais  notre  but  était  principalement  ici  de  faire  voir  comment 
deux  équations  d'un  degré  quelconque  étant  données,  on  peul,  sans 
supposer  la  résolution  d'aucune  équation,  parvenir  à  une  autre  équa- 
tion ne  renfermant  plus  que  l'une  des  deux  inconnues  qui  entrent  dans 
les  proposées. 

271.  Si  l'on  avait  trois  équations  (1),  (2),  (3),  renfermant  les  incon- 
nues X,  y  et  z,  pour  obtenir  V équation  finale  en  z,  c'est-à-dire  l'équa- 
tion qui  admettrait  toutes  les  valeurs  de  l'inconnue  z,  susceptibles  de 
vérifier  les  trois  équations  en  même  temps  que  certaines  valeurs  de  x 
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et  de  y,  il  faudrait,  en  regardant  y  comme  connu ,  éliminer  œ  entre  les 
équations  (1)  et  (2),  puis  entre  (1)  et  (3),  d'après  la  méthode  du  nu- 
méro 269  ;  ce  qui  conduirait  à  deux  équations  en  y  et  x,  auxquelles 
on  appliquerait  la  même  méthode  pour  éliminer  y. 

Même  raisonnement  pour  k  équations  à  k  inconnues,  etc. 

Pour  le  moment,  nous  nous  bornerons  à  une  seule  application  géné- 
rale de  la  méthode  d'élimination. 

272.  Soit  proposé  le  problème  suivant  : 

Une  équation  du  degré  m  à  une  seule  inconnue  étant  donnée,  on 
demande  une  autre  équation  dont  les  racines  soient  une  combinaison 
DËTEBMiNÉE  de  deux  quelconques  des  racines  de  la  proposée. 

Soit        iC"  +  PicP»-*  +  Qa;«-"  -f-  .  • .  +  Toî  +  U  =  0, 

l'équation  proposée  ;  appelons  x',  x',  x"  .  • . .  les  racines  de  cette 
équation,  et  désignons  par  u  l'inconnue  de  l'équation  qu'on  veut 
former. 

Si  nous  considérons  deux  quelconques  des  racines  de  la  proposée, 
par  exemple,  x'  et  x",  on  doit  avoir,  par  hypothèse, 
u  =  F{x',x')....  (1) 

[La  lettre  F,  qui  s'énonce  fonction  de. . . ,  exprimant  ici  un  certain 
système  d'opérations  qu'il  faut  effectuer  sur  les  deux  racines  x'  et  x' 
pour  obtenir  la  valeur  de  w]. 

D'un  autre  côté,-puisquj  x*  et  x'  sont  des  racines  de  l'équation 
donnée ,  on  doit  avoir  les  deux  relations 

x'n.^Vx"'-'  4-Qaî''»-'  + . . . . 4-Ta?'  +U=0. . .(2), 
a7'--{-Pic''«-'4-Qa?''»-*  4- . . . .  +Ta?''+U=0. .  .(3). 

Les  équations  (1),  (2)  et  (3),  peuvent  donc  être  regardées  comme 
les  équations  du  problème;  et  toutes  les  fois  que  la  nature  de  la  combi- 
naison ou  fonction,  exprimée  par  la  lettre  F,  sera  connue  et  définie, 
il  suffira  d'éliminer  x'  et  x'  entre  ces  trois  équations.  Véquation  finale 
en  I*  sera  l'équation  demandée.  En  effet,  le  résultat  ne  renfermant 
plus  aucune  trace  des  deux  racines  particulières  x'  et  x",  puisqu'on  les 
aura  éliminées,  conviendra  à  toutes  les  racines  a/,  x',  x" . . . .,  et  aura 
par  conséquent  pour  racine  une  combinaison  (exprimée  par  le  carao—^ 
1ère  F)  de  deux  quelconques  des  racines  de  la  proposée. 

273.  Cherchons,  comme  cas  particulier  de  la  question  précédente, 
une  équation  dont  les  racines  soient  les  différences  entre  deux  quel" 
conques  des  racines  d'une  équation  donnée.  C'est  ce  qu'on  appelle 
I'équation  aux  D1F*FÉBENCES. 

Solution.  Soient  a?'«  +  Pa^— ' -f-  ...=0,  l'équation  proposée, 
Bourd,  Alg.  16 
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^.,,^',ar 8e8«racim<  eLafifidons-ttU valeur  d'aune quefconiBe. 

deadiSeranoes. 

a^-— «^    œr — ai,    »'•—«'..  ** — «^ 

On  a  d'abord,  m  vertu-  de-  ràw««»v-  «««  f «nim^  retaism - 

D'aiUeurs,  ^'  et  a^'^éUnl  des  racines  delà  proposée,  doivent  ysatîs- 
faire,  et  donnent,  par  conséquent, 

as'"  +  Pa:'—'  +....=  0 (2),, 

a'i'  +,  Pat'"—'  +  ..»*<=  Ov. . .  {3)tv 
et  il  s'aKirait>(n»aî^  dléUœiwra»:  *;,,cn»«Jes6<piattoœ(A)  M^^^- 
Mais    oomn^a  de  la. relation  (»,.  on  4éduii  a.'  =  x'  +  «,  4où, 
substituant  dans  l'équation  (3) , 

(«'  +  «)?  +  P^'  +  »)"•-'  + =  ^ Wo 

il  s'ensuit  que  la  question  est  ramenée  à  éliminer  af  entre  les  4qasi- 

lion9tï)«lW'  «.„,  ^ 

Or,  l'équalion  (4)  déV«l«ppô»i>Beiid'{to«a68Vla  «orme- 

X' +  Vu  + 1' «*+....+«"  =  0; 

et  si  l'on  obwnve  queX'  n'est  autoe  dio9fc<pie 
x'"  +  P*'"—'  +••••» 
expression  qui  doit  être  nulle  d'après  la  reMUon  (2),  la  dernière  équa- 
tion ,  débarrassée  du  terme  X'  et  divisée  ensuite  par  u  {voy.  le  K  B.  du 
numéro  actuel) ,  se  réduit  à 

Donc  enfin,  Vequsttlon  chercbée résulte  derélJininationdba!'  entre  les 
deux  équations 

T  =  0, 

y  + 1!  «  +  5-51*+  .-...-  -!"«»—'  =««J 
2  Â*ô 

Ainsi ,>rè^e  générale  :  Pour  fwner. Uq^aHûnaux  diff!^rences.deê 
racines  d'une  équation  proposée^-  il  foui  élmiaen  xT.  entré  Uquatûm. 
X;.-=5=  0  qulon.déduit  de.la,propjaaée.ea.y.,riBmglaçf|nt.x  par  «S.  et 
Vég,uation^quixùulte  de la.suhjitituiion,de x'. -k u Ua^^edêX^c^ 
réaultante.étanl  d!ahûrd  débaixassée.dftswi  dernier  tci2neX,,et  diaûsée 
ensuite  par  u. 

N^  R^i''  IXanâ.laf ratiqpe,  on  ge  dÛB^se.  de^mcttBeJtaccfiPt4i»  la 
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Zi 
ou  af'  4-  Vaf^^  + . . .  =OVet  réquation  Y  -f  7l«*+  •  • .  +w*-'  =0, 

aï 

Z  Z' 

dans  laquelle  Y,,^« . .  >,  sont  composés  en  a?  comme  YS  h">  •  •   •  ^^nL 

composés  en  â;'. 

Ee  résoHat  de  ingliinhia^n  est  évidemment  le  même; 

2''  Après  avoir  posé  dans  l'équation  X=:0,â;+tiàla  place  de 
X,  ce  qui.dOim& 

x  +  Yw  +  |v+...  +ii-=(y, 

on  omet  le  terme  X,  comme  fbrmant  le  premier  membre  de  la  proposée, 
etL'on  obtient  mie  nouTellcéquation 
Z 
Yu  +  ^^'+---  +  ^«  =  0, 

dont  tous  les  ttsrmes  sont  dirisibles  par  u ,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
qui  eataatisfaitepar.  u  =?  0«  Cda  dok  êtoe,  puisse  parmiles4i£GBrenees 
entceles  racines^^il.  faut  compter  cellaqui  exista entcex^baque  racine  ot 
elle-même;  mais  si  Ton  supprime  ce  facteur *u,  l'équation. ne  renferme 
pins  alors  que  les  différences  entre  Vunaq^elcmkque  des  racines  et  toutes 
les  autres.  Or,  ce  sont  les  seules  différences  que  nous  a jons> besoin  de 
considérer  par  la  suite. 

274.  Soit,  par  exemple,  à  déterminer  l'équation  aux  différences  des 
racines  de.  l'équation. ai'  —  &b.*— 7  =  0«. 

On  a  d'a>)ord,  en  vertu  de  la  loi  de  formation  (n**  263), 

X«a^~;6s— 7^    Y=;ar*-6,    |-3a^.    0==^' 

ce  qui  donne  les  deux  équations 

ap3— 6ar— 7  =  0, 
3a^  —  6*  -h  3».  w-h^  ^  ©, 
entre  lesquelles  ilfirat  éliminer  x. 

Si  Ton  applique  à  ces  deux  équations  le  procédé  du  H«  260,  on  ob- 
tient pour  l'équation  finale  en  u, 

ti«_  36m*  Ht  3241*^-1-469  =  0. 

C'est réquatÔDU amo  difféfmioesàes  racines  de la> proposée. 

275.  Composition  et  forme  de  V équation  aux^  diffhenas^ 

On  peut  reconnaitfie,  àj^riom,^  pour  toat&? équation  du  degré  m,  la 
forane  et  k  composition  dâ.  Xéqyiation  au»,  différences  des  racines  de 
cette  équati 
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Désignons  toujours  par  m\  x'^x^..,,  les  racines  de  la  proposée ,  par 
ttTune  quelconque  des  différences;  et  remarquons  que,  si  Tune  des 
différences  est  a?'— a?',  il  en  existe  nécessairement  une  autre,  af  —  a?", 
qui  ne  diffère  de  celle-là  que  parle  signe;  c*est-à-dire  que,  si  a  est  une  . 
Talenr  de  tt,  —  «  en  est  nécessairement  une  autre;  de  même,  6  étant 
une  racine,  —  6  en  est  une  autre,  etc.... 

Donc  le  premier  membre  de  Féquation  en  u  peut  être  mis  sous  la 
forme 

(tt— «)  (u+«)  (u— e)  (u+e)  (ti— r)  («*+'ï)-  ••=<), 

ou ,  multipliant  les  facteurs  deux  à  deux, 

(u»-a*)  {ti»-^î)  (u»— 7*). . . .  =0. 

Donc  cette  équation  est  de  degré  pair,  et,  de  plus,  ne  renferme  que 
des  puissances  de  degré  pair  de  l'inconnue;  c*est-^à-dire  qu'elle  est  de 
la  forme 

u*«4-P'w*«-'+QV'»-*  +.. . .  +TV+U=0. 

Le  degré  2n  est  d'ailleurs  égal  à  m  (m— 1) ,  ou  bien  (n«  146)  aa 
nombre  d'arrangements  deux  à  deux  que  Ton  peut  faire  avec  un  nom- 
bre m  de  lettres. 

Si,  dans  l'équation  précédente,  on  pose,  pour  simplifier,  u*  =  z, 
elle  devient 

«»-fF*'»-*-»-Q>-"H- +T'^H-U'=0. 

m— 1 
équation  d'un  degré  sous-double,  n,  ou  w — - — ,dont  les  racines  sont 

les  carrés  des  différences  entre  les  racines  x',  x',  a?',. . ./  car,  ea 
mettant  dans  la  relation  u'=ir,  à  la  place  de  u,  ses  différentes  va- 
leurs x' —  x',  a?*—  a?', .  •  •  >  on  obtient 

jg==:{x'—Xyy     (X^—X')*,.... 

L'équation  en  z,k  laquelle  on  est  parvenu  tout  à  l'heure ,  s'appelle^ 
pour  cette  raison,  V équation  aux  carrés  des  différences;  et  on  la  consi- 
dère ordinairement  de  préférence  à  l'équation  aux  différences,  comme 
étant  d'un  degré  sous-double. 

Ainsi,  dans  l'exemple  du  numéro  précédent,  l'équation  aux  diffé- 
rences est  du  6*  degré,  c'est-à-dire  d'un  degré  marqué  par  3  (3 — 1) ,  ou 
par  6.  Elle  ne  renferme  que  des  puissances  de  degré  pair;  et  si  l'on 
pose  u^ = z,  elle  devient 

^8  _  36^«  _^  22f4z  -f  459  =  0 , 

équation  dont  les  racines  sont  les  carrés  des  différences  des  racines  de  la 
proposée, 
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L*équation  aux  différences,  ou  aux  carrés  des  différences,  nous 
sera  très-utile  par  la  suite. 

§  III.  Des  Équations  susceptibles  d'abaissement. 

On  comprend  sous  ce  titre  toutes  les  équations  dont  deux  ou  plusieurs 
racines  ont  entre  elles  des  relations  particulières,  parce  qu*en  général 
on  peut  faire  dépendre  la  résolution  de  ces  équations  de  celle  d'autres 
équations  de  degré  moindre.  Telles  sont  les  équations  qui  ont  des  ra- 
cines égales,  c'est-à-dire  dont  le  premier  membre  (n*»  240)  contient  des 
facteurs  4gaux. 

Les  méthodes  qui  se  rapportent  à  ces  classes  d'équations  s'appellent 
méthodes  d* abaissement,  et  doivent  être  regardées^  jusqu'à  un  certain 
point,  comme  une  branche  de  la  transformation  des  équations,  puisque 
le  but  général  de  cette  théorie  est  de  ramener  la  résolution  d'une  équa- 
tion à  celle  d'une  équation  plus  simple. 

MÉTHODE  DES  RACINES  ÉGALES. 

2f76.  Dire  qu'une  équation  a  des  racines  égales,  c'est  dire  {p?  2k0) 
que  son  premier  membre  a  des  facteurs  égaux  ;  dès  lors ,  le  premier  po- 
lynôme dérivé,  qui  est  {p?26k-)  la  somme  des  produits  (m — 1)  à  (m— 1) 
des  m  facteurs,  contient  dans  chacune  de  ses  parties  au  moins  une  fois 
le  facteur  qui  entre  plusieurs  fois  dans  la  proposée.  Donc,  iZ  doit  exister 
un  commun  diviseur  entre  le  premier  membre  de  la  proposée  et  son 
premier  polynôme  dérivé. 

Mais  de  quelle  manière  ce  commun  diviseur  se  compose-t-il  au  moyen 
des  facteurs  égaux  de  la  proposée?  c'est  ce  qu'il  s'agit  maintenant 
d'examiner. 

277.  Une  équation  étant  donnée,  on  demande  de  reconnaître  si  elle 
a  des  racines  égales,  et,  s'il  est  possible,  de  déterminer  ces  racines. 

Désignons  par  X  le  premier  membre  de  l'équalion. 

x^+Vx""-' H-Qa^^'-^H- ....  +Ta?-t-U=0  ;  ^ 
supposons  qu'il  renferme  n  facteurs  égaux  à  â?  —  a,n'  facteurs  égaux  ' 
à  œ — b,  n'  facteurs  égaux  à  x — c. . . ,  et  qu'il  contienne  en  outre  les  fac- 
teurs simples  x — p,  a?— g,  a? —  r. .  »;  en  sorte  que  l'on  ait 

X  =  {x--aY  (a?-6)»'  (a?-c)'»'. . . .  (aî-p)  (a?— g)  (x-^r) .... 

Si  l'on  considère  Y,  ou  le  polynôme  dérivé  de  X,  on  a  vu  (n<>  2Q%) 
que  ce  polynôme  est  la  somme  des  quotients  de  la  division  de  ^par 
chacun  des  m  faeteurs  du  premier  degré  de  la  proposée.  Or,  comme  X 
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renferme  niacteurs  égaux  à  x-^Uy  oasura  d*abord  n  quotients  partiels 
X 

égaux  à    ;  même  raisonnement  pour  chacun  des  facteurs 

a?  —  a 

égaux ,  x^h,  œ^c .....  ;.d*aill6ucs,  on  ne,peutfornier  quhin  seul  quo- 

XXX 

tient  égal  à ,  —, . . . .  Ainsi,  Y  est  nécessairement  de  la 

oh-^p  M^-^q  œ — rv 

forme 

x-^a     a?— '0      X  —  e  x-^p      x — q      œ — r 

D*après  cette  composition  du  pdlrnonre  Y,  il  est  visihle  que 
(a? — a)"— ^ ,  {x — 6)"'—* ,  {x  —  c)»'— * , . . .  sont  des  facteurs  communs  à 
toutes  les  parties  de  ce  ptflynome  ;  doncle  produit  (a>— a)«^*  (a? — fe)»'— * 
[x — c)"'— * . . .  eât  un  e?tr»«tfrfd?aé^de  Y;  d'ailleurs X renferme  aussi 
ériileimiieilt  ce  diviseur;  ainsi,  ^  et  Y  «ont  pour  wmmun  dlFiseor 

relatif (a?— «^y»-'*  (»— 5)*'-"*  (jp— (?)«'-* ;  je  âisimaîn- 

tenant  que  c'est  leur  plus  grand  commun  diviseur.  îBn  effet,  les  facteurs 
premiers  de  X  sont  x — a,  x — b,  x — c,, . .  et  x — p,  x — q,  x — r,. . .; 
or,  Y  ne  peut  avoir  pour  diviseur,  «^--p,  îp —  -q,  x — r, ....  puisque 
chacun  d'eux  entre  comme  facteur  dans  toutes  les  parties  de  Y ,  excepté 
dans  une  seule. 
Donc  enfin  le  plus  grand  commun  diviseur  de  X  et  de  Y  rtl 
D  =  (a?— à)»-'  (a?— 5K-»  (a?— c)^-^' . . .; 
c'est-à-dire  que  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  le  produit  des  fac- 
teurs qui  entrent  plusieurs  fois  dans  la  proposée,  élevés  respectivement 
à  une  puissance  moindre  d*une  unité  que  dans  la  proposée. 
278.  De  là  on  peut  conclure  la  méthode  suivante  : 
Pour  reconnattresi  une  équation  X=0  renferme  des  racines  égales, 
formez  Y  ou  le  polynôme  dérivé  de  X;  puis  cherchez  (n^  246)  le  plus 
grand  commun  diviseur  relatif  entre  X  e/ Y;  si  vous  n'en  trouvez  pas, 
l'équation  n'a  pas  de  racines  égales  ou  de  facteurs  égaux. 

Si  vous  en  trouvez  un,  et  que  ce  commun  diviseur  D  soit  du  premier 
degré,  ou  de  la  forme  x — h,  posez  x— h=0,  d'où  x=h;  vous  pou- 
vez alors  conclure  quel  équation  a  deux  racines  égales  à  h,  et  na 
qu'une  seule  espèce  de  racines  égales,  doiH  vous  pouvez  la  «débarrasser 
en  divisant  X  par  (a? — hy. 

Si  D  est  du  second  degré  en  œ,  résolvez  J'équaiîm  D  =  0;  î!  pcUt 
arriver  deux  cas  :  ou  les  deiHL  racines  sont  ^égales,  on  elles  sont  inégales. 
1°  Si  vous  trouvez  D  =  (a:—/*)*,  vous  pou;vez  conclure  que  Véqua^on 
a  trois  racines  égales  à.h,  et  n'admet  qu'une  seule  espèce  de  racines  éga* 
les ,  dont  vous  pouvez *la  débarrasser  en  divisant  X  par  [x — A)';  2^5» 
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©fcst»dte^:la  forme'(^»-^ft>f»^ft'),  c^cst  que  Ia:propoBêe  a  dmtœracmes 
'éffule9  à  b,  etdmtx^memes  égales  àh\  dont  on  h  débarrasse  en  divi- 
saBtK'par^â?--A)*'^(t»-wA'f,  on  pat  W. 

^pposo|>s:m9iirtcntiïtrque;D  soiUd^un  degré^quelowiqiie;  ilfim, 
^urfQODnattve  tes^espèceSideTacims  égales,  et  le  nombre  des  raâHcs 
de  chaque  espèce,  résoudre  complètement  l'équaiimJi^iO;i^.tfmte 
rattm^simpletde^^^  sera  iouble-dans  lapropasée ;  tonte  raoine  dou- 
ble fde  BsatsO  sera  trq^e  dans  la  préposée;  et  aînd  déduite. 

259.  AppKqucHiS'Cdlte  méthode  à, quelques  eieroples. 

On  demande  si  Véquation  2a?*  —  12x^  +  19a;*  —fe  -h  9=  0  a  éUs 
rachwsJgahs, 

On  a  (n»  262) ,  pour  le  polynôme  dérivé, 

8a?'  —  36a?*  +  3&i?  —  6. 

Or,  en  cherchant  (n°  259)  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif 
entre  ces  deux  polynômes,  on  trouve  D  =  a?  —  3=0,  d'où  a?  =  3; 
la  proposée  a  donc  deux  racines  égales  à  3. 

Divisant  son  premier  membre  par  (a?  —"3)*,  on  obtient, 

2a;*  H- 1 5=0;    d'Où    aî=±|v'^^^ 
Ainsi  réqiwrtron' est  complètement 'résolue  et  a  pourracmes 
3,  3, +  1^111,    et    -|v'^^^ 

Soit  pour  second  exemple ,  w^  •— ^a?*  -f-  Sa?'  —7a?*  -{-^x  —  3=6; 
on  a  pour  le  polynôme  dérivé ,         5a?*  —  Sx^  -f  Oa?*  —  14a?  -f-  8 , 
et  pour  commun  diviseur,  x* — ^a?  -f- 1    ou  (a?  —  l)* ; 

donc  la  proposée  a  trois  racines  égales  à  1. 

Divisant  son  premier  membre  par  (a? — 1)'  ou  par 

«'  —  3aî^  +  3a?  —  1 ,  on  trouve  pour  quotient 

a?' +  a? +  3  =  0;     d'où    ïç  =  Hi^J^îizllî. 

2  ' 

l'équation  est  donc  encore  eomi^élement  résolue. 

Soii  la  nouvelle  équation 

x'-f  6a?*  4-  6«?^— 6i«*  —  iSa?*  —  3a?*  -f  8a?  +  4  =  0; 
lefpolynome  dérivé  est 

7a?«  H-  30a?''  +  30a?*  —  24^'  —  'iSa?*  —  6a?  +  8 
fit  l'on  ttrouve  pour  commun  diviseur 

a?*  H-  Sa?'  ■+-  «^  ~  ^3a?  —  2. 
i^'éqiMrtion  :â?*  -f  .3te'  4-  a??—  3©  —  2  =0,  ne  peot  jias^sêtre 
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immédiatement  résolue;  mais  en  y  appliquant  la  méthode  des  racines 
égales,  c'est-à-dire  en  recherchant  le  p.  g.  commun  diviseur  entre  le 
premier  membre  et  son  polynôme  dérivé,  4x^4-  Oar'+âa? — 3,  on  trouve 
pour  commun  diviseur,  a?  -*-  1;  ce  qui  prouve  que  a?  -|-  1  entre  au 
carré  dans  a?*  -|-  3a?'  4-  »*  —  3a?  —  2 ,  et  au  cube  dans  le  premier 
membre  de  la  proposée. 

Sil'on  divise  a?* -I- 3a?'  -*-  a?*— 3a?— 2  par  (a? -M)*  ou  a?»  +  2a?  4-  1, 
il  vient  pour  quotient,  a^  +  x  —  2,  polynôme  qui,  égalé  à  zéro, 
donne  les  deux  racines  a?  =  1,  a?  =  —  2,  ou  les  deux  facteurs  a?  —  1 
et  a?  4-  2.  On  a  donc 

aj»  ^_  3a,3  ^  aj«  —  3a?  — 2  =  (a?  4- 1  )•  («— 1  )  (  ^  +  2  ). 

Ainsi ,  le  premier  membre  de  la  proposée  est  de  la  forme 

(^4-1)'  (^-1)*  (a?  4-2)*; 

ou  bien,  en  d'autres  termes,  Téquation  a  trois  racines  égales  à  —  1, 
deux  égales  à  1 ,  et  deux  égales  à  —  2. 

Voici  de  nouvelles  applications  :. 
lo  ^7  _  7^6  ^  lOà?*  4-  22a?*  —  43a?»  —  35a?"  4-  4Sa?  4-  36  =  0, 
(^-2)»  (^-3)*(a?4-l)»-0; 

2o  aj?  —  3a?«  4-  9a?'^  —  19a?»  4-  ZTa?'  —  33a?2  4-  27a?  —  9  =  0, 

(ar  — ly  (^»  4- 3)^  =  0. 

280.  Lorsque,  en  appliquant  la  méthode  précédente,  on  obtient  une 
équation  D  =  0  d'un  degré  supérieur  au  second,  comme  cette  équa- 
tion peut  elle-même  être  soumise  à  la  méthode ,  on  parvient  souvent 
ainsi  à  opérer  la  décomposition  de  D  =  0  en  ses  facteurs  ;  et  Ton 
connaît  par  ce  moyen  les  différentes  espèces  de  racines  égales  de  Té— 
quation  X  =  0 ,  ainsi  que  le  nombre  des  racines  de  chaque  espèce 
Quant  aux  racines  simples  de  X  =  0,  on  commence  par  dégager  cette 
équation  des  facteurs  égaux  qu'elle  renferme  ;  et  l'équation  résultante, 
étant  résolue ,  fait  connaître  ces  racines  simples. 

Les  racines  égales  de  X  =  Ô  ne  peuvent  pas  toujours  être  décou- 
Tertes  immédiatement  :  c'est  ce  qui  arrive ,  par  exemple ,  lorsque  D 
n'a  que  des  racines  simples  et  surpasse  le  second  degré,  auquel  cas 
chacune  de  ces  racines  entre  deux  fois  dans  la  proposée  ;  et  l'on  ne  peut 
les  obtenir  qu'en  résolvant  l'équation  D  =:  0  d'après  des  méthodes  que 
nous  exposerons  ultérieurement. 

281.  Mais,  pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  cette  matière,  nous  al- 
lons faire  voir  que ,  quelle  que  soit  l'équation  proposée,  si  elle  a  des 
racines  égales ,  on  peut  toujours  faire  dépendre  sa  résolution  de  celle 
d'une  suite  d'équations  dont  la  première  n'admet  que  les  racines  «»m- 
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ple$  de  la  proposée,  une  seconde  les  racines  doubles  (c'est-à-dire  les 
racines  qui  y  entrent  deux  fois),  une  troisième  les  racines  triples,  etc. 
£n  effet,  soit  X  =5  0  Téquation  proposée ,  et  désignons  par  X'  le 
produit  des  facteurs  da  premier  degré  qui  correspondent  aux  racines 
simples  ;  par  X'  le  produit  des  facteurs  du  premier  degré  correspon- 
dant aux  racines  doubles;  par  X"",  X'^  ....  le  produit  des  fac- 
teurs correspondant  aux  racines  triples,  quadruples  ....  ;  en  sorte 
que  Ton  ait 

X  =  X'  .  X'» .  X"'  .  X"* .  X^^  .  .  .  ; 

il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  n®  277,  que  le  plus  grand  commun  divi- 
seur entre  X  et  son  polynôme  dérivé,  Y,  est  de  la  forme 

D  =  X'.X''*.X'^'X^*.  .  .  ., 

puisque  les  facteurs  égaux  de  la  proposée  doivent  entrer  dans  D  à  une 
puissance  moindre  d'une  unité  que  dans  la  proposée. 

Cela  posé ,  opérons  sur  D  comme  nous  avons  opéré  sur  X  ;  et  dési- 
gnons par  D' le  plus  grand  commun  diviseur  qui  existe  entre  D  et  son 
polynôme  dérivé.  On  a 

D  =  X'  ,  X'^'  .  X^'  .  .  .  . 

On  trouverait  de  même,  en  opérant  sur  D' comme  on  a  opéré  sur 
D  et  X', 

D'  =  X«^.X^».  .  ., 
D''  =  X^ 

(Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées ,  que  5  soit  le  plus  grand 
nombre  de  fois  qu'une  même  racine  entre  dans  l'équation  proposée , 
c'est-à-dire  que  l'équation  D''  =  0  n'ait  que  des  racines  simples.) 

Actuellement ,  si  l'on  divise  successivement  X  par  D,  D  par  D', 
D'par  D',  D' par  D"",  et  qu'on  désigne  respectivement  parQ,  Q', 
Q%  Q*,  les  quotients  obtenus,  on  pourra  former  le  tableau  suivant  : 

X  =X'X''X'^X«'*X^») 

JQ    =X'X'X''X-Xr 


Q'   =X'X"'X»^X^ 


D   =  X'X^'X^'X^* 

D    =X''X«^»X'» 

D'=X-X^*  1  ^i.^X'^^^O 


2.  =  X=0 
^  -  X'  -  0 


D^==x^»o  |Q^-x^^x^         X^x.^o 

D'où  l'on  voit  que,  par  le  moyen  de  trois  systèmes  d'opérations,  sa- 

16. 
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Toir  :  une  série  d'opéradic!»  du 'pIos.gffand'ecHQuinw  drafe^^ 
séries  de  divisions,  on  •parvient  à  isoler  suecessiveaiADt  ks  facteurs 
X',  X',  X",  X»'  et  X%  qui,  égalés  flépatément  à  0,  donnent,  la  pre- 
mière les  racines simpks, la fieconde  lesTiacînestâoiibles,  etc. 

n  eist  à  remarquer  d'aîlhmre  rqne  le  de|^.de  X'  =:=  0  exprâne  le 
nombre  des  racines  simples  de  ia  proposée;  ie  degrétde.X'  s  O^-le 
nombre  des  racines^Aoubles  ;  celui  4e  X^  •»  tû,  Je  nombre  -des  iiadacs 
triples ,  etc.  ;  et  la  résolution  complète  de  ces  équations  fait  coanaitare 
les  différentes  espèces  de  xacines<.donbles ,  triples  ^«quadiuples ,  etc. 

Ainsi  la  méthode  des  racines  égales  n*e&t  pas,  en  général,  une  mé- 
thode de  résolution  complète,  mais  bien  une  méthode  d* abaissement.  Ce 
n'est  que  dans  le  cas  où  les  équations  X'  =  0,X*  =  0,X*'  =  0,... 
ne  sont  que  du  premier  on  du  second  degré,  qu'on  peut  obtenir  immé- 
diatement toutes  les  racines  deTéquation  proposée. 

282.  On  peut  appliquer  la  fhéûiie  des  racines  égales  à  la  recherche.des 
rdations  qui  doivent  exister  entre  les  coefficients  d'un  polynôme  en.x  du 
second,  troisième, . . .  degré,  pour  que  ce  polynôme  soit  un  carfé, 
un  cube,. . .  parfait.  Il  suffît  pour  cela  de  former  le . polynôme  déiivé 
du  polynôme  proposé,  puis  d'exprimer  (n°  277)  la  condition  nécessaire 
pour  que  ce  polynôme  dérivé  soit  diviseur  relatif  du  polynôme  proposé. 

Soit,  par  exemple,  le  trinôme  du  «second  degré  aœ^+^œ+c,  dont  le 
polynôme  dérivé  est  2  ax+b, 

2ax*  H-  '2bx  +  2c       )     2ax  -h  b 


6a?  H-  2c       j         X  +  b 
'^abx  +  kac 

En  appliquant  à. ces  deux  polynômes  le  procédé  du  plus  grand  com- 
mun diviseur  avec  ses  modifications  (n*»  250) ,  on  trouve  pour  reste, 
%ac  —  V;  et  si  l'on  suppose  kac  —  6'  =  0,  ou  6^— ftac=0,  2aa?+6 
sera  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  ax^-\'bx-\-c  et  son  dérivé  qui 
n'est  autre  chose  que  2aajH-6  lui-même;  ainsi  l'on  peut  regarder 
aci?-hbx-\~c  comme  le  carré  de  2aa?H-6 ,  àoin  facteur  quelconque  près, 
indépendant  de  x. 

On  a  vu  en  effet  (n®  112)  que  5* — kac  =*  0  est  la  condition  nécessaire 
et  suffîsante  pour  qu'un  trinôme  du  second  degré  soit  un  carré  parfaîL 

6oit  encore  le  polynôme ax^  +  ba?  -^  tx  +  dy 

dont  le  dérivé  est 8aa?*  4-  26ar  +  c; 

en  cherchant  leur  plus  grand  commun  diviseur,  on  trouve  poar 
reste  (6ac  —  26*)  x+^ad  —  bc.  Or,  si  l'on  écrit  que  ce  reste  est  nul, 
on  établit  la  condition  que  3aaî*4-26a;4-c  est  common  diviseur  entre 
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k  palynoin6/et.S(»iidé£iTJé!;maûioeT(site  âoit  être  nul,  qudSe  qae  soit  la 
valeur  de  xr  aHa9i:(it^  i80),!Oii:  a  séparément 

600  —  28*  =  0,  '9ad  —  bc  =  0. 

En^effet,  la  premiëBe  deoces  deas^eonditiees «donne  e  s=:  ^ ,  et  la 

Sa 

le  6' 

'secoBdc,(l=  --  s=  j— !;d'oovSiibstUu«irt  éaiMîle'polynom  proposé, 

.Même  ransannementiponr  Les  polynômes  du  k^y  S^^,. . . .  de^é. 

JV^B.  Les  deux  relations,  <6ac — -^^  s=^^9ud'^hc  =a^^-fitAnf^ 
nent nécessairement  Ja  conditian  que  le  dérivé.. .  *« .  3aaf  -h^bœ-^c 
soit  un  carr^^orfoi^*  car  ^i  les  deux  faeteors  du  l*"'  degré  en  œ,  dont 
il  se  compose,  pouvaient  être  inégaux,  comme,  diaprés  la  théorie >. ces 
facteurs  devraient  serirouver  k  la  2"®  puissance  dans  le  polynôme  pro- 
posé, il  faudrait  alors  que  celui-ci  fût  au  moins  du  k"^^  degré,  tandis 
-qu^îlti^esttîue  du  3"»°. 

Et  en  effet,  la  condition  pour  que  3aaj*  -H  26a? 4- c  soit  un  carré  par- 
fait ,  tst ,  comme  on  Fa  tu*  ttout  à  llieure , 

(26)*  —  4..3ac  =  0,  ou >6*  —  Bac  =  0; 

et  cette  relation  rentre  dans  la  première  des  deux  relations  ci-dessus. 

283*.  Le  -procédé  du  pkrs  grand  commun  diviseur  sert  eMRjre,  éaws 
d'autres  cas ,  i  'abaîsswle  degré  'tt*une  équatioTi  :  tel  est  celui  où  Ton 
donne  d'avance  une  certaine  relation  entre  deux  des  racines  de Té- 
quation  proposée. 

Soit,  pour. fixer  les  idées,  réfuaUon.généraie 

xm  4-  Var-'  +  Qa?»"-*  4- . . . .  +Ta?+U  =  0. . .  ,i% 

et  supposons  tpf  entre  deux  des  racines  a  et  h,  Ton  ait  la  relation 
b  =  ka-hh  (k  et  h  étant  des  nombresconnus  et  donnés  à  priori). 

Puisque  l'équation  i(l)< doit  étse  aalôsfaiéeftwtlesvdeur^qBflirtitésttt^t 
ka-i-h,  il  s'ensuit  que ,  sid'on  met  dans  cette  équation ,  kx-{'h  à  la  place 
de  a?  ^  ce  qui  domie  la  HBuyelfe  équation 

tefif'éqwtftiuny  (1)  cît  (2)  d<(>m»iô»re=9at«Mtes'par'mîC!râîè^ 
«;«k>nc  <«•  "^JP)  'ft  doîteMSter'Wi  cominun  divMeurTelalîf: entre  les 
4vux  'premiers'  wemfbres. 

Ainsi,  en  appliquant  à  ces  denxpdlyoomcsle  procédé  du  pîu&grand 
commuajdiiôsaar.Tdatîf  ^  etégals^ntià  (^lediviseur  «btent^  onen  tirera 
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la  valeur  de  la  racine  a.  Cette  valeur,  substituée  dans  la  relation 
h  —  ka-^-h,  fera  connaître  la  valeur  correspondante  de  b. 

Si  ce  commun  diviseur  est  du  premier  degré  en  a;  ,  on  peut  conclure 
que  deux  racines  seulement  de  Téquation  ont  entre  elles  la  relation  don- 
née. Si  ce  diviseur  est  du  second,  degré ,  c'est  qu'il  existe  deux  couples 
de  racines  qui  jouissent  de  cette  propriété;  et  leur  détermination  ne 
présente  encore  aucune  difficulté.  Après  quoi ,  l'on  pourra  diviser  le 
premier  membre  de  la  proposée  par  chacun  des  facteurs  du  premier 
degré  qui  correspondent  aux  racines  obtenues. 

En  général,  soit  D  le  commun  diviseur  auquel  on  est  parvenu.  La 
résolution  de  l'équation  proposée  ne  dépend  plus  que  de  la  résolution 
de  l'équation  qu'on  obtient  en  divisant  le  premier  membre  de  la  pro- 
posée par  chacun  des  facteurs  du  premier  degré  qui  correspondent  aux 
racines  de  D  =  0,  et  à  celles  qu'on  a  déduites  delà  relation  b  =:ka+h. 

Soit ,  pour  exemple,  l'équation 

x'  —  V±x'  +  k»x^  -  l\x  +  30  =*0. . . .  (1), 

dont  nous  supposerons  que  deux  des  racines  à  et  6  sont  liées  par  la 
relation  b  =  2a  -f-  1. 

En  mettant  2a;  +  1  pour  x  dans  la  proposée,  et  développant  Jes 
calculs,  on  obtient,  toute  réduction  faite, 

8a?*  —  32a?»  -f  ^x^  —  7a?  —  2  =  0. 

Appliquaiit  aux  premiers  membres  de  cette  équation  et  de  la  proposée 
le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur,  on  parvient  au  diviseur  re- 
latif X  —  2  ;  ce  qui  donne 

X  —  2  =  0,   d'oiîi   0?  =  2,  ou  a  =  2. 

Cette  valeur  de  a,  substituée  dans  la  relation  6  =  2a  +  1 ,  donne 
ensuite  6  =  5. 

Le  premier  membre  de  la  proposée  est  donc  divisible  par 

(a?  — 2)(a?— 5)  ou  a?*  — 7a?+  10; 

et  en  effectuant  cette  division,  on  a  pour  quotient 

5      I 
0?"  — 5a?  +  3=0,   d'où   a?  =  ~±~x/13. 

L*équation  proposée  se  trouve  donc  ainsi  complètement  résolue. 

28^.  On  peut  déduire  comme  cas  particulier  de  l'analyse  précédente, 
le  principe  fondamental  de  la  théorie  des  racines  égales  (  Voyez  n"»  276). 

Soit  fait  A  =  0  dans  la  relation  6  =  Jbi  +  A;  elle  devient  b^ka, 
et  l'équation  (2)  du  n°  283  se  réduit  à 

Ign,^  +  PÉ«-«.  ««-'+...,+  T*.  «  +  U  =:  G, 
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Mais  comme  on  doit  avoir  pour  la  même  valeur  àe  x^ 

^m  4.  p^j-»-J  4.  Qa;»»-»  + 4.  Ta?  -*-  U  =  0, 

on  peut  substituer  à  Tune  de  ces  équations  le  résultat  de  leur  soustrac- 
.  tioD,cc  qui  donne 

(fe^  —  1)  ««  +  P  (fc»-'  —  1)  af^-^  +. . . .  +  T  (fe  —  1)  a?  =  0; 

ou  bien ,  observant  que  ( fc  —  \)  x  divise  tous  les  termes  de  celle-ci, 
et  effectuant  alors  cette  division, 

+Q(A;'"-'+/c«-*-f . . .  +fe-M)  a^-'  -*-..,+  T  =  0. 

Actuellement  si ,  outre  l'hypothèse  de  A  =  0 ,  on  suppose  fe  =  1 , 
ce  qui  revient  à  dire  que  deux  des  racines  &  et  a  sont  égales,  l'équation 
précédente  devient 

mx^-'  -I-  p  (m  —  1)  x"^  -f.  Q  (m  —  2)  a?^-^  + . . .  H-  T  =  0, 

équation  dont  le  premier  membre  doit  avoir  un  diviseur  relatif  commun 
avec  celui  de  la  proposée. 

Mais  nix~-*  -*-  (m  —  1)  VxT"^  ■+•....  +  T  n'est  autre  chose 
(n**  262)  que  le  polynôme  dérivé  du  premier  membre  de  la  proposée 
xm  -f-  Pa?"*— 1 -I-. . .  -f  Ta?  +  U  =  0;  donc  enfin,  dans  le  cas  où  cette 
dernière  équation  a  des  racines  égales,  il  doit  exister  un  commun  divir 
$eur  entre  le  premier  membre  de  cette  équation  et  son  polynôme 
dérivé  (*). 

Des  Équations  réciproques. 


285.  Parmi  les  équations  susceptibles  d'abaissement,  on  distingue 
particulièrement  les  équations  dites  réciproques  :  ce  sont  celles  qui  res- 

1 

tent  les  mêmes  lorsqu'on  y  change  x  en  -. 

X 

Ainsi,  par  exemple,  toute  équation  de  la  forme 

xm  +  jpa?«— *  +  qx"*-*  -*-....  +  ^ro?'  4-  |)aî  +  1  =  0, 

c'est-à-dire  telle  que  les  coefficients  des  termes  à  égale  distance  des 
^trémes  soient  égaux  entre  eux,  est  une  équation  réciproque;  car  si 


(*)  Ce  mode  de  démonstration  dn  principe  de  la  théorie  des  racines  égales  est  d& 
^M.Poinsot 
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l'on  y  remplace  x  par  -,  elle  devient 

y. .— -  -f. j  -f-. rm-i — I  H h  1  i=s  U; 

d'où  ,  en  multipliant  par  af",   et   renversant  Tordre  des  termes, 

ar+px"^^  +  qaf"-^  + . . .  •  -{-  qa^  +  jpa?  -1-1  =  0, 

équation  identique  avec  la  proposée. 

La  dénomination  de  réciproques,  donnée  à  ces  équations,  vient  de 

1 

ce  que,  si  Ton  suppose  a  racine,,  nécessairement  -  est  .aussi  racine  de  ha 

w 

même  équation. 

Afin  de  pouvoir  assigner  la  forme  générale  des  équations  récipro- 
ques, nous  considérerons  successivement  le  cas  où  l'équation  est  de 
degré  impair,  et  celui  où  elle  est  de  de^ré  pair, 

Pbehur  cas.  — Seit  une  équation  quëeonqne  de  di^gré  impair , 

J.M+»  4-  j,aj*»+  qx*"^^  -f. .. .  +  sx^  +  ix  -^r  u  :=  0...  .(1). 

Pour  que  cette  équation  soit  réciproque,  il  faut,  d'après  la  définition, 

t 
•qu'elle  reste. la  même  lorsqu'on  j  remplace,  a;  pan:  -.  Effectuons  cette 

substitution;  H  vient 

I  4._L+-JL«4.  ....  +±  +  î  +.«=■». 

a?>«+«       a?»'*-      a?"—*  x*      x  . 

d'où,  multipliant  par  a?"+S  divisant  par  u,  et  renversant  l'ordre  des 
termes, 

^an+t  -j-  -  -r«  -I-  i  x^-'  +  ...  -I-  -  a?»  -I-  -  a?  H-  -  =  0. . .  (2). 

II  M  u  u  u  ^  ' 

Or,  pour  que  les  équations  (1)  et  (2)  soient  identiques  entre  elles,,  il 
faut  que  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  soient  égaux ,  c'est- 
à-dire  que  Ton  ait  'les  relations 

t  s  ^  P  i 

u  u  u         u         u 

On  déduit  de  la  dernière,  -u*  =  1 ,  d'où  u  =  ±  1;  et  si  l'on  prend 
d'abord  la  vaknr 4<  =  -h  iyA^n inésolte 

t^f,    e-^'q, q—s,    y=t; 

prenant  ensuite  la  valeur  u  =  —  1 ,  on  trouve 

<=— i>>    #=  — î,....  ^  =  — .,,   pz=z—i; 
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J*où  l'un  voit  qu'une  équation  de  degré  impair  est  réciproque  quand 
les  coefficients  des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux  et 
de.méme  signe,  ou  bien  égaux  et  de  signes  contraires  (elle  ne  peut  d'aiî- 
Jears  àtue  réciproque  que  dans  Tun  de  ces  deux  cas). 

Second  cas.  —  Soit  «Que  équation  quelconque  .de  degré, pair., 

aj«+pa;>"-'-|-ga?»»-*+ . . ,  -f-ra^^-f . . .  -{-sx^^tx-^u  =î*0. ...  (3) 

(Dans  ce  cas ,  comme  le  nombre  total  des  termes  est  2  n+ 1,  le  terme  rx^ 
*e6t  à  égale  distance  des  deux  extrêmes.) 

1 

lleii^laecms'jrpar  ^  àms  cette  écpalioD  ril  vifiDt 

l  p  a  r  s        t  ^ 

—  4-  -^  +  -^  +  •••+:!:-+-•••  -l----f-4-u  =  0; 

dfoù^  mukipiliant  sfmr  x*",  divisant  .par  u,  et  renversant  Tordre  des 
termes , 

t  s  r  û         p        \ 

^an  -L  -  /pa»— I  -4 — a?»»—»  +...+  -«""H  ...  -*-  -X*-\'-X  -f  -  =  0...  (k)  l 

u  u  u  u  u         u  ^  ' 

or ,  pour  que  les  équations  (3)  et  (4)  soient  identiques  entre  elles ,  il  faut 
que  Ton  ait  les  relations 

u       ^  u       ^  u  u  u  u 

La  dernière  revient  à  u'  =  1 ,  d'où  u  =  ±  1. 

Cela  posé,  psnr  la  première  valeur  u  =  -4-  1,  on  trouve 

e  =  p,  j-=  5^,  . . . .  rssc  r,  . .  -*  f  a=  î<,  p  sss.  f; 

et  pour  la  seconde  u  =  —  1, 

1=  — p,*  =  — ^, r  =  — r,  ....^==  — «,!>  =  — /, 

égalités  dont  celle  du  miHeu,  r  =  -^  r ,  ne  peut  exister  à  moins  >qu'on 
ne  suppose  r  =  0. 

Donc,  toute  équation  de  degré  pair  est  réciproque  toutes  les  fois, 
V*  que  les  coefficiente  des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  wnt 
égaux  et  de  même  signe;  2<»  que,  îe  terme  du  milieu  manquant  dans 
l équation,  he  coefficients  des  termes  à  égale  âiManeedesieartrémes  sont 
égaux  et  de  signes  contraires.  (L'une  ou  l'autre  de  ces  deux  conditions 
est  d'ailleurs  nécessaire.) 

286.  Passons  actuellement  à  la  résolution  de  ces  sortes  d'équations; 
et  supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'une  équation  de  d^gré  fotr,  telle 
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que  les  coefBcicnts  des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  soient  égaux 
et  de  même  signe. 

Nous  prendrons ,  pour  fixer  les  idées,  une  équation  du  S""  degré  ;  mais 
on  reconnaîtra  aisément  que  la  même  méthode  s'appliquerait  à  toute 
autre  équation  satisfaisant  à  Thypothèse  établie. 

Soit  donc  Tcquation 
x^  +  px^  -f  qx^  -h  rx^  -|-  «a?*  +  ra?'  +  ga?"  +  poî  -f  1  =  0 . . .  (1); 

1 

et  posons  dans  cette  équation  x-i —  =  z, ..  (2). 

X 

[  On  est  conduit  à  cette  transformation  par  la  remarque  suivante  : 
puisque  les  racines  sont  réciproques  deux  à  deux ,  il  s'ensuit  que  Ton 

111 

connaît  les  produits  a  X  -,  ô  X  r-,  c  X  -  , des  racines  réci- 

a  0  c 

proques  (chacun  de  ces  produits  est  égal  à  1);  il  suffirait  donc  (n**  lli*), 

1  1 

pour  obtenir  les  deux  racines  a  et  -,  ou  6  et  7. . ,,  de  connaître  les 

a  0 

1.1  .       .  *        ,         , 

sommes  a  +  -  9  0  +  r ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  les  valeurs 

a  o 


de  la  fonction  a?  H — . 

X  J 


Cela  posé,  si  Ton  divise  Téquation  (1)  par  x*,  et  qu'on  rassemble  les 
termes  affectés  des  mêmes  coefficients ,  il  vient 

la  difficulté  est  ainsi  réduite  à  exprimer  en  fonction  de  z  les  quan- 

111 

lilés  x"  H-  -,,  a?'  -H  -    a?»  -I-  — 
a?*     .        a?'  a?* 

Or ,  on  a,  en  général , 
équation  d'où  l'on  déduit ,  en  y  remplaçant  a?  H —  par  -ar , 

X 

1 

formule  qui  donne  l'expression  x^+^  H 7-^  au  moyen  des  deux 

expressions  semblables  de  degrés  immédiatement  inférieurs,  m  et 
m  —  1. 
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Soit  fait  successÎTement  w  =  1 ,  2,  3,  4 ,  5  . . . .  ; 
on  trouve 

ainsi  de  suite  à  Tinfini. 
En  un  mot,  ces  expressions  forment  (n»  183),  i  partir  de  a?'  +  -j, 

X 

une  série  récurrente  du  second  ordre,  dont  l'échelle  de  relation  est 

U  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  substituer  dans  Téquation  (3)'^ 

111 

à  la  place  de  a?*  -|-  -j,  a?'  4-  -5,  a?*  +  -^,les  valeurs  qu'on  vient  d'ob- 
tenir ,  ce  qui  donne,  pour  l'équation  résultante, 

^*  _  4*2  +  2  +  /)  (*»  —  3if)  +  7  («»  —  2)  +  rif  +  *  =  0, 
ou ,  réduisant  et  ordonnant  par  rapport  à  r , 

** +  ;>^' -f  (^r— 4)  x» -*- (r— 3p)  *  +  5  — 2î -f  2  =  0, 

équation  d'un  degré  sous-double  de  celui  de  la  proposée. 

Donc,  la  résolution  de  toute  équation  de  degré  pair  y  telle  que  les 

coefficients  des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux  et  de 

même  signe ,  peut  être  ramenée  à  la  résolution  d'une  équation  de  degré 

sous—double. 

287.  Considérons,  en  second  lîeu  ,  l'équation  de  degré  impair 
/p3/»4-i  _^  pa^in  ^  ^jjjn— »  -f- -f.  qx^  -\~  px  +  i  =  0, 

dans  laquelle  les  coefficients  des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes 
sont  égaux  et  de  même  signe. 

Il  est  d'abord  visible  que  —  1  est  racine  de  celte  équation  ;  car  le 
premier  membre  devient,  par  l'hypothèse  a?  =  —  1, 

—  l+p  — ^+ +Î—P  +  U 

donc  ce  premier  membre  est  divisible  par  a?  +  1. 

Je  dis  de  plus  que  le  quotient  est  un  polynôme  réciproque  de  degré 
pair,  dont  les  coefficients  à  égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux  et 
de  même  signe, 
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En  efiFet,  on  voit  bien  clairement  que,  si  Ton  divise 

/pi/ï+ï  4.  px^n  ^  ^a?*"— * -f.  p^ç'  -h  gar  +  1,  par  a?  +  1, 

ou  1  -f  |p«H-  5W*  + 4--îîi?w-^^  -Hy»*"  4-  9^"*^  par  1  -f-  ar, 

les  coeflScienls  des  termes  de  même  rang  dans  les  deux  quotients  sont 
nécessairement  égaux  (ilsuffit/d'âilleuFsd'effecIuer  les  deux  divisions 
pour  s*en  convaincre)  ;  mais  le -second  quotient  n'est  autre  chose  que  le 
premierobtenu  dans  un  ordre  inverse.. B.onc  iHaut  nécessairement  que 
les  derniers  coefficients  du  premier  quotient  soient  respectivement  égaux 
aux  premiers. 

Il  résulte  de  là  qu'après  avoir  divisé  le  premier  membrcde  ila  pro- 
posée par  a?  -i-  1,  on  obtiendra  une  équation  réciproque  de  degré  pair 
de  même  forme  »<|ue  «elle  da  numéro  «pfécédeflt,  et -qu'on  résoudra  de 
Ja  même  manière. 

288.  11  nous  reste  encore  à  considérer  les  équations ,  de  degré  pair 
,ou  impair,  dont  les  termes.à  égale  distance  des  extrêmes  ont  des  cf^ef^- 
dents  égaux  et  de  signes  contraires.  Soit  l'équation 

-ijf»  if-  pa-w-i»  -^--qaf*^  -f —  qx^ — pœ  —  1  =r  0. 

(Il  n'y  a  point  ici  de, tome  du  miiieUj,  puisque,  «i  m  crt  impair, jfe 
nombr£  total  des  termes,  m+  1,  est^air,iitsi  m  estpair^  le  terme  da 
milieu  doit  manquer  (n"  285)  pour  que  l'équation  soit  réciproque.) 

Cela  posé,  il  est  encore  TÎsible  que  Téquation -proposée  est  satis- 
faite ,paE-^==  4-  1;  donc  le  iptemienmenAre  est  .divisible  par  »  —  1. 

Or,  si  l'on  divise 

1°  a^»  +  pa:^"'  +  qûif*-^  H- —  qx^  — |wp —  1  par  ic— ^i, 

2°  —  1  — px — qx^  —.....  +-^a?"— *  +  par—^  +  oj'^cpar — i-^x, 
!0U,  ce  qui  revifint  au  même  (fin/ebangeant  les  .lignes), 

i  -{-  px  +  qx^  + —  qx"*-^  —  pa;"»— '  —  a?'"  par  1  —  x, 

on  devra  obtenir  pour  les  termes  de  même  rang  dans  les  deux  quotients, 
desxoefficierits  absolument  identiques  (ce  qu'on -peut  d'ailleurs  aisément 
vérifier  «n  .effectuant  les  deux  dtiiisions)^ 

Donc  le  premier  quotient  est  nécessairement  un  :po)^nome  .dont .les 
termes  à  égale  idistsaicedeB'extrêmes  ont  (des  ^mffieiewb^égatMX  ei  de 
même  signe;  ainsi,  ce  polynôme  rentre. danfiTrim  des  diaix  cas  pcésé- 
demment  examinés. 

N.  B,  Dans  l'hypothèse  qui  nous  occupe  actuellement ,  si  Ton  sup- 
pose que  m  soit  jpair,  comme  en  divisant  le  premier  membre  delà 
proposée  par  x  —  1 ,  on  oTjtient  un  quotient  de  degré  impair  dontles 
coefficients  sont  égaux  et  de  même  signe ,  ce  quotient  est  lui-même 
divisible  par  a?  +  1  (n*  287),  Ainsi  le  premier  membre  delà  proposée 
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est  divisible  par  (x  —  1  )  (a?  +  1  )  ou  a?*  —  1;  et  le  quotient  «st 
un  polynôme  de  degré  pair  qui  rentre  dans  la  classe  de  ceux  déjà 
traités  n"*  286. 

289.  En  résumant  tout  ce  qui  vient  d!êtie  dit,  on  voit  1°  que,  jsi 
réquation  réciproque  proposée  est  de  degré  pair,  et  que  les  coefficients 
des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  soient  égaux  et  de  même  signe, 
sa  résolution  peut  être  (n»  286)  ramenée  à  celle  d'une  équation  de  degré 
sous-double; 

2*»  Que ,  si  réquation  est  de  degré  impair ,  les  coefficients  à  égale  dis- 
tance des  extrêmes  étant  égaux  et  de  même  signe,  le  premier  membre 
est  divisible  par  a?  +  1  (n'»  287)  ;  et  cette  division  étant  effectuée, 
réquation  résultante  peut  être  ramenée  à  une  équation  d!un  degré 
sous-double; 

S^  Que,  si  Véquafionest  de  degré  impcnr,  les  coefficients  à  égale 
distance  des  extrêmes  étant  égaux  et  de  signes  contraires ,  le  premier 
memlbre  est  divisible  par  a? — 1  (il®  288);  et  la  division  étant  effectuée, 
on  parvient  à  une  équation  susceptible  d'être  abaissée  à  un  degré  sous- 
double; 

4*»  Que,  si  Véquation  est  de  degré  ^air,lesroeff,cients  des  termes 
,jp»is  à  égoLe.distance  des  extrêmes  étant  éj^aua  et âe^tgm&eantrmres, 
Je  premier  membreest  divisible  par  a?*  —  1  (iV.  B..  n*  268);  et  si  Ton 
.effectue  la  division,  1  équation  qui  en  résulte  peut  dire  elle^inÂme  abais- 
sée à  un  degré  sous-daubie. 

290,  Applications.  —  Soit  Téquation  générale  à  deux  termes 
a^ — 1=0;  cette  équation  a  évidemment  1  pour  racine;  et  en  effectuant 
la  division  par  x  —  1,  on  trouve  (n?  31)  pour  quotient, 

a^— »  +  x^-^  +  x^-^  + H-a?*-ha;  +  l=0, 

éqnartion  réciproque  de  degré  pair  ou  impair,  dont  la  résolution  peut, 
au  moyen  des  principes  précédents,  être  ramenée  à  la  résolution  d'une 
.équation  de  degré  plus  simple. 

Soit,  par  exemple ,  l'équation         a?*  —  1=0; 
on  a ,  en  divisant  par  x  —  1, 

a:*  -h  a?'  -f  x^  +  a?  4-1  =  0, 
équation  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

,1  1  ^  A 

a;*+3+a?-f-  +  l  =  0. 
or  œ 


'Posons  X  -\ —  = 

X, 

d'où  a?' 

— 

zx-hi  = 

0;  ilenrésillte 

0^  +  2  + 

1 

^z\ 

ou 

..i. 

=  4'  — 2. 
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384.  THÉORIE  DES   FONCTIONS   SYMÉTRIQUES. 

1  1 

Reportant  ces  valeurs  de  a?  -f-  -  et  de  a?*  -h  -^  dans  l'équalion,  Ton 

obtient  ^»  —  2+-?+l=0, 

ou,  réduisant,  js*  4-  -? -^  1  =  0 ; 

1      1 

donc  •  z  ==  — -^  ±  ^  \/  5. 

D'ailleurs,  Téquation    x*  —  zœ  -{-  i  =  0   donne 


1 


donc,  en  substituant  à  la  place  de  z  ses  deux  valeurs,  on  a,  toute  ré- 
duction faite , 

L'équation  a?'°— ■  1=0,  peut  encore  être  résolue  complètement  par 
le  même  moyen. 

En  effet,  on  a 

oji^  —  1  =  {œ'  —  1)  {x'  +  1)  =  0. 

On  connaît  déjà  les  racines  de  Téquation  x^  — 1  =  0;  quant  à  celles 
de  Téqualion  a?'*  +  1  =  0,  comme,  par  rechange  de  a?  en  —  x,  elle 
devient  x^ —  1  =  0 ,  on  voit  que  tout  se  réduit  à  prendre  avec  des  signes 
contraires  les  racines  de  cette  dernière  équation. 

§  IV.  Théorie  des  fonctions  symétriques. 

Pour  compléter  l'ensemble  des  matériaux  nécessaires  à  la  résolution 
des  équations  d'un  degré  quelconque ,  il  nous  reste  à  exposer  une  des 
théories  les  plus  curieuses  et  les  plus  importantes  de  l'analyse  :  c'est 
la  théorie  des  fonctions  symétriques.  Le  célèbre  Lagrange  en  a  fait  la 
base  d'une  méthode  pour  résoudre  les  équations  du  troisième  et  du 
quatrième  degré. 

(Les  candidats  pour  l'École  Polytechnique  peuvent,  sans  inconvé- 
nient, passer  ce  paragraphe,  que  nous  n'avons  placé  ici  que  pour  nous 
conformer  à  la  marche  que  nous  noiis  sommes  tracée.) 

291.  On  appelle  fonction  symétrique  des  racines  d'une  équation, 
toute  expression  algébrique  qui  renferme  ces  racines ,  combinées  de  h 
même  manière,  soit  entre  elles ,  soit  avec  d'autres  quantités.  Ainsi, la 
somme  a  -{-  b  -\-  c  -{-  ....  -f-i  -f-Z,  des  racines  d'une  équation ,  la 
somme  ab  +  ac  -i-  ad  +  . . .  -f  il^  de  leurs  produits  deux  à  deux,  la 
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somme  ahc  +  abd  +  ...  de  leurs  produits  trois  à  trois . . . ,  sont  dites 
des  fonctions  symétriques  des  racines. 

Le  caractère  distinctif  d*une  fonction  symétrique  de  diverses  quan- 
tités est,  qa'eïïe  conserve  la  même  valeur  numérique,  quelque  permuta^ 
tion  que  Von  fasse  subir  à  ces  quantités. 

Nous  avons  déjà  vu  (n»  242)  que  P,  Q  R,  .....  T,  U,  étant  les 
coefficients  d'une  équation ,  on  a  entre  les  racines  et  les  coefficients  ^ 

les  relations  a  -{-  b  +  c  -{- .=  — .p ab  -{-  ac  +  ad 

4-  ...  =  Q  . . . . ,  abcd  ...  s=  +  U;  nous  allons  voir  maintenant 
que  toute  fonction  symétrique  rationnelle  de  ces  mêmes  racines ,  peut 
être  exprimée  également  au  moyen  des  coefficients  de  Téquation. 

292.  Sommes  des  puissances  semblables  des  racines  d^une  équa^ 
tion.  —  Les  plus  simples  des  fonctions  symétriques,  celles  au  moyen 
desquelles  on  peut,  comme  nous  le  verrons,  former  toutes  les  autres, 
sont  les  sommes  des  puissances  semblables  des  racines;  telles  que 

aH-5-l-oH-d+ ,a*-f6*  +  c"+eP+  ....,eten 

général,  a"  +  6"  4-  c"  +  rf"  +  . . . . ,  n  étant  un  nombre  entier 
quelconque. 

Or,  je  dis  que,  sans  connaître  les  racines,  il  est  possible  d*exprimer 
les  sommes  de  leurs  puissances  semblables  au  moyen  des  coefficients 
P ,  Q,  R,  ...  qui  sont  des  quantités  connues. 

Soit  en  effet  ^»  +  Vaf^-^  +  Qa?"— ^  -*-  R^-^ . . .  -f-  Ta:  -*-  U=0, 
réq[uation  proposée;  et  désignons  ses  racines  par  a,  6,  c,  (2,  ....  Si 
l'on  divise  successivement  le  premier  membre  par  chacun  des  m  facteurs 
du  premier. degré, a?  —  a,  a?  —  6,  a?  —  c, . , .,  on  obtiendra  (n°  238), 
pour  les  différents  quotients, 


ipw- 


-'  +  a 

ar^  +  a* 

a?«-»  +  o' 

a:"'-*  +  . . 

..  +*"-• 

.  +  P 

+  Va 

+  P«' 

+  Pa'»-» 

+  Q 

+  Qa 
+  R 

+  Qo'-' 
+  Ra™-' 
+  ... 
+  T... 

-•-+6 

*"-»  +  6' 

af-*  +  b* 

a^-'  +  . . 

. .  +  ô-»-' 

+  P 

+  PÔ 

+  P6» 

+  P6"-» 

+  Q 

+  Q6 

+  Qô"'-* 

•        •       •       • 

i 

H-R 

.   .   .   .   . 

+  .... 
+  T 

cl  ainsi  d^  suite  pour  chacun  des  facteurs  a?— c,a?  —  df..«. 

Maintenant,  si  l'on  fait  la  somme  de  ces  m  quotients,  et  que  Ton 
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fiOSft^  pour  plus>(k  aimipUckév' 

a       +6       -I-  c       + 
«*      Hrtf      +0*      4- 

an  lobtie&t  évidemment  peor  oette  somme 


+  P5^. 


a^—^  +  Sa 
H- PS. 
+  QS. 
+  wiR 


HrPS»— » 

+QS— ». 

"F"     •<•«■*••  • 
4r 

+  oiT. 

D'un  autre  côté,  Ton  a  vu  (n«  264)  que  Yy  ouïe  polynôme  dêiiié^ 
du  premier  membre  de  la  proposée^  représente  aussii  la.<somme  de»ini 
quotients  de  la  division  de  X  par  a?  ^-  «.,  a?  —  fe-,  on  —  <r  ^  . .  •  ;  or^ 
on  a  (n°  262*) 

Y;:xnM?»-» +(m--l)PuK"'^+<m^2)QïB'"^-^(w^  .,.  -f-T. 

Donc^. en compaiHffife terme  à  teraw'ces  deux  expressions  identiques  de 
la  somme  des  m  quotients,  on  ditient  les  relations 
S»-HnPs=(m— 1)P,  ou  simplifiant,  S. +P=0; 
S4-f-PS.4-«Q=(w— '2)Qi  on  bien,  S.+PS.-|-2Q=(h 
Sj+P8,+Q9.+mR=(tn— .3)H,  ou  S3+PS'.-hQS.4-3R=0; 


ou.      &,-..+ P&.-a+Q8«^a+  ...  -H(m^l)T  =  a 

La  première  formule  donne  d'abord  la  valeur  de  Si  en  fonction 
de»P;  la  seconde  donne  ensuite  Sii.  en  fonction  de  P,  Q,  et  de  S.  ; 
ainsi  de  suite  ;  enfin ,  la  dernière  fait  connaître  Sm~  t  au  moyen  de 
P,  Q,  R,  » . .  T,  et  de  Sot— »,  Sm— 3  ...  ,  qui  sont  censés  connus  d'a- 
près lesxelations  procédenies. 

Pour' étendre  ces  formules  avca»  d'une  puissance  quelconque,  re- 
prtDona  Téquation  proposée,  et  vemplaçons  œ  par  cbacune  des  racines 
a,b,  c,  éL^..,;  on  a  les  égalités 

a-?  -f  Pa»»-'  4-  Qfl"-^  +  ....  -*-  Ta  -I-  U  =  0; 
6- +  P6— »  +  Q6«-»  +  ....  -hXô  +  U^O^ 
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Multipliant  toates  ces  égalités.nspcctiy<eineBtB^  «^,  bf^  ^ ,  et 

ajoutant  les  produits  terme  à  terme  ^.on  obtient ,  d'après  les  notations 
convenues, 

Cela  posé,  voici  Tusage  de  cette  fornnde^; 
Soit     n  =  0,  d'ofe  &  =^ 9ô  :=ru^^b^'-\^  (T-'^-  . . .  =-  wr 
elle  devient 

S«  +  PS«-,  +  QS«-...  +  . .  .^  +  TS.  H-  mE  =  fl- 

Cette  dernière .  formule  se  lie  immédiatement  a^ec  la  dernière  des 
formules  obtenues. ci-dessus.. 

Soiafait  eosuitett  ss  1, 2!,  3,.iii^,-5.  • . ; mr trouve 

S«+.  +PS;,.  +  QS^,  +  . . . .  +  TSa  +  US»  =  0, 
S«.-^  -^-PSU+t  -f  Q&„  +....+  TS3  +  US.  =  0, 
S«+3  +  PS«+a  +  Qa«4...  +  ..-..  -f-  TS*  H-  US3  =  0^ 


Il  est  facile  de  reconnaître ,  d'après  l'inspection  de  ces  formules,. que 
les  sommes  des  m  premières  puissances  étant  formées,  les  suivantes^ 
forment  (n**  184)  une  série. récurrente  dont  l'échelle  de  relation .  est 

l'ensemble  des  m  coefficients  P,  Q,  R, T,  U,  de  la  proposée,, 

pris  en  signes  contraires. 

La  formule  Sm-^  +  PS«44i_i  +  . .  •  peut  donner  également.  les 
sommes  des  puissances  entières  et  négatives.  £n  jcffet,  soit  d'abord  n=  1;. 
ir  en  résulte 

équationrd'otrl'bn pewt  tirer  la valÎMir'de  SL.i  enfonctibn  de  S«— , , 
Sîfc— a ,  • . .  9-1',  SA,  qm'sonl?  censés  ^connus; 

Soit  encore  n  =  —  2,n  =  —  3...;  on  obtiendra  de  nouTeOte' 
fbrmntesqur  donneront  S—»  en»  fonction^  dfe  Ssi—a,  Si„— 3 ,  . .  «  So, 
S^r  .-. . ,  puis  S-3  en  fonction  de  9/îï— 3 ,  S«,-4  ,...&-!,  SL,  ;  et 
aiDsi'd6[9ntls. 

Concluons) der  là'  (pi*fme^uîgHbnqnBlbonqur  étai/rt' donnée,  on  peut 
Umpitu^s',  sim^vonnaitre  sv9  ruemss,  ohtenir  Tn  evmmes  de  leurs puù^ 
mmm'  9embïabhr,  le  degré  de*  Rt  puissance' étant  un  nombre  entier 
quelconque ,  positif  ou  négatif, 

SWi,  pour  exempter,  Vëquationr 

«?•  +x^  —  7a;*  —a?  rh  &^«. 
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On  a ,  pour  celte  équation  particulière, 

P:=l,   Q  =  --7,  T=— 1,   U  =  6; 
ce  qui  donne 
S.=-P=— 1, 
Sa=— PS.— 2Q=1+U=15 
S3=— PS.— QS.— 31=— 15— 7+3=— 19, 
S4=—PS3—QS.—TS.—4U=19+10S-1— 24=99, 
S,  =—PS4—QSs—TS.— US.  =—99— 133+15+6=— 211 , 
S.=—PS5—QS4—TS3—US,=211+693— 19— 90=795, 


_S3— PSa— QS,— TS,     19— iS- 7+i^     1 
^         -S.-PS,-QSo-TS-,,r"''-^*'-''-^^     85 


Ces  valeurs  peuvent  être  aisément  vérifiées,  car  Téquation  a  été 
formée  par  la  multiplication  des  facteurs  x  —  1,  âJH-J,a;  —  2, 
a?  -f  3;  ce  qui  donne  +  1,  —  1,  +  2 ,  et  —  3,  pour  les  quatre 
racines. 

Considérons  maintenant  d'autres  espèces  de  fonctions  symétriques. 

293.  On  dislingue  les  fonctions  symétriques  rationnelles  et  entières 
des  racines  d'une  équation  ,en  fonctions  symétriques  à  une  lettre,  à 
deux  lettres,  à  trois  lettres,  etc. 

Les  fonctions  symétriques  à  une  lettre  sont  celles  dont  chaque 
terme  ne  renferme  qu'une  racine;  telle  est  Ijiufonclion  a»  +  6"  +  c" . . ., 
que  nous  savons  déjà  (n<^  292)  exprimer  au  moyen  des  coefficients  de 
l'équalion. 

Les  fonctions  à  deux  lettres  sont  celles  dont  chaque  terme  renferme 

deux  racines;  telle  est  la  fonction 

a"bp  +  a"cP  +  b"ap  -h  a"dP  -{-....,  dont  il  est  aisé  de  concevoir  la 
forma  lion  en  prenant  tous  les  arrangements  deux  à  deuxûes  m  racines, 
et  fcii  aiTectantles  deux  lettres  de  chaque  produit,  des  exposants  respec- 
tifs net  p,  d*oii  il  suit  que  le  nombre  total  des  termes  de  celle  fonction 
est  (n"  14.6)  égal  km  {m  —  1). 

Les  fonctions  à  trois  lettres  sont  celles  dont  chaque  terme  renferme 

iroîV  racm^*;  telle  est  la  fonction 

o"5/'c?  -i-  a"cPd^  +  b'*aPc9  -f   ,  que  l'on  obtient  en  formaot 
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tûus  les  arrangements  trois  à  trois,  des  m  racines,  et  affectant  les  trois 
lettres  de  chaque  produit,  des  exposants  respectifs n,/i^  g;  ainsi, 
le  nombre  total  des  termes  est  marqué  par  m  (  m  —  1  )  («»  —  2)  ;  et 
ainsi  de  suite. 

Comme,  un  terme  quelconque  d'une  fonction  symétrique  à  plu- 
sieurs lettres  étant  écrit,  on  peut  obtenir  tous  les  autres  en  substituant 
à  l'arrangement  des  lettres  qui  entrent  dans  ce  terme ,  les  autres  arran- 
gements dont  les  m  lettres  sont  susceptibles,  et  en  conservant  aux  expo- 
sants le  même  ordre,  on  est  convenu,  pour  abréger,  de  représenter  les 
fonctions  à  une,  deux ,  trois...  leUres,  de  cette  manière  :  T.a",  T.a"fep, 
T.W'bpcJ. ...  ;  c'est-à-dire  que  Ton  place  en  avant  de  Tun  des  termes  de 
la  fonction  la  lettre  T;  et  ces  notations  équivalent  à  a"  +6'*  H-c"  + . . ., 
a'^bp  +  a'^cp  +  . . .,  a^'bpc^  +  a'^b'di  -f . . . 

Les  fonctions  dont  nous  venons  de  parler  sont  dites  les  fonctions  sy- 
métriques élémentaires. 

On  peut  concevoir  ensuite  que  tous  les  termes  d'une  même  fonction 
soient  aifectcs  de  coefficients;  mais,  pour  que  la  fonction  soit  symétri- 
que,  il  faut  que  tous  ces  coefficients  soient  égaux;  et  alors  on  peut  met- 
tre ce  coefficient  en  facteur  commun. 

C'est  ainsi  que  l'expression  4aW  -f-  4aV  H-  45V  -f- . . .,  que  l'on 
suppose  symétrique  en  a,  6 ,  c. . . ,  peut  se  mettre  sous  la  forme  4(a^6' 
-I-  aV  +  6V  +  . . .),  ou  4T.aV. 

Enfin  un  polynôme  symétrique  en  a,  6,  c  . . .  peut  être  composé 
de  la  réunion ,  par  addition  ou  soustraction ,  de  plusieurs  fonctions  sy- 
métriques élémentaires;  auquel  cas  le  polynôme  proposé  est  dit  une 
fonction  symétrique  complexe,  en  ce  qu'elle  renferme  plusieurs  fonctions 
de  la  forme  T .  a",  T .  a"bp,  T .  a"bpc9  ...  ;  mais  Y  évaluation  d'une  fonc- 
tion symétrique  complexe  est  évidemment  ramenée  à  celle  de  chacune 
des  fonctions  élémentaires  qui  la  composent.  Passons  donc  à  la  détermi- 
nation de  celles-rci. 

Evaluation  des  fonctions  symétriques,  à  deux ,  trois. . .  lettres, 

294.  On  a  déjà  donne  (n»  292)  des  formules  pour  évaluer  les  fonc- 
tions telles  que  ï.a",qui  n'est  autre  chose  que  S».  Cherchons  à  évaluer 
là  fonction  à  deux  lettres  T,a"bP.  Pour  cela,  multiplions  entre  elles  les 
deux  expressions 

^n  -f.  Jn  4-  en  +  e?»  -f-  .  .  •  .    =  T.a»  ou  Sn, 

aP  +  bp  +CP  +  dp  -\-  ....  =  T.oP  ou  Spy 

Le  second  membre  est  T. a"  x  T.aP,  ou  S«  x  S^. 
Bourd.  Alg.  17 
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Quant  au  premier  noembre,  il  peut  arriver,  deux  «a»  duis  la  mnlU-* 
plication  :  ou  la»  dfiux  terme»  da  muUiplloande  et  du.  multi^icatenr 
ont  la  xnùme  leltrc,  et  dans. ce  cas  le  produit  partiel  est  un  des  termes 
de  la  fonction  T.a"+P;  ou  bien  les  deux  termes  ont  des  lettres 4iffi* 
rcntcs,  auc[uel  cas  le  produit  partœl  est  un  t»rme  delà  fonction  Ijififf, 
Comme  d'ailleurs  le  produit  total  doit  être  symétrique,  puisqueiee» 
deux  facteurs  le  sont,  il  s'ensuit  que  le  premier  membre  a  pour  expres- 
sion T.a''-b»4-T.a"6p. 

Ainsi,  Ton  aFéquation  T-a-H^p  4-  T.a»fcp=  T.o"  x  T.ar; 
d'où  Ton  déduit  T .  a"bP  =  T .  a«  x  T .  aP  —  T .  a'*^; 

ou,  remplaçant    T. a",  T.aP,  T.oHr,  par  S„,  S^,  S«4^, 

T.a"6p==&Sp-.S»^^...  (1). 

S»,  Sp,S/>4^étaiitcoiinus,  d'après  les  fonmiles  du  n<»  992,  cefle-d 
pourra  servir  à  déterminer  toutes  les  fonctions  à  devœ  litres. 

CaspartiëuUer* — Si ,  daos-.eettefbmale,  on  suppose  >n  =  p^  circon- 
stance qui  arrive  assez  somneni,  le  seoond  membre  se  réduit  à  {^nf-^ 
San.  Pour  savoir  ce  que  devient  le  premier  (qui,  en  apparence,  se  ré- 
duit à  T .  a^b"),  il  faut  observer  que  l'on  a 

T.a"bP  =;  wbp  4-  aVP  +  a^'dp  +  . . .  +  b"ap  +  co^  + ; 

or ,  dans  Thypothèse  de  n  =  |),  tous  les  termes  de  ce  polyjiome  devien- 
nent égaux  deux  à  deux^  savoir,  a^  et  b^a^,  a"cf  et  c^a^,..; 
donc  T.  a"bp  se  réduit  réellement  à  2  T.  a"6",  c'est-à-dire  au  double 
de  la  fonction  exprimée  par  T.  aii6«,  et  dont  le  nombrcdes  termes  n  est 
plus  (n''  293)  le  nombre  des  arrangements,,  mais  bienle.nombre  des 
combinaisons  deux  à  deux. 
Donc,  en  supposant  n  =  p  dans  la  fornmle  (1)^  on  trouve 

2T.a''5«=(S„)«  — Sa„;    d'oà    T,  a^5^  =  ^^^' r"  ^"^ . . .  (2). 

Tâchons  maintenant  d'évaluer  la  fonction  T.  a'^bPci, 
Pour  y  parvenir,  muUipKons.«nlmfittos^lestéquàtiQÉs 

a^'bP  H-  aHP  -f  a"dP  -f  . . .  +  b'^aP  +  c"aP  + . . .  =  T.  a''&', 
cfi  -f"ô»  -h  c»  4-  <fr  4- a=T.  ûf. 

On  a  d'abord ,  pour  le  produit  des  seconds  membres,  ^ 

T.  anbp  X  T.  a7;  quant  aux  premiers  membres,  on  doit  obtenir  trois 
espèces  de  fonctions  symétriques  pour  le  produit  total. 

Car ,  ou  la  Mtra  du.  terme  multipiicâtenr  est  semAable  à  la  lettre  du 
terme  multiplicande^  affectée  de  Texposantn/auqud  cas  le  produit  par- 
tiel est  un  des  termes  de  laionctio»  T.  *«+*». 
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Ou  la  lettre  da  terme  multiplicateur  est  semblable  à  la  lettre  da  terme 
multiplicande,  affectée  de  l'exposant  j>;  et  ,dans  ce  cas,  le  produit  par- 
tiel appartient  à  la  fonction  T.  a^bf-^. 

Ou  bien ,  elle  est  différente  des  deux  lettres  qui  entrent  dans  le  terme 
multiplicande;  et  alors  le  produit  partiel  est  un  des  termes  de  la  fonc- 
tion T.  a^bpc^. 

Donc  enfin ,  le  produit  total  des  deux  premiers  membres  a  pour 
expression,  T.  a'^bp  -|-T.  a«W^  +  T.  a^bPcç. 

Ainsi,  Ton  a  pour  nouvelle  équation 

T.  a'^-^bP  -f  T.  a»5H-7  -f  T.a^ôw  =  T-  a'^bp  x  T.  a?; 

â!où  Ton  déduit 

T.  a»fePw==T.a«6PxT.a«'— T.a»+î6f— T.  o»ôH^; 

ou,  mettant  à  la  place  de  Ta"bp,  Ta"-H6p,  Ta"bP+9,  leurs  valeurs 
tirées  de  la  formule  (1),  et  réduisant, 

Tui-bPc9  «  SAS,  —  S^Sj  —  8,+^^  —  SH^«+2S«-hH^, . .  (3). 

Cas  particuliers,  —  1°  Supposons  deux  des  trois  exposants  égaux, 
p  =  q,  par  exemple;  le  premier  membre  se  réduit  à  2T,  a''6f'c/',  puis- 
que tous  les  termes  de  la  fonction  générale  T  .  a'^bPc^  sont  alors  égaux 
deux  à  deux;  et  la  formule  (3)  devient 

T  ,  g^ftrcr  =  ^  ^  ^^  ^'  ~  ^-^  ~  ^"^'P  "^  ^"^^^         (4): 

cette  nouTelle  formule  servira  pour  toutes  les  fonctions  à  trois  lettres 
dont  les  deux  exposants  seront  égaux. 

2®  Supposons  les  ^roû  exposants  égaux ,  c'est-à-dire  n  =  p  =  q;h 
premier  membre  de  la  formule  (3)  se  réduit  à  6T.  a^b'^c'',  parce  que 
tous  les  termes  (n<^  145)  deviennent  égaux  six  à  six, 

Ainsi,  cette  formule  devient 

T.«,6.^.^(S.)3,3S.„a.  +  2S3,^^      ^g^ 

On  parviendrait  à  ce  même  résultat  d'après  la  formula  (4),  en  obser- 
vant que  n  =  jp  donne  T.  a^'bPcP  =  3T.  a'^bH'',  parce  que  tous  les 
termes  de  T.a'^bPcp  deviennent  égaux  trois  à  trois. 

'  Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  marcbe  qui  vient  d'être  suivie  pour 
évaluer  T.  a^bP,  T.  a^'bPcf,  il  est  aisé  de  voir  ce  qu'il  faudrait  faire 
pour  l'évaluation  des  fonctions  à  quatre  lettres,  à  cinq  lettres,  etc. 

'  ^5.  Nous  avons  déjà  remarqué  (n«  293)  que  toute  fonclîon  symétrî- 
qua^ratioBaolle  et  entière  des  racines  d-une  équation  n'est  que  le  résultat 
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de  la  réunion,  par  addition  ou  soustraction,  des  fonctions  T .  a»,  T.  a"6p, 
T .  a'^hPifl . . .  /  nous  sommes  donc  en  droit  de  conclure  ce  théorème ,  qui 
est  un  des  plus  beaux  et  des  plus  importants  de  l'analyse  algébrique  : 
TouU  fonction  symétrique  rationnelle  et  entière  des  racines  d'une  équor 
tionpeut,  sans  que  Ton  connaisse  ses  racines,  être  évaluée  au  moyen 
des  coefficients  de  Véquation. 

JV.  B.  Il  en  est  de  même  d'une  fonction^  symétrique  rationnelle  et 
fractionnaire;  car,  si  Ton  conçoit  que  tous  les  termes  soient  réduits  an 
même  dénominateur,  on  aura  une  seule  expression  fractionnaire  dont 
le  numérateur  devra,  d'après  le  caractère  distinctif  d'une  fonction  sy- 
métrique (n"  291),  être,  ainsi  que  le  dénominateur,  une  fonction  symé- 
trique rationnelle  et  entière;  donc,  en  évaluant  chacune  de  ces  fonctions 
séparément,  on  obtiendra  la  valeur  de  la  fonction  proposée. 

296.  Applications  de  la  théorie  des  fonctions  symétriques,  —  La 
théorie  des  fonctions  symétriques  donne  le  moyen  de  résoudre  cette 
question  que  nous  avons  déjà  traitée  {n?  272)  par  le  secours  de  Félimi- 
nation  :  Une  équation  dont  on  ne  connaît  pas  les  racines  étant  donnée, 
former  une  nouvelle  équation  qui  ait  pour  racine  une  combinaison 
DÉTERMINÉE  de  dcux,  trois,  etc.,  quelconques  des  racines  de  la  proposée. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  d'abord  que  Ton  veuille  former  une 
équation  dont  tes  racines  soient  la  somme  de  deux  quelconques  des  ra- 
cines de  V  équation  X  =  0. 

Soient  ayhyCyd.   •    •    .les  racines  de  cette   équation;  celles  ' 

de  la  nouvelle   équation    que  nous    appellerons  Z   =   0,   seront 

a  4-  5^  a  +  c,  a  4-  d,  6  +  c. . .  ;  et  leur  nombre  sera  exprimé  par 

le  nombre  de  sommes  ou  de  combinaisons  différentes,  deux  à  deux,  que 

Ton  peut  faire  avec  les  m  lettres  ayh,  c,  d*..,  c'est-à-dire  (n°  IW) 

m(m — 1)    .    .            _       mlm  —  1)  ,      ^    ,,.,  ,    ,     . 

pan — —^ -,•  ainsi  ce  nombre,  — ^-^ ,  représente  déjà  le  degré 

de  l'équation. 

Quant  à  la  composition  de  ces  coefficients ,  comme  (n°  242)  le  coeffi- 
cient du  second  terme  est  égal  à  la  somme  des  racines  prises  en  signes 
contraires^  il  a  pour  valeur 

—  (a  +  ft)  —  (a  +  c)  —  (a  4-  <0-  •  •  •  > 

expression  dans  laquelle  a,  h,  c,.  •  •  entrent  toutes  de  la  même  ma- 
nière; ainsi  cette  fonction  symétrique  rationnelle  et  entière  peut  s'ex- 
primer au  moyen  des  coefficients  P,  Q,  R. . .  de  la  proposée. 

On  a  de  même ,  pour  le  coefficient  du  troisième  terme .  la  somme 
des  produits  deux    à  deux  des   mêmes   quantités,  c'est-à-dire, 

(^•\-h)  {a-Vc)  +  (a-f6)  (6+c)  +  (a  +  c)  (6  +  r)  + . . .,  expression 
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qai  est  encore  symétrique  ena,b,c,,.,,  et  peut  par  conséquent  s*é~ 
falaer  au  moyen  des  coefficients  P,  Q,  R,. . .;  même  conclusion  par 
rapport  aux  coefficients  du  ^«jS''.  • . .  terme,  et,  en  général,  par  rapport 
au  coefficient  de  rang  n  -f-  1,  puisqu'il  n*est  autre  chose,  au  signe 
près,  que  la  somme  des  produits  n  à  n  des  quantités  a-hh,  a-\-c. . .  », 
somme  qui  est  nécessairement  une  fonction  symétrique  de  a,  6 ,  c. . . . 

Toute  la  difficulté  consiste  à  mettre  en  évidence  toutes  ces  fonctions 
symétriques,  et  à  les  évaluer  d'après  les  formules  établies  précédem- 
ment; mais  nous  verrons  bientôt  un  moyen  plus  simple  d'évaluer  ces 
coefficients. 

On  peut  également  former  une  équation  dont  les  racines  soient  des 
combinaisons  de  la  forme 

a-\'b-\-kab,    a-he+kae,    a -\r  d+ had, . , ., 
h  étant  un  nombre  connu  et  déterminé. 

Le  degré  de  cette  nouvelle  équation  que  Ton  peut  encore  désigner 

par  Z  =  0,  est  toujours  marqué  par  m  .  — - —  ;  et  ses  coefficients 

étant,  au  signe  près,  les  sommes  des  produits,  une  à  une,  deux  à 
deux,  trois  à  trois, . .,  des  quantités  a  -h  p-\'kab,  a  +  e  +  kac. . ,, 
sont  nécessairement  des  fonctions  symétriques  rationnelles  et  entières 
des  racines  de  la  proposée. 

297.  Proposons-nous,  pour  seconde  application,  déformer  réqwUêom 
aux  différences  des  racines  d'une  équation  donnée,  question  qui  a  d^ 
été  traitée  par  l'élimination. 

Nous  avons  fait  connaître  (n'»  275)  la  forme  et  le  degré  de  cette  équa- 
tion. Soit  m  le  degré  de  la  proposée;  celui  de  l'équation  aux  différences 
est  exprimé  par  m  {m  —  1),  De  plus ,  elle  est  de  degré  pair,  et  ne  ren- 
ferme que  des  puissances  de  degré  pair  ;  en  sorte  que ,  si  Ton  pose ,  dans 

«                w  (m  —  1)  „,       . 

cette  équation,  ti'  =  ^  et  — ^— ^r -■  =  n,  1  équation  prend  la 

forme 

jgn  4.  p^n-i  +  Q V-»  + . . .  4-  r«  +  D'  =  0 . . .  (1)  ; 
et  les  racines  de  celte  nouvelle  équation  sont  les  carrés  des  différence 
des  racines  de  la  proposée. 

Les  coefficients  P',  Q', T',  U',  sont  les  mêmes  que  ceux  de  l'é- 
quation aux  différences;  mais  elle  est  de  degré  sous-doubïe,  et,  par 
cela  même,  plus  simple  à  considérer. 

Cela  posé,  sia,b,  c,  d».,,  sont  les  racines  de  la  proposée,  on  a, 
pour  celles  de  l'équation  (1) , 

(a-6)*,(a-c)«,(6--c)«....; 
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donc,  d'après  la  composition  connue  des  équations,  les  coeffîdoils 
P',  Q%  R',. .  •  sont,  au  signe  près  pour  qudques^uns,  les  sommes  des 
produits  Iàl,2à2,3à3....  des  quantités 

c'est-à-dire  que  l'on  a 

—  P'  =  [a—  ly  +  {a^cf  +...., 

Q'=(a— 6)*(a  — c)'+  (a— 6)'  (5  — c)'H-... 
— R'=(a— 6)»(a— c)»{6  — c)'+.... 

Or,  toutes  ces  expressions  sont  des  fonctions  symétriques  que  Ton  peut 
évaluer  au  moyen  des  coefficients  P,  Q,  R,. . .  de  la  proposée.  Toute- 
fois ,  si  Ton  effectuait  ces  développements ,  les  diverses  fonctions  que  ron 
obtiendrait  seraient  des  fonctions  à  une ,  deux ,  trois ,  etc. ,  et  en  général 
à  p  lettres  (si  Ton  considère  le  coefficient  de  rang  (p  -f- 1)  ;  et  ces  coeffi- 
cients s'évalueraient  avec  beaucoup  de  peki«  dans  la  pratique. 

Maisî7  existe  un  moyen  plus  simple  de  calculer  P',  Q',  R'. . . 

Les  formules  S.  +  P  =  0,  Sa  -|-  PS.  +  2Q  =  0. . .,  obtenues 
numéro  292,  font  connaître  S»,  S»,  Sa,...-  en  fonction  de  P, 

Réciproquement,  connaissant  à  priori  les  sommes  Si ,  Sa,  S3,. .. 
desracines  d'une  équation ,  on  pourrait  calculer  les  coefficients  P,  Q,  R,.,. 
d'après  les  mêmes  formules;  car  elles  donnent 

P„S,,Q  =  =:li^\    R_-S3-PS,_QS. 


2         '  3 

donc,  si  nous  pouvions  évaluer  les  sommes  des  puissances  semblables 
des  carrés  des  différences,  [a  —  6)* ,  (a  —  c)*. . .,  nous  obtiendrions 
facilement  les  valeurs  de  P',  Q',  R'.  • . . 

Or,  en  appelant  S'»,  S'a,  S'a ,  S'4,. . . .  les  sommes  des  puissances 
semblables  des  racines  de  l'équation  (3) ,  on  a 

S'x  =  {a—by  +{a—cY  4- (a— d)»  + . . .  =  (m— 1)T.  a*— -âT.  ab, 
S'.  =  (a— ô)*+(a— c)*  +  ...={m— l)T.a*— W.a'6+6T.aV, 
S'3  =  {a~ô)«-i-(a— c)«  +. . .  =  (m^l)T,a«— 6T.a'^&-f-15T.a*tf 

—  20T.a'6S 


Explication  de  ce  tableau.  —  Il  est  évident  d'abord  qoeles  dév^op- 
pements  de  S' 1 ,  S'» ,  S'a ...  ne  peuvent  se  composer  que  de  fonctions 
symétriques  à  une  ou  deuco  lettres  auplua;  quant  à  la  manière  de  les 
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obtenir,  on  observera  que,  dans  chacun  d'eux,  a',  ou  a*,  ou  a^,. . . . 
doit  être  répété  autant  de  lois  que  Ton  peut  former  de  différences  entre 
la  racine  a  et  toutes  les  autres  dont  le  nombre  est  m —  1;  donc,  les 
fonctions  T.  a*,  T.  a*,  T.  a*',. . .  ont  toutes  {m — 1)  pour  coefficient. 

Les  coefficients  des  autres  fonctions  sont  d'ailleurs  ceux  des  dévelop- 
pements des  puissances  (a — 6)*,  (a — 6)*,  (a — bf . . . .,  depuis  le  second 
inclusivement  jusqu'au  coefficient  du  terme  qui  tient  le  milieu ,' aussi 
inclusivement.  Enfin ,  les  diverses  parties  sont  alternativement  positives 
et  négatives,  ccHUiiie  dans  les  développements  de  (a — bf,  (a — 6)*. . . . 

Le  nombre  des  sommes  S' i ,  S'  » ,  S'  3 . . .  qu'il  est  nécessaire  d'éva- 
luer, est  égal  au  nombre  des  coefficfentS'P',  Q',  R'. . .  de  l'équation  (3)  ; 
par  conséquent,  la  dernière  somme  est  S'„. 

Cela  posé,  voici  la  marche  qu'il  faut  suivre  dans  la  pratique  pour 
évaluer  ces  sommes  : 

On  commenee  pair  calculer  les  sommes  Si, Sa,  Sa,.*.,  jusqu'à 
Szn  ou  S„,(m— i) ,  des  racînes  de  la  proposée  (1)  ;  puis  à  laide  des  for- 
mules du n*^294,  on  évalue  toutev les  fonctionsT  ,ab,T.a^b,T.  a^b*.. . ; 
d'où  l'on  conclut  les  valeurs  de  S' i  ,-8'  a ,  S'  3 ... ,  S'n,  et  par  suite,  celles 
deP,  Q,  R',....T',C'. 

298.  Soitprôppséde  former  Yéqaaûona»x  carrés  des  différences  des 
racines  de  l'équation  aï'  —  7a?  +  7  =  9. 

(fn  .^-  1^ 

Cette  équation  étant  du  3**  degré,  on  a. m  ^ — - —  =3;  ainsi, 

réquatiott  cherchée  est  de  la  forme js^  4-  P'**  +  Q'z  +  R'  =  0  ;  c'est-à- 
dire  qu'il  y  a  trois  coefficients  à  déterminer,  et,  par  conséquent,  trois 
sommes  S'i  ^  S'a ,  S'a ,  à  calculer.  Cela  posé,  on  a 

P  =  0,    Q  =  -7,    R  =  7; 

d'où  Ton  déduit,  tout  calcul  fait, 

S.  =9,  Sa  =14,  Sa  =  — 2L,  S4  =  9»,S5  =—245, Se  =833, 
T.  a'=      Sa  =       14,  T.  a'   =  Se      =833', 

T.a6=      Q    =—7,  T.a»6  =  SsS,— S6  =— 833, 

T.  a*  =      S4.  =      98,  T.  a*6'=  Se  Sa— Se  =       539 

T.  a'b^~  S4  =  —98,  T.  aW  =  ^^'^—^'  =  _196; 

donc,  S.  =  2T  .  o*  —  2T  .  ab  =  42, 

S'>  =  2T  .  a*  — kl .  o'6-+-6T.o'6'  =  882, 

S'3  =  2T  .  a'  — 6T  .  «'6  +15T.aV— 20.T.  o't»=18669; 
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ainsi ,  à  cause  des  formules 
S'.+P'=0,  S',+P'S'.+2Q'=0,  S'3+P'S'.+Q'S'.+3R'=0, 

ona  P'  =  -S'.=  — 42,    Q' ==^^''~^^''  ^  i!ti. 

^.^-S3-P'5%-Q-S-.^_^g 

ô 

Donc  enfin ,  l'on  obtient    *'  —  42U'  +  441*  —  49  =  0, 

pour  réquation  aux  carrés  des  différences  des  racines  de  l'équation 

aj'  —  Ta?  +  7  =  0. 

Nous  engageons  les  commençants  à  traiter  ce  même  exemple  par 
rélimination,  afin  de  comparer  les  deux  méthodes. 

299.  Ce  moyen  de  déterminer  les  coefficients  de  Téquation  aua 
carrés  des  différences  peut  être  également  employé  pour  dctermiaer 
les  coefficients  de  l'équation  aux  sommes  des  racines  prises  deux  à  deux, 
a  +  ^,  a  +  c,6H-c,  .  .  .  (voy.  n*»  296). 

Soit  a?'  4-  Pa?*  +  Qo?  4-  R  =  0,  l'équation  proposée  ;  l'équa- 
tion aux  sommes  a-|-6,  a+c,  64-(?,  serait  de  la  forme 
z*  +  P V  +  Q'z  +  R'  =  0 ;  et  en  appelant  S' »,  S' »,  S' 3 ,  les  sommes 
des  puissances  semblables  des  racines  de  cette  seconde  équation ,  on 
aurait,  pour  déterminer  S'»,  S'a,  S' 3,  les  formules 
S'i  =  (a+h)  +  (a-hc)  +  (6+c)  =  2  {a-^b-i-c)  =  2  T  .  a*, 
S'a  =  (a+6)*  +  (a+cf  +  (6+c)«  =  2T  .  a*  +  2T  .  ab, 
S'a  =  (a+6)'  +  [a-hcf  -f  (6+c)'  =  2T  .  a'  +  3T  .  a'ô. 
Après  avoir  calculé  les  sommes  S, ,  Sa,  Sa,  de  la  proposée,  on  en  dé— 
duirait  les  valeurs  de  T. a*,  T.a6,  T.a',  T.  a*b,  ce  qui  ferait  connaî- 
tre S'  1 ,  S' a ,  SS  ;  et  Ton  obtiendrait  enfin  F,Q',  R',  d'après  les  formules 
S\  +P'=0,  Sa  -hPS'.-h2Q'=0,  S'a  +  P'S'a  -f  Q'S',  -f3R'=0. 

On  opérerait  d'une  manière  analogue  pour  former  une  équation  dont 
les  racines  fussent  des  combinaisons  de  celles  de  la  proposée,  de  la  forme 
a  +  6  +  kab,  a  -j-  c  -h  hac,  ...  ;  on  aurait,  pour  une  équation 
du  n'*"'  degré , 

S'«  =  (a+6-hfca6)  -f  {a+c-{-kac)  +  ....=  (m— l)T.a'  -f-feT.  ab; 
S'a  =  (a+ô+ftaô)'  +. . .  =  (m  — 1)  T.  a*  +  2T.  ab  +  2fcT.  a^b 

+  k'T.aV: 
S'3  =  (a  +  6  +  kaby  +  .  .  .  =  (  m—  1  :  T.  a'  +  3T  .  a*6 

4-3]fe(T.a»ô+2T,  a*6») 
+  3fe*T.  aV+/c»T.aV; 
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Nous  proposerons  les  exercices  suivants  : 

Déterminer,  1**  l'équation  aux  carrés  des  différences  des  racines  ûa 
réquation  a?'  —  6ar  —  7  =  0. 

{Résuîlat j^  —  S6z^-\-  S^kz  +  459  =  0.) 

Cet  exemple  a  déjà  été  traite  (n<*  274)  par  la  méthode  d'élimi- 
nation. 
2"*,  L'équation  aux  sommes  deux  à  deux  des  racines  de  Téqualion 

a;»  —  a»  4-  2  =  0. 
[Résultat *»  —  3^  —  2  =  0.) 

3®  L'équation  dont  les  racines  soient  des  combinaisons  de  la  forme 
a  4-  6  +  a6,  des  racines  de  Téquation 

a?»H-3a?*  —  4a?  —  12  =  0. 
{Résultat z^  +10^*+  17ir— 28  =  0.) 

4<»  L'équation  dont  les  racines  soient  les  sommes  deux  à  deux  des 
racines  de  l'équation  a?*  —  6a?' —  Sa?*  +  42a?  -f  40  =  0. 

{Résultat 

5«  _  18^  4-  98^*  —  96z'  —  747^'  +  2322^  —  1944  =  0.) 

300.  Nous  terminerons  les  applicatious  de  la  théorie  des  fonctions 
symétriques  par  la  démonstration  d'un  très-beau  théorème  sur  l'é- 
limination. 

Ce  théorème ,  dû  à  Bezout ,  consiste  en  ce  que  le  degré  de  l'éqt7A— 
TION  FINALE  qui  résulte  de  l'élimination  de  l'une  des  inconnues  entre 
deux  équations  d'un  degré  quelconque  à  deux  inconnues,  ne  peut  être 
plus  grand  que  le  produit  des  degrés  des  deux  équations  ;  et  il  est 
justement  égal  à  ce  produit,  lorsque  les  équations  proposées  sont  les 
plus  générales  de  leurs  degrés. 

Avant  de  développer  la  démonstration ,  il  est  indispensable  de  faire 
connaître  la  forme  d'une  équation  complète  du  m*^*  degré  à  deux 
inconnues. 

Nous  avons  déjà  reconnu  (n**  116)  que  toute  équation  du  second 
degré  peut  être  ramenée  à  la  forme  Ma;*  +  Na?  +  P  =  0 ,  M  étant 
une  quantité  toute  connue,  N  un  polynôme  du  premier  degré  en  y, 
et  P  un  polynôme  du  second  degré. 

En  général,  une  équation  à  deux  inconnues  est  dite  du  m'^'  degré 
lorsque,  le  plus  haut  exposant  de  chaque  inconnue  étant  m,  la  somme 
des  exposants  de  ces  deux  inconnues  dans  un  même  terme ,  ne  surpasse 

17. 
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pas  m  (*).  Il  résulte  évidemment  de  là  que  toute  équation  da  degrés  m 
peut  être  ramenée  à  la  forme 

kaf"  +  Rr«-'  +  Ca?«-*  +  Dcn^-^  +  .  .  .  .  -f  Tar  +  U  =  0, 

A  étant  une  quantité  eommcy  numérique  ou  algébriquei, 

B  un  polynôme  du  !•'  degré  en  t^,  tel  que  .   •   .    .    .  63^  +  5', 

C  un  polynôme  du  2**  degré c%/^  +  c'y  -\'c', 

D du  3«  degré rfj^  +  dy  +  d'y  +  d', 

T du  (iw— l)^'degré  ...<i/^""* +<'t/«-'4- 

U du  m'^'^       degré... tt^     -f-Wj^— *-f 

301.  Cela  posé,  considérons  les  deux  équations  à  deux  inconnues, 

kccr  +  Ba?«-'  +  O»-*  +  .  .  .  •  +  Ta?  -f  U  =  0, 
AV  +  B'a?»-'  H-  CV-*  +  .  •  .  .  -f-  Ta?  4-  U'  =  0, 

que  nous  désignerons,  pour  abréger,  par      M  =  0,  N  =  0. 

Concevons  en  outre,  quoique  nous  n*en  ayons  pas  encore  les 
moyens,  que  la  première  équation  soit  résolue  com^détement  par 
rapport  à  a?,  et  donne  les  m  valeurs  x  ^  ay  x  =  h,  x  =  c,  .  ... 
(a,  b,  c,  ...  étant  alors  des  fonctions  de  y)  ;  chacune  de  ces  m  va- 
leurs de  X,  substituée  dans  l'équation  M  =  0,  doit  la  vérifier,  quelque 
valrar  que  Ton  attribue  à  t^  après  cette  substitution. 

D*un  autre  côté,  si  Ton  substitue  ces  m  valeurs  successivement 
dans  le  premier  membre  de  Téquation  N  =  0,  on  obtient  ks  ex- 
pressions 

AV  -f  BV-*  -f-  . . .,  A'ô«  +  m^-'  + . . .,  A'c«  -h  B'c*-"  +  . . ., 

qui  sont,  en  général,  des  fonctions  irrationnelles  de  y.  Or,  je  dis  que 
toute  valeur  t/  =  6,  qui  rend  nulle  l'une  de  ces  fonctions,  est  une  va- 
leur convenable  (n°267).  En  effet,  supposons,  par  exemple,  que  6  rende 
nulle  la  fonction  A'a"  +  B'a"—*  +....;  et  désignons  para?  =  a, 
ce  que  devient  x  =  a,  lorsqu'on  remplace  t^  par  6  dans  a;  le  système 
(a?  =  a,  t/  =  6)  vérifie  évidemment  M  =  0,  puisqu'on  a  déjà  vu  que 
41?  =:  a  la  vérifie  quel  que  soit  y.  En  second  lieu,  «/  =  6  rendant  nulle 
la  fonction  X'a"  +  B'a»— *  +  •  .  • ,  qui  n'est  autre  chose  que  le  pre- 
mier membre  de  N  =  0,  dans  lequel  on  a  mis  a  à  la  place  de  œ,  vérifie 

(*)  On  nippdse  tel  qne  !«•  dénommateiits,  s'il  y  en  a,  ne  renforment  pas  les 
ÎDConBues  x  eXy;  autrement,  il  faudrait  d'abord  chasser  le6dénoiDiiiatears.^F(0y(s 
ji  remarque  du  n**  92.) 
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N=  0  en  mêoœ  temps  que  «  =  a,  valeur  de  a,  qui  corresponde 
y  =  6.  On  voit  donc  que  (a?  =  a ,  i/  =  ê)  forme  uu  système  com- 
mun aux  deux  équations  M  =  0  et  N  s.  0;  ainsi^  t/  =:  g  est  tme  valem 
convenable. 

Réciproquement ,  toute  valeur  convenable  de  y  doit  anéantir  l'une 
des  fonctions  d-dessus.  Car,  pour  être  convenable,  il  faut  qu'elle  sa- 
tisfasse aux  deux  équaitions  en  mémo  temps  qu'une  certaine  valeur 
de  a?;  or,  toutes  les  valeurs  de  x  convenables  sont  comprises  dans 
x=a,  x=b,  œ=:c,  . , .;  et  dès  que  Ton  fait  œ  =  a,  ovl  x=rib,  , . , 
le  premier  membre  de  N  =  0 ,  retombe  dans  l'une  des  fonctions  ci- 
dessus  ,  qui  doit  par  conséquent  s'évanouir  par  l'hypothèse  t/  =  6. 

On  peut  conclure  de  là  que,  si  Ton  égale  à  0  le  produit  de  toutes  ces 
fonctions,  Téquatiom  qu'ion  obtiendra  sera  (sans  aucun  facteur  étran- 
ger) f  équation  finale  qui  résulte  de  V élimination  de  %  entre  les  deux 
équations  proposées. 

Cette  équation  finale  est  donc 

(AVh- B'a«-'  +  ,...  +T a+U:)  (A>+B'ô"-' H- . . . .  +T'6+U') 
(AV'4-BV-»+....4-T'c4-U').  ......  =0.  ..  .  (Y). 

Sa  formation  semble  reposer  sur  la  résolution  complète  dé  Féqua- 
tion  M  =  0  par  rapport  k  x;  mais  nous  allons  voir  que  cela  n'est 
pas  nécessaire,  et  nous  reconnaîtrons  dans  ce  qui  vient  d'être  dit 
«ne  nouvelle  méthode  d'élimination. 

Remarquons  d'abord  que  Téquatlon  (Y)  ne  change  pas,  quelque  per- 
mutation que  l'on  fasse  entre  les  racines  a,  6 ,  c. . .;  ainsi  le  premier 
membre  est  (n*»  291)  une  fonction  symétrique  rationnelle  et  entière  des 
racines  de  l'équation  M  =  0 ,  résolue  par  rapport  à  x.  Donc ,  en  vertu 
du  théorème  n°  295,  ce  premier  membre  peut  être  exprimé  au  moyen 
des  coefficients  A,  B,  C,. ...  de  l'équation  M  =  0;  et  il  est  possible  de 
former  l'équation  (Y)  sans  que  l'on  soit  obligé  de  résoudre  d'abord  l'é- 
quation M  =  0. 

Cette  méthode ,  qui  est  assez  simple  pour  deux  équations  du  second 
degré,  devient  très-laborieuse  lorsqu'on  veut  l'appliquer  À  des  équations 
d'un  degré  plus  élevé.  Elle  a  toutefois ,  sur  la  méthode  exposée  n°  269, 
et  sur  plusieurs  autres,  l'avantage  de  cmiduire  toujours  à  la  véritable 
équation  finale^  san& l'introduction  d'aucun  facteur  étranger. 

Mais  ici  notre  principal  objet  est  de  démontrer  le  théorème  sur  le  de- 
gré de^VéqmtiQn  finàU. 

802..  Pour  détermiaer  le  degré  en  f^del'équaiion(Y),  ilaiffitde 
considérer  un  terme  de  rang  quelconque.  Or,  cbaque  terme  dece  pror 
doit  se  forme  de  la.  multiplkatioa  d'un  terme  du  pr^»ier  facteur, 
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par  un  terme  du  second,  par  un  tenne  du  troisième....;  soient 
Ka^,  K'6^',  KV. . . .,  des  termes  pris  au  hasard  dans  chacun  des  m 
facteurs;  le  terme  correspondant  du  produit  sera 

K  .  K'  .    .  R'  .    .    .    .   .    X   a''6V     ...-.; 

d'ailleurs,  le  produit  total  est  symétrique  en  a,  5,  c,  .  .  .  .  donc, 
ce  terme  fait  partie  d'une  des  fonctions  symétriques  qui  entrent  dans 
la  composition  de  (Y)  ;  et  celte  fonction  partielle  peut  elle-même  cire 
représentée  (n°  293)  par 

K  .  K'  .  K'  .    .   .   .    X  T  .  ahhh'cf^'  .   .   . 

Il  suffît  donc  de  déterminer  le  plus  haut  degré  en  y  de  cette 
fonction. 

Si  l'on  se  rappelle  la  composition  des  'formules  qui  donnent 
S,,  Sa,  S3,  .  .  .  (n*  292),  et  que  Ton  ait  égard  aux  degrés  en  t^ 
des  coefficients  A,  B,  C,  .  .  .  de  l'équation  M  =  0  (n°  300) ,  on 
verra  que  S,,  SajSj,. . . .  S/„sontdu  1",  2%  3«....  et  en  général, 
du  degré  h  en  y.  Donc,  Sa  X  Sa'  X  Sa'  . . .  est  d'un  degré  marqué 
par  ^  +  ^'  -h  A'  +  ,...;  et  d'après  les  formules  du  n»  294, 
qui  donnent  l'expression  d'une  fonction  symétrique  quelconque, 
T  .  a^*¥'c^'' ....  est  aussi  du  degré  ^  4-  A'  H-  fe' . . . ,  et  ne  peut  sur- 
passer ce  degré. 

D'un  autre  côté,  soient  k,  k>,k'  ,  .  .  ,  les  exposants  de  y  dans  les 
coefficients  K ,  K' ,  K'  .  .  .  ;  la  somme  des  exposants  du  produit 
K  .  K'  .  K' .  .  .  .  est  fe  +  fe'  -h  fe'  +  .  .  .  .  Ainsi ,  dans  la  fonction 
K  .  K'  .  K'  .  .  ,  X  T  .  a^V''c'''  ,  .  .  .,  la  somme  des  exposants  est 
fe  -f  ft'  -f  r  +  .  .  .  .  H-  ^  +  À'  +  fc'  +  .  ,  .  .;  mais,  d'après  la 
composition  de  l'équation  N  =  0,  l'on  a  tout  au  pins 

A;  +  ^  =  n,    fe'  +  A'  =  n,     &"  +  A"  =  n  .  .  .  . 

Donc  enfin ,  la  fonction  symétrique  ci-dessus  est  tout  au  plus  d'un 
degré  marqué  parn  +  n  +  n  +-  . . .,  ou  m  x  n.         C.  Q.  F.  D. 

N.  B,  U équation  auœ  différences  étant  (n®  273)  le  résultat  de  l'cli- 
mination  de  x  entre  les  équations 

X  =  0, 

Z  V 

Y  H-2ti^  +  -2-^u»+  ....  -fti-'-'^O, 

dont  la  première  est  du  degré  tn  en  a?,  et  la  seconde  du  degré  m  —  i 
en  a;  et  tt ,  il  s'ensuit  que  cette  équation  finale  doit  être  du  degré 
m  (w  —  1)  ;  et  c'est  eir  effet  ce  qui  a  été  reconnu  (n«  275). 
Le  théorème  précédent  est  également  applicable  à  un  nombre  m 
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d'équations  renfermant  un  pareil  nombre  d'inconnues  {voyez,  pour  sa 
démonstration ,  un  Mémoire  de  M.  Poisson ,  XP  cabicr  du  Journal  de 
r Ecole  Polytechnique ,  page  199). 


CHAPITRE  VIII. 

Résolution  des  Équations  numériques  à  une  ou  à  plusieurs 
inconnues. 


Les  principes  que  nous  avons  établis  dans  le  chapitre  précédent, 
sont  applicables  à  toutes  les  équations,  de  quelque  nature  que  soient 
leurs  coefficients,  numériques  ou  algébriques;  et  ces  principes  doivent 
être  regardés  comme  les  éléments  des  méthodes  employées  pour  résou- 
dre les  équations  de  degré  supérieur. 

Nous  avons  déjà  dit  que  les  analystes  ne  sont  parvenus  jusqu'à  pré- 
sent qu'à  la  résolution  des  équations  générales  du  troisième  et  du  qua- 
trième degré.  Les  formules  qu'ils  ont  obtenues  pour  les  valeurs  des 
inconnues  sont  si  compliquées  et  d'un  usage  si  peu  commode,  lorsque 
toutefois  on  peut  les  appliquer  (ce  qui  n'est  pas  toujours  possible),  que 
l'on  doit  regarder  le  problème  de  la  résolution  des  équations  algébri- 
ques d'un  degré  quelconque,  comme  plus  curieux  qu'utile.  Aussi  les 
analystes  ont-ils  dirigé  principalement  leurs  recherches  vers  la  résolu- 
tion des  équations  numériques,  c'est-à-dire  de  celles  qui  proviennent  de 
la  traduction  algébrique  d'un  problème  dont  les  données  sont  des  nom- 
bres particuliers;  et  ils  ont  trouvé  des  méthodes  au  moyen  desquelles 
une  équation  numérique  d*un  degré  quelconque  étant  donnée ,  on  peut 
toujours  déterminer  les  racines  qu'elle  renferme. 

C'est  l'ensemble  de  ces  méthodes  que  nous  nous  proposons  de  déve- 
lopper dans  la  première  partie  de  ce  chapitre. 

La  seconde  aura  pour  objet  le  complément  de  l'élimination,  ou  la 
résolution  des  équations  numériques  à  plusieurs  inconnues. 

pBEsiitRE  PARTIE.  Êquations  numériques  à  une  inconnue.  —  [Pour 
la  généralité  de  nos  raisonnements,  nous  représenterons  encore  l'équa- 
tion proposée  par  af^  +Pa?'"— *  -f-  Qa:^— »  +  .  .  .  =0;  mais  les 
lettres  P,  Q .  .  .  .  seront  censées  désigner  des  nombres  particuliers  et 
des  quantités  réelles,  positives  ou  négatives.] 
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§  I".  Principes  fondamentaux.  Limitée  des  racines. 

303.  Premier  principe.  — -  Si  deux  nombres  ^  etq  (de  signes  quel- 
conques), substitués  à  la  place  de  x  dans  une  é^ation  numérique, 
X  =  0 ,  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires,  ces  deux  nombres 
comprennent  au  moins  une  racine  réeUe  de  la  proposée. 

Avant  de  démontrer  cette  proposition ,  nous  ferons  voir  que ,  si  un 
nombre  a ,  mis  à  la  place  de  x  dans  un  polynôme  X,  fonction  entière 
de  X  (n""  230),  mais  dont  les  coefficients  sont  numériques  et  réels,  a 
donné  un  certain  résultat  A,  on  pourra,  en  remplaçant  x  par  a  -\-u , 
et  prenant  u  sufiBsamment  petit ,  obtenir  un  nouveau  résultat  qui  dif- 
fère du  premier  d'une  quantité  moindre  que  toute  grandeur  donnée» 

Soient  en  effet  A,  B,  C ,  D,  ....  ce  que  âeriemient  les  polynômes 

Z     V 

X,  Y,  -,  j— 5,  ....  (n°  264)  quand  on  y  met  a  au  lieu  -de  x;  le 

pdynome  X  deriendra,  par  la  substitution  de  a  4-  m, 

A  -h  Bu  -h  Ctt'  +  Dtt'  -h  .  .  .  +  w«», 
ou  bien  A  -\-u  (B-f  Cu  +  Du'  +  .  .  .  -f  u»"-*). 

La  quantité  u  (B  -f  Gu  4-  .  .  .  )  est  Texprcssion  de  la  différence 
entre  les  résultats  des  substitutions  de  a  +  u  et  de  a:  et  c'est  cette  dif^ 
férence  qui  doit  être  reconnue  susceptible  de  devenir  moindre  que 
toute  grandeur  donnée,  pour  une  valeur  de  u  convenable. 

Or,  B,  C,  D  . .  • ,  étant  des  quantités  finies  de  signes  quelconques, 
considérons  le  cas  le  plus  défavoraUe  qui  puisse  se  présenter,  celui 
où  elles  seraient  toutes  de  même  signe  et  égales  à  K ,  la  plus  grande 
d'entre  elles.  L'expression  u  (B  4-  Cu  H-  .  .  .  )  devient 

Ktt  (1  -f-  w  -h  u*  H-  .  .   .  -f-  tt*^'  ), 

Ku  (1 u»")  Ku 

ou  (n^  31)  — -^ -y  quantité  moindre  que ,  dans  le 

cas  de  u  <  1. 

Cela  posé,  si  l'on  veut,  par  exemple,  que  la  différence  soit  moindre 
qu'une  quantité  donnée  N,  il  n'y  a  qu'à  poser 

-=ou.<N,    06  qui  donne    us:sou< 


et  toule  valeur  de  u  qui  satisfera  à  cette  dernière  condition ,  satisfera 
nécessairement  à  TinégaUté 

Ku(l  -H  uH-ti*-f  .  •  .  4- «*'«-'>•<  N, 
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et  à  plus  forte  raison,  à  l'inégalité 

w  (B-f.Cu-hDtt»+  .  .  .)<N.  C.Q.F.D. 

Nous  poiiTODS  actuellement   démontrer  le  principe  énoncé  ci— 


Les  deux  nombres  p  et  g  mis  à  la  place  de  œ  dans  l'équation  X=0, 
donoant,  par  hypothèse,  deux  résultats  de  signes  contraires,  P ,  et  Q , , 
on  peut  concevoir  que  l'on  fasse  varier  x  par  degrés  insensibles  depuis 
p  jusqu'à  q;  les  résultats  des  substitutions  successives  varieront  aussi 
par  degrés  insensibles,  c'est-à-dire  de  manière  à  ne  difiPérer  les  uns  dès 
autres  que  de  quantités  aussi,  petites  que  Ton  voudra  (cequ^cm  exprime 
en  disant  que  le  polynôme  X  est  soumis  à  la  loi  de  eonthmité  dans 
l'intervalle  de  P ,  à  Q ,  ).  Or,  une  quantité  qui  est  constamment  finie  (*) 
ne  peut  passer  du  poéilif  au  négatif,  ou  réciproquement ,  qu'en  pas- 
sant par  la  valeur  0.  Donc,  parmi  les  nombres  compris  entre  p  et  q, 
il  y  en  a  nécessairement  au  moins  un  qui  donne  un  résultat  égal  à  0  ; 
et  ce  nombre  est  alors  une  racine  de  l'équation  X  =  0. 

304.  Second  principe.  —  De  ce  que  deux  nombres  substitués  à  la 
place  de  œ  dans  une  équation  donnent  deux  résultats  de  signes  contrai* 
res,  on  est  en  droit  de  conclure  qu'ils  comprennent  au  moins  une  ra- 
cine réelle;  mais  on  ne  peut  pas  affirmer  qu'ik  n'en  comprennent 
qu'une  seule,  et  ils  peuvent  en  comprendre  un  nombre  impair  quel- 
conque. Ceci  résulte  d'une  nouvelle  proposition  que  nous  allons  dé- 
montrer, et  qui  consiste  en  ce  que,  si  deux  nombres  comprennent  un 
nombre  impair  queiconque,  2n  4-  1,  tfc  racines  réelles,  les  résultats  de 
leur  substitution  à  la  place  de  x  sont  de  signes  contraires;  et  s'ils  en 
comprennent  un  nombre  pair  quelconque  2n,  les  résultats  de  leursub— 
stitution  sont  nécessairement  de  même  signe. 

Pour  mettre  cette  proposition  dans  tout  son  jour,  désignons  par 
a,  6,  c  .  .  .  .  celles  des  racines  de  l'équation  proposée  X  =  0 ,  que 
l'on  suppose  comprises  entre  deux  nombres  donnés  p  eiq,  de  signes 
quelconques,  et  par  Y  le  produit  des  fadeurs  du  premier  degré  en; a?, 
qui  correspondent  aux  racines  réelles  non  comprises ,  et  aux  racines 
imaginaires. 

Le  premier  membre ,  X ,  de  l'équation  peut  se  mettre  sous  la 
forme  (a?  — a)     [x — b)    (a;  — c)...xY. 

(*)  En  général,  une  fonction  de  x  peut  passer  de  l'état  positif  à  Tétai  négatif, 
«oit  en  passant  par  Yinfitd,  soit  en  passant  par  la  valeur  zéro;  mais  ici,  les  coeffi- 
eientsde  la  proposée  étant  des  Doaabres  finis,  et  or  n'entrant  pas  en  dénominateur ,  la 
valeoide  X  ne  peut  p^  deveaiit  M^iiir. 
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Substituons  maintenant,  dans  le  produit  précédent,  p  et  ^  à  la  place 

de  œ;  nous  obtenons  les  deux  résultats 

(p-a)     ip-b)     (p-c),..  X  Y', 
(q  —  a)     {q—b)    (q  —  c)...  X  Y". 

Y'  et  Y"  désignant  ce  que  devient  Y  lorsqu'on  y  remplace  x  par  p 
elç,  ces  deux  quantités  Y'  et  Y"  sont  nécessairement  de  même  signe; 
puisque,  autrement,  en  vertu  du  premier  principe,  Y  aurait  encore 
au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre p  et  ç,  ce  qui  serait  contre 
l*hypolbèse. 

Cela  posé,  pour  déterminer  plus  facilement  les  signes  des  deux  ré- 
sultats ci-dessus,  divisons  le  premier  par  le  second;  il  vient 
(p  —  a)  (p—b)  (p—c)....  XY' 
{q  —  a)  (q-b)  (}  — c)  ....  X  Y'* 

»  —  a      «  —  6      »•— c  Y 

ou  bien        -^ X  ^^ rX- — -X X  ^,. 

q  —  a       q  —  b      q  —  c  i 

Maisp  et  q  comprenant  les  racines  a,  6,  c,  d  .  .  . ,  on  a  nécessai- 
rement p  ^  a,  6,  c,  d,  .. .., 

et  îf  5  «>  b,  c,  d,  ....; 

d'où  Ton  déduit  p  —  a,  p  —  b,  p  —  c,  .. .  ^  0, 

et  q  —  a,  q  —  b,  q  —  c,  .. .  ^  0; 

donc,  puisque  p'^  a  et  ^  —  a  sont  de  signes  contraires ,  de  même 
que  p  —  6et^  —  6,p  —  cet^  —  c.  .  .,les  quotients  partiels 

h  Y' 

?       ^  ,  ^-ZI—.    ±- ,  .  .  sont  tous  négatifs;  d'ailleurs  ■^=-„  est 


q  —  a    q  —  b     q  —  c  * 

essentiellement  positif,  puisque  Y'  et  Y'  sont  de  même  signe;  ainsi, 

«  —  a       p  —  b       p  —  c  Y'  ,      .-., 

le  produit  ^ X r  X  ^ X   iT»  >  sera  negaUf  si  les 

q  —  a        q-'^o       q  —  c  \ 

racines  comprises  a^b^c.  .  .  sont  en  nombre  impair,  ei positif  si 

elles  sont  en  nombre  pair. 

Donc  enfin,  les  deux  résultats  (p — a)  (p — 5)  (p — c). . .  X  Y' 
ei  (g — a)  {q — 6)  {q — c)...  X  Y",  seront  de  signes  contraires  ou 
de  même  signe,  suivant  que  les  racines  comprises  entre  p  et  q  seront 
en  nombre  impair  ou  en  nombre  pair. 

Conséquence.  —  Il  résulte  nécessairement  de  cette  proposition ,  que, 
si  deux  nombres,  substitués  à  la  place  de  x  dans  une  équation,  donnent 
deux  résultats  de  signes  contraires,  ils  comprennent  au  moins  une  ra- 
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me,  mais  ils  peuvent  aussi  en  comprendre  un  nombre  impair  quelcon-^ 
que;  et  s'ils  donnent  deux  résultats  de  même  signe ,  ou  ils  ne  compren^ 
nent  pas  de  racines^  ou  bien  ils  en  comprennent  un  nombre  patr 
quelconque. 


Limites  des  racines  réelles  des  équations. 

Les  diverses  méthodes  inventées  pour  la  résolution  des  équations 
numériques  se  réduisent,  en  dernière  analyse-,  à  substituer,  dans  l'é- 
quation, des  nombres  particuliers,  qui  en  sont  alors  reconnus  racines, 
comme  la  vérifiant,  ou  qui ,  du  moins,  sont  jugés  devoir  comprendre 
une  ou  plusieurs  racines.  Mais  en  réfléchissant  sur  l'accroissement  ra- 
pide (  à  mesure  que  x  augmente)  du  premier  terme  par  rapport  aux 
autres,  qui  sont  de  degré  moindre,  on  sent  qu'il  doit  exister  un  nom- 
bre susceptible  de  rendre  ce  premier  terme ,  à  lui  seul ,  supérieur  à 
tous  les  autres  réunis,  c'est-à-dire  à  leur  somme  arithmétique  (n^  62), 
et  qui ,  par  conséquent ,  substitué  dans  l'équation ,  donne  nécessairement 
un  résultat  de  même  signe  que  ce  premier  terme  (qu'on  peut  toujours 
regarder  comme  positif).  Ce  nombre  est  donc  une  limite  au  delà  de 
laquelle  toute  autre  substitution  deviendrait  inutile,  puisqu'on  serait 
sûr  d'obtenir  des  résultats  constamment  positifs ,  et  jamais  nuls.  C'est 
donc  par  la  détermination  d'un  pareil  nombre ,  qu'il  convient  de  faire 
précéder  le  développement  des  méthodes  de  résolution. 

305.  On  appelle  limite  supérieure  des  racines  positives  d'une 
équation ,  tout  nombre  qui  surpasse  la  plus  grande  des  racines  posi^ 
tives  de  cette  équation. 

Il  résulte  dé  celle  définition  que  la  limite  est  susceptible  d'une 
infinité  de  valeurs;  car,  dès  qu'un  nombre  est  reconnu  supérieur  à  la 
plus  grande  racine  positive ,  tout  nombre  plus  grand  jouit  à  plus  forte 
raison  de  celle  propriété;  mais  alors  on  doit  se  proposer  de  déterminer 
la  limite  la  plus  petite  possible  :  or,  on  est  certain  d'avoir  une  limite  dès 
que  l'on  a  obtenu  un  nombre  qui,  substitué  à  la  place  de  x,  rend  lepre^ 
mier  membre  positif,  et  qui  est  tel  en  même  temps,  que  tout  autre  nombre 
plus  g ran  d  donnerait  aussi  un  résultat  positif. 

Occupons-nous  donc  delà  détermination  d'un  nombre  qui  jouisse  de 
celte  double  propriété. 

306.  Commençons,  avant  tout,  par  résoudre  la  question  suivante: 
On  demande  un  nombre  qui ,  substitué  à  la  place  de  x  dans  une  équa» 
tion,  rende  le  premier  terme  x"^ plus  grand,  à  lui  seul,  que  la  somme 
arithmétique  de  tous  les  autres. 
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Supposons,  à  cet  effet,  que  tous  les  termes^deréqualion  soient  néga- 
tifs, à  partir  du  second,  en  sorte  que  Ton  ait 

af^  —  Va^^'  _Qa?«-»  — .  .  .  ._Ta?— tJ  =  0; 
il  s'agit  alors  de  trouver  pour  œ  un  nombre  qui  rende 

af^  >  Von^-'  +  Qaf"-^  +....+  Ta?  +  U  ...  .  (1). 
Or,  si  Ton  désigne  par  K  le  plus  gtfnd  de  tous  les  coefficients ,  et 
qu'on  pose  la  nouvelle  inégalité 

a^>  Ea^-'  +  Kaf"-^  +....+  Ka?  +  K  .  .  .  .  (2), 
il  est  évident  que  tout  nombre  mis  pour  x,  qui  satisfera  à  celle-ci,  sa- 
tisfera, à  plus  forte  raison,  à  la  précédente. 

Mettons  d'ailleurs  le  facteur  a?"*  en  évidence  dans  l'inégalité  (2)  ;  elle 
devient 

OJ^  >  a?»  (  — +-  -^H-  . , . .  H h—  ) ....  3  ; 

\x     x^  a^-»      xr*y         ^  ' 

et  sous  cette  forme  on  voit  que,  dès  qu'un  nombre  substitué  à  la 
place  de  x  aura  satisfait  à  L'inégalité,  tout  autre  nombre  plus  grand 

K      K 

y  satisfera  encore,  puisque  la  somme  dès  quantités  — h  -y  H- ... . 

X  .      X 

âevient.d'auiant  plus  petite  que  or  e&t.plus  grand. 

Gela  posé,  si  Ton  fait  d!aboTd  x  =  K  dans  l'inégalité  (3),  le  pre^ 
mter  membre  détient  K^,  et  le  second  membre* 

K"'^l+  =  -f-^+....K   quantité  plus  grande  que  K»% 

Ainsi  le  nombre  K  ne  satisfait  pas  à  l'inégalité. 

Essayant  maintenant  K  +  1,  on  trouve,  pour  le  premier  mem- 
bre, (K -M)»». 

Quant  au  second ,  pour  en  calculer  plus  facilement  la  valeur ,  nous 
remonterons  à  l'expression 

Ka^-'  +  Kar»"-^  -f-  . . . .  -f  Ka?  +  K, 
ou  K(a^-^  +  x^-^     + +     a?  +  l), 

qui ,  d'après  la  propriété  du  n*»  31 ,  ou  d'après  la  formule  du  n»  193, 
revient  à 

n. . -; 

X  — 1 

et  nous  y  remplacerons  a?  par  K  4-  1*11  vient,. par  cette  substitution. 


K. 


[K  +  l)«— 1 


va^  4 I    9  OU  réduisant , . . .  (K  +  1)"»  —  1, 

résultat  évidemment  plus  petit  que(K  -f  1)»»;  d'ailleurs,  nous  avons 
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déjà  reconnci  que  i(mt  autre  nombre  plus  grand  satisferait,  à  plus  forte 
raison,  à  l'inégalité  (3). 

Donc  enfin,  K  +  1,  ou  le  plus  grand  coefficient  de  l'équation,  aug- 
menté de  T unité,  et  tout  nombre  supérieur  à  K  +  1,  jouissent  de  la 
propriété  de  rendre  le  premier  terme  x"»,  à  lui  seul ,  plus  grand  que  la 
somme  arithmétique  de  tous  les  autres. 

307.  Limite  ordinaire  dés  racines  positives.  --^  Le  nombre  que  Ton 
vient  d'obtenir  peut  être  considéré  comme  une  première  limite ,  puis- 
que ce  nombre,  ou  tout  autre  nombre  plus  grand,  rendant  le  premier 
terme  supérieur  à  la  somme  de  tous  les  autres ,  les  résultats  des  substi- 
tutions de  ces  nombres  à  la  place  de  x  doivent  être  constamment  posi- 
tifs; mais  cette  limite  est  ordinairement  beaucoup  trop  grande,  parce 
qu'en  général ,  l'équation  renferme  plusieurs  termes  positifs.  Cherchons 
donc  une  limite  plus  rapprochée  de  la  plus  grande  racine. 

Désignons  par  af—^  la  puissance  de  x,  correspondant  au  premier 
terme  négatif  qui  vient  après  le  terme  x"',  et  considérons  le  cas  qui  est 
évidemment  le  plus  défavorable  (mais  il  est  plus  facile  à  traiter),  celui 
où  tous  les  termes  sont  négatifs  à  partir  de  a?"'—",  et  affectés  du  plus 
grand  des  coefficients  négatifs  qui  entrent  dans  l'équation. 

Soit  S  ce  coefficient;  tâchons  d*abord  de  satisfaire  à  la  condition 

a^>  Sa:™-»  4-  Sa?"'-'»-*  +  . . .  +  Sa?  +  S (1), 

ou,  mettant  le  facteur  af"  en  évidence, 


(ffn 


Cette  autre  forme  prouve  d^à  que,  dès  qu'on  aura  trouvé  ponrâ?im 
nombre  qui  satisfasse  à  l'inégalité  ^  tout  autre  nombre  plus  grand  y  sa- 
tisfera encore,  puisque  la  quantité  entre  parenthèses  devient  d'autant 
phs  petite  que  â?  est  plus  grand. 

n 

Or,  si  l'on  pose  d'abord  a?^  =  S,  ou  a?  =  \/  8  =  S',  le  premier 
membre  de  l'inégalité  (2)  devient  S''",  et  le  second 

(S'**  S''»  \ 

1  -h  r--. — h  ^T-T-  +  .•••+)»  quantité   évidemment 

n 

plus  grande  que  S'*";  donc  S' ou  \/  S  ae  satisfait  pas  à  l'inégalité. 

71 

Faisant  actuellement  a?  =  S'  + 1  (ou  \/  S  -h  1),  on  obtient  d'abord 
pour  le  premier  membre  ....  (S'  + 1)*". 
Quant  aui second,  pour  en  cakuler  la  valeur,  il  est  plus  simple  de 
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remonter  à  l'inégalité  (1),  dont  le  second  membre  revient  (n<>  31), 
ou  (n°  193),  à 

0?—  1 
On  trouve  pour  celte  expression ,  en  remplaçant  a;  par  S'  -i-  1 , 

S- S'4-1-1        ' 

ou,  mettant  S'"  au  lieu  de  S,  et  réduisant, 

S'/.-»  .[(S' -fl  )'"-"+*  — 1], 
ou  bien  encore , 

/    S'     \»— ' 

(m)    («'+*)— S'-'- 

Or,  celle-ci  est  évidemment  moindre  que   (S'-f-l)'«;  donc, 

n 

S'  +  1  OU  \/  S  +  1,  et  tout  autre  nombre  plus  grand,  jouissent  de 
la  propriété  de  rendre  le  premier  terme  plus  grand ,  à  lui  seul ,  que  la 
somme  arithmétique  des  seuls  termes  qui  soient  négatifs  dans  Téquation, 
et,  par  conséquent ,  de  donner  pour  le  premier  membre  des  résultats 
constamment  positifs, 

n 

Donc  enfin ,  \/  S  +  1 ,  ou  Vunité  augmentée  de  la  racine  du  plus 
grand  coefficient  négatif,  racine  d'un  degré  marqué  par  le  nombre  des 
termes  qui  précèdent  le  premier  terme  négatif  ,  est  une  limite  supérieure 
des  racines  positives  de  l'équation. 

Lorsque  le .  premier  terme  négatif  est  le  second  terme  de  l'équa- 
tion, il  faut  faire  n  =  1,  et  la  limite  devient  S  +  1,  ou  le  plus  grand 
coefficient  négatif  augmenté  de  Vunité  :  c'est  la  limite  dont  on  se  sert 
ordinairement. 

Si  les  deux  premiers  termes  sont  positifs,  ou  que  le  second  terme 

manque,  on  a  n  =  2,  et  la  limite  est  alors  \/  S  +  1. 

Dans  le  cas  de  n  =  3,  on  a  pour  limite  \/  S  -f- 1;  et  ainsi  de  suite. 

Prenons,  pour  exemple,  les  équations  suivantes: 
1«  a?*— 5^'+37a;*— 3j?-f  39=;0,  84-1=5+1=6; 

2»  a?'*+7a;*— 12a;^— 4.9ar'+52a?—13=0,     v/S+l=  v/49-M=8; 

3°  a?'+lla?'— 2Da?-67=0,  \/S-f  1=  y/67-f-l=6; 

40  3a?'— 2x»— llar+4=0,  8+1=*^+ 1=5. 

N.  B,  Dans  le  dernier  exemple ,  on  a  d*abord  divisé  Féquation  par  3, 
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avant  d'établir  la  limite ,  parce  qu'en  cherchant  la  limite  générale ,  on 
a  supposé  le  coefficient  du  premier  terme  égal  à  l'unité. 

De  plus,  il  est  d*usage  d'exprimer  cette  limite  en  nombres  entiers. 

308.  Souvent ,  au  moyen  d'une  transformation  exécutée  sur  Téqua- 

n 

tion,  on  obtient  une  limite  plus  petite  que  \/  S  +  1. 

Considérons,  par  exemple ,  la  première  des  équations  ci-dessus  ;  eUe 
peut  être  mise  sous  la  forme 

œ\x  —  &)  -\-S7œ  fx—  i  )  +  39  =  0. 

Or ,  il  est  visible  qu'en  y  mettant  pour  x,  5  ou  tout  autre  nombre 
plus  grand,  on  obtiendrait  un  résultat  constamment  positif;  donc  S  est 
une  limite,  tandis  que  Ton  a  trouvé  6  d'après  la  formule.  • 

On  a  de  même ,  pour  la  seconde  équation , 

ai'{a^  —  k9)-h7x'  ^a? -.  y  ^  -h  52  ^A  —  i^  =  0 
(en  réunissant  le  premier  et  le  quatrième  terme ,  le  second  et  le  troi- 

3  . 

sième,  etc.);  or,  on  voit  que  a?  =  \/  49,  c'est-à-dire  *,  ou  tout  autre 
nombre  plus  grand ,  donnerait  un  résultat  positif. 

L'artifice  de  cette  méthode,  qui  ne  peut  s'appliquer  qu'à  certaines 
équations,  consiste  à  décomposer  le  premier  membre  en  plusieurs  par^ 
ties  composées  chacune  de  deux  facteurs  dont  le  premier  soit  un  monôme 
positif,  et  Vautre  un  binôme  en  x  dont  le  second  terme  soit  numérique 
et  négatif,  puis  à  déterminer  x  de  manière  que  tous  les  facteurs  entre 
parenthèses  soient  positifs. 

Elle  est  rarement  appliclible  à  des  équations  renfermant  plusieurs 
termes  consécutifs  affectés  du  signe  — . 

Par  exemple,  on  ne  peut  l'appliquer  à  une  équation  telle  que 

aj»  _  5a?*  —  lap'  -f  ilx*  —  69  r=  0. 

Toutefois,  comme  le  premier  membre  de  cette  équation  peut  se  mettre 
sous  la  forme 


oî^  _  5a;'  —  ida^  -h 


"  (-4?). 


on  reconnaît  aisément  que  13  4- 1  ou  Ik  serait  une  limite  supérieure. 

309.  Méthode  de  Newton  pour  déterminer  la  limite  supérieure,  la 
plus  petite  possible  (en  nombres  entiers). 

Soit  X  =s  0  l'équation  proposée  ;  si  l'on  fait  dans  cette  équation , 
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x=i  x'  +  u,x'  étant  uoe  indéterminée,  on  diti«it  (n°  263)  la  trams- 

Z' 

formée  X'  -h  Y'w  +  ^«*+   ...  +^«=0,  dont  les  coefficients 

s'obtiennent  d-après«une  loi  conmie. 

Cela  posé,  concevons  que,  par  des  essais  successifs,  on  soit  par- 
venu à  déterminer  pour  x'  un  nombre  qui,  substitué  dans  X',  Y', 

^  . . . . ,  rende  tous  ces  coefficients  positifs  à  la  fois;  Je  dis  que  ce 

nombre  est  supérieur  à  la  plus  grande  racine  positive  de  V équation 
X  =  0. 

En  eflFet,  les  coefficients  de  la  transformée  étant  tous  positifs,  aucun 
BC^bre  absolu  ne  peut  vérifier  cette  équation;  ainsi ,  les  valeurs  réelles 
3e  M  doivent  être  toutes  négatives;  mais  de  Téquation  x=  x"  -{-u,  on 
tireu=a?— ^a?';  etponrque  les  valeurs  de  «  qui  correspondent  à  chaque 
valeur  de  a;  et  à  la  valeur  de  a?'  (déjà  déterminée)  soient  négatives,  il 
faut  absolument  que  la  plus  grande  valeur  positive  de  x  soit  moindre 
que  la  valeur  de  œ';  ce  quil  fallait  démwitrer. 
Voici  d'ailleurs  la  manière  d'appliquer  la  méthode  : 
Soit  l'équation  ;aî*  — S^p*  — 6«^  — 19(»  -|-  7  =  0. 

Comme  â;'  est  un  caractère  indéterminé,onpeiit  conserver  la  lettre ir 
dans  la  formation  des  polynômes  dérivés;  et  l'on  ia 

X=   x'—  5a?*—  60?*— 19a?H-7, 
Y  =  W-15a?*— 42a?  —19, 

|  =  6a^*— 15a?— 6, 

z 

La  question  est,  comme  on  vient  de  le  voir,  ramenée  à  trouver  pour  x 
un  nombre  entier  (le  plus  petit  possible)  qui  rende  tous  ces  polynômes 
positifs. 

Commençons  par  le  polynôme  du  premier  degré;  il  est  visible  que  2, 
ou  tout  autre  nombre  >  2,  le  rend  positif. 

2,  substitué  dans  le  polynôme  du  second  degré,  donne  on  résultat 
négatif;  mais  3 ,  ou  tout  nombre  >  3 ,  donne  un  résultat  positif. 

3  et  4',  substitués  dans  le  polynôme  du. troisième  degré ,  donnent  un 
résultat  négatif;  mais  5  donne  un  résultat  positif,  et  il  en  serait  de 
mâme  de  tout  aotre  nombre  plus  grand. 

Enfin  5^  substitué  daqs  X,  donne  un  résultat  négatif;  et.il  en  est 

de  même  de  6  ;  car  les  trois  premiers  termes   •    .   •   • 

x" — Sa?'  —  fia?'^,. reviennent  ha^(x  —  5)  —  6a^,  expression  qui  se 
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rédiità  Odis  qixeX(m.ùii.œ  =si  ûijmmoi  =s  T^ddimetévidemmentiiBi 
résultat  positif. 

Donc  7  est  wie  Imite  supérieure  des  racines  ]^ositiv€s  de  îa  proposée; 
c'est  d'ailleurs,  en  nombres  entiers ,  la  limite  la  plus  petite ^  puisqu'on 
vient  de  reconnaître  que  6  donnait  un  résultat  négatif,  d'où  il  résulte 
{r^  303)  qu'ilj  a  au  moins  une  racineco«prisc  entre  6  et  7. 

En  général,  on  obtiendra  par  cette  méthode  Za  limite  la  plus  petite 
en  nombres  entiers,  toutes  les  fois  que  l'on  aura  reconnu  qu'un  certain 
nombre  ^itier  K  cl  toutwond)re  plus  grand,  rendant  positifs  tous  les 
polynômes  dérivés,  mais  négatif  le  polynôme  proposé,  K  -f-  Ixend 
cehi-ci positif.  La  limite  la  plus  petite  est  alors  K  -h  1. 

C'est  ainsi  qu'on  trouvera  que  6  et  7  sont  les  limites  respectives  des 
équations 

a;5  _  âfl!*  —   ite'  —  25a^  +  4»  —  39  =  0, 
x^ — &»*  —  13»^  +  17«*  —  69  =  Ô. 

N.  B.  On  conçoit  que  cette  méthode  (  qui  n'est  d'ailleurs  employée 
que  dans  la  recherche  des  racines  incommensurahles)  peut  donner  même 
une  quantité  moindre  que  l'unité  pour  limite  supérieure  ;puisque,  d'après 
la  nature  de  cette  méthode ,  il  suffit  de  trouver  pour  x  un  nombre  qui 
rende  positifs  le  polynôme  proposé  et  ses  dérivés.  (Nous  en  verrons  un 
exemple  au  n"  342.) 

310.  n  nous  reste  maintenant  à  déterminer  la  limite  supérieure  des 
racines  négatives,  et  les  limites  inférieures  des  racines,  soit  positives, 
soit  négatives. 

Dorénavant ,  nous  désignerons  par  la  lettre  L  la  limite  supérieure 
des  racines  positives  d'une  équation,  de  quelque  manière  qu'on  l'ait 
obtenue. 

!•  Si,  dans  Téquation  X  =  0 ,  on  fait  x  =  —  i/,  ce  qui  donne  la 
transformée  Y  =  0,  il  est  clair  que  les  racines  positives  de  cette  nou- 
velle équation ,  tétant  prises  avec  le  signe — ,  donnecont  les  racines 
négatives  de  la  proposée;  donc,  en  déterminant  par  les  moyens  connus 
la  linûte  supérieure  L'  des.racines^positives  dfi.la.transfoKmée,on.aura 
—  L' pour  la  [im2£e.«ujp«rt£i«r6  (numériquiement)  des  raemesnégatims 
de  la  proposée. 

1 

2®  Si,  dans  Fiéquation  X  =0,  on  fait  a?  =  — ,  il  en  résulte  une 

y 

transformée  Y  =  0,  dont  les  coeffîcienls. sont  ceux  ée  la  proposée 

1       . 

écrits  dans  un  ordre  inverse.  Or,  il  suit  de  la  relation  a?  =  -,  qu'aux 

y 

plus  grandes  valeurs  positives  de  y  correspondent  les  plus  petites  de  «; 
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donc,  en  désignant  par  { la  limite  supérieure  des  racines  positives  de  la 

transformée,  on  aura  j  pour  la  limite  inférieure  des  racines positivei 

de  la  proposée. 

3"  Enfin  si,  dans  la  proposée,  on  remplace  x  par ,  et  qu'on 

cherche  la  limite  supérieure  l'  des  racines  positives  de  la  transformée 

1 
y  =  0,  —  -  sera  la  limite  inférieure  (numériquement)  des  racines 

négatives  de  la  proposée. 

311.  N.  B.  Nous  terminerons  par  deux  remarques  fort  utiles  dans 
la  recherche  de  ces  limites. 

Premièrement,  toute  équation  qui  n'a  que  des  permanences  de 
signe ,  c'est-à-dire  dont  tous  les  termes  sont  positifs  ^  ne  peut  avoir 
pour  racines  réelles  que  des  nombres  négatifs;  car  tout  nombre  posi- 
tif, mis  à  la  place  de  x,  rendrait  le  premier  membre  essentiellement 
positif.  Ainsi,  dans  ce  cas,  zéro  est  la  limite  supérieure  des  racines  po- 
sitives. 

En  second  lieu,  toute  équation  complète,  dont  les  termes  sont  alter- 
nativement positifs  et  négatifs,  c'est-à-dire  qui  n'a  que  des  variations 
de  signe ,  ne  peut  avoir  pour  racines  réelles  que  des  nombres  positifs; 
car  il  est  évident  que  tout  nombre  négatif,  mis  à  la  place  de  x  dans  la 
proposée,  rend  tous  les  termes  positifs  si  l'équation  est  de  degré  pair, 
et  tous  les  termes  négatifs  si  l'équation  est  de  degré  impair  ;  ainsi ,  la 
somme  des  termes  ne  peut  devenir  nulle. 

Donc,  dans  ce  cas,  il  est  inutile  de  rechercher  les  limites  négatives. 

Il  en  est  de  même  de  toute  équation  incomplète ,  telle  que ,  si  Von 
change  x  m  —  y ,  t7  en  résulte  une  transformée  qui  n*a  que  des  per-» 
manences. 

Conséquences  déduites  des  principes  précédents. 

Le  principe  fondamental  de  la  résolution  des  équations  numériques, 
et  ceux  que  nous  venons  d'établir  sur  les  limites ,  ont  conduit  les  géomè- 
tres à  des  conséquences  très-importantes. 

312.  Première  conséquence.  —  Toute  équation  de  degré  impair, 
dont  les  coefficients  sont  réels,  a  au  moins  une  racine  réelle  désigne 
contraire  à  son  dernier  terme. 

En  effet,  soit  a^  -f  P^c— '  4.  . . .  ^.  Ta?  ±  D  =  0,  l'équation 
proposée;  et  considérons  d'abord  le  cas  où  le  dernier  terme  est  n^- 
gatif 

Digitized  by  VjOOQIC 


DES  PRINCIPES  PRÉCÉDENTS.  413 

Si  Ton  fait  œ  ^  0  dans  Téquation,  le -premier  membre  se  réduit 
à  —  U.  D'un  autre  côté,  substituons  à  la  place  de  a? ,  (K  -f-  1) ,  ou 
{n^  306)  le  plus  grand  coefficient  de  Féquation  augmenté  de  l'unité  ; 
comme^  par  cette  substitution ,  le  premier  terme  œ"*  est  à  lui  seul  plus 
grand  que  la  somme  arithmétique  de  tous  les  autres  termes ,  il  s'ensuit 
que  le  résultat  de  la  substitution  esipontif;  donc,  en  vertu  du  principe 
(n<^  303),  t7  y  a  au  moins  une  racine  comprise  entre  0  «I  (  K  +  1)> 
laquelle  racine  est  positive,  et  par  conséquent  de  signe  contraire  au 
dernier  terme. 

Supposons  actuellement  le  dernier  terme  positif , 

En  faisant  toujours  w  ==  0,  on  trouve  pour  résultat  +  U  ;  mais  en 
mettant  pour  a;,  —  (K  +  1),  on  obtiendra  un  résultat  nécessairement 
négatif,  puisque  le  premier  terme  â^^  qui  devient  négatif  par  cette 
substitution,  donne  son  signe  à  toute  Texpression  ;  donc  l'équation  a  au 
moins  une  racine  comprise  entre  Oet  —  (K  +  1),  c'est-à-dire  négative 
ou  de  signe  contraire  au  dernier  terme. 

Seconde  conséquence. — Toute  équation  de  degré  pair,  h  coefàcienis 
réels,  dont  h  dernier  terme  est  négatif,  a  au  moins  deux  racines  réelles, 
Vune  positive  et  Vautre  négative. 

En  effet,  soit  —  U  son  dernier  terme;  en  faisant  â?  3=  0,  on  trouve 
pour  résultat  —  U.  Substituons  successivement  (K  -f  1)  et  — (K-fl), 
K  étant  toujours  (n""  306)  le  plus  grand  coefficient  de  l'équation; 
comme  m  est  pair,  le  premier  terme  c^  restera  positif;  d'ailleurs  il 
devient  plus  grand ,  par  ces  substitutions,  que  la  somme  de  tous  les 
autres  ;  donc  les  résultats  des  deux  substitutions  sont  l'un  et  l'autre 
positifs,  ou  de  signe  contraire  à  celui  que  donne  l'hypothèse  a?  =  0. 
Ainsi ,  l'équation  a  au  moins  deux  racines  réelles,  l'une  comprise 
entre  0  et  (K  -f  l),ou|)o«ft't;e,  et  l'autre  comprise  enlreOet —  (K+1), 
ou  négative, 

N»  B.  On  ne  peut  rien  conclure  pour  toute  équation  de  degré  pair 
dont  le  dernier  terme  est  positif;  et  même  il  est  aisé  de  former  des 
équations  qui  n'aient  que  des  racines  imaginaires  :  il  suffit,  pour  cela , 
de  multiplier  entre  eux  plusieurs  trinômes  du  second  degré  qui,  égalés 
séparément  à  0,  ne  donneraient  que  des  racines  imaginaires  ;  il  est 
clair  que  l'équation  ainsi  formée  n'aurait  elle-même  que  des  racines 
imaginaires.  . 

En  rapprochant  les  deux  conséquences  précédentes  de  la  proposi- 
tion (n<*  236)  qae  toute  équation  a  au  moins  une  racine,  on  voit  que 
cette  proposition  hypothétique  se  trouve  maintenant  démontrée  pour  la 
plupart  des  équations;  d'ailleurs,  les  démonstrations  des  conséquences 
ci-dessus  sont  fondées  sur  le  principe  du  numéro  303  et  sur  celui  du 
Bourd.  Alg.  18 
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nnméro  806,  qui  sont  tootà  fait  îiidépeiida«li  delaiàéorie  ètaUie  dans 
l»  septième  chapitre.  , 

313.  TiKHsilois  coi«sfi<)fOSKGi.  •—  Si  WM  éqwûiUm,4mi  les  eoe£S-- 
oîents  sont  réels ,  a  des  rucine$  imagmnviê  y  e4fê  ram^êmâ  peuvent  être 
çftt'm  nombre  pcnr* 

En  efiét,  concevons  que  Fonaii  divisé  le  prennermombre  de  la  pro- 
posée par  tous  les  factenra  amples  qui  correspondent  anx  racines 
réelles;  le  polynôme  que4mt  que  Foo  obtiendra  aura  ses  coeffidents 
réels  (d'après  la  loi  de  formation  n^  238);  de  plas,  il  doit  être  de 
degré  pair;  cdx,  s'il  était  de  tiegfé impair,  ea  l-égaderait  à  fléro ,  et 
l'équation  résultante  aurait  encore  (n^^SlS)  an  moîna  une  racine  rédie , 
ce  qui  serait  contre  la  nature  de  eetle  équation. 

RemarqHet^Le^ poljfinone  qnotmt ^donl  nous' venons  déparier  jeoit 
^aâleurs  d^Qne  ^[>pepriété  oaractM^tique,  c'e8t'nà*Hàire  apperlenaftt 
exdusiveraeni  aux  équationsiqui  n'ont  que  des  racines  ksa^inaires^e'eit 
de  rester  constamment  positif,  ^puique  valeur  wie^e  que  V^m  y  mette  à 
icppUteeidex. 

En  effet ,  s'il  pauvait  devenir  n^tiî,  comme  on  obtiendrait  ausâ4»i 
résultat  positif  en  substituant  pour  a?  (K  +  1  ) ,  ou  le  plus  grand  coef- 
ficient augmenté  de  l'unité,  il  s^ensuivrait  qne  ce  poljnôme  égalé  à  léro 
aurait  aumoins  une  racmeTéelley  comprise  entre  (K+1)  etieaombre 
qui  aurait  donné  un  résultat  négattf. 

Il  suit  encore  de  là  quele  dernier  terne  )de  ce  poljnome  doit  étrepe* 
eitif,  puisque,  autrement,  ^v»^ donnerait  nn  résultat  négatif. 

Nous  démbntreroBS,  donaleneuvième -chapîtrey  qae  non-eeulemtst 
tes  racines  imaginaires^  sont  en  nombre  pair  dans  toole  équation ,  nms 
tmeore  queUes  s'y  trouMfU  pureotqfhsyetqi^elUsêemide  la^farme 
a  ±  b  \/— 1,  c'eet-à^<kredemémef»met^fu^4eeraeines'imig^^ 
des  équations  du  second  degré. 

314.  QuATB!!iiinixoNS«ir««iMSv^ToU«cs  les  âiis  que  le  dernier  terme 
^ne'équMkm  est  rosmr ilt^nembre^ee  vaeiMe  rédkepéeitioeêde 
l'^équoftion  ^Kimir;  et  émulées  foitoqu'Hi est  n^Hf,.  le  nambfê  fëeg 
rueines  ¥éeUeepo9i$ivee  e$t  muai* 

^  En  effistysuppofiotts  d^abordque^  ifeniieritarmeioit +JJ, capéei^, 
Qmmem  Insant^ar  «a  0,  on  a  pour'  résokat  -4*  Vy^  qnlen  fai* 
sant  a;  =  K  4-  1,  on  a  aussi  un  résultat  positif,  il  s'ensuit  t^pe^  A 
et^KH^l)^doniient.deQX'  résidtatede^méme;  signe, i et  par -coBséquent 
{ttB  304)  «pie  lefmmlmdasfnciaasvédyiiftqiiâlMMÉpnnttenUstnt^^ 
««yrMomftrrpair^pfttonftia. 

'^^  mmxÊxàiftyyh^ûmeàm  tiwne^ert^HJ,  dois  <^  et  (Kh^I) 
4onaent  deux  risidlaU^^^aigimoeBlrakes,^^  eoB^reonefit  par  imi* 
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fléqnent  um  êeéh  racine  oa  un  nombre  impair  quelconque  de  racines 
rédles. 
£af^<»^>r99tcede  eett&proposîtion  est  évidente. 

Rftctis  DBS  stemœs  de  descartes. 

315.  La  rè^esuÎTMte  fait  connaître  le  plus  grand  nombre  de  racines 
pomtives,  et  leplu9  grand  nombre  de  racines  négatives  qu*ane  équation 
nmnérîqne  puisse  renfermer. 

Une  éqwnHen  éTun  degré  queïeonque  ne  peut  avoir  plus  de  racines 
vosiTiTBS  gti0  de^  ^abutions  de  signe,  m  un  nombre  de  racines  négatives 
phts  grand  que  celui  des  vervanekces. 

Pour  démontrer  la  première  partie  de  la  proposition ,  nous  ferons 
voir  d*abord  que  la  multiplication  du  premier  membre  d'une  équation 
par  nn  facteur  a?—*  a  correspondant  à  une  racine  positive ,  introduit  au 
«onis  jnm  TAnàTioN  de  plus. 

Soit  en  effée  Téqualion 

Ma?"+. .  .-T-Na?" .-hVa^. , +  +  • .  ..±Ta^.  ..«0, 

dont  nous  apposerons,  poor  la  phis  grande  généralité  possible ,  le  pre- 
mier membre  composé  d*iine  première  série  de  termes  positifs  commen- 
çant par  iiaB^,  pnisd'nne  série  de  termes  négatifs  commençant  par — l^x", 
pois  encore  d'une  série  de  termes  positifs  commençant  par  +  "Pa^,  et 
•iosi  de  suite»  jusqu'à  une  dernière  série  de  tecmes  de  même  signe, 
oommençant  par  ±..Tœt,  et  qni  seront  tous  positifs,  ou  tous  négatifs, 
ttdrant  que  ces  séries  alternatives  de  termes  positifs  et  négatifs  seront 
en  nombre  impair  ou  en  nombre  pair;  chacune  d'elles  pouvant  d'ail- 
leurs se  réduire  à  un  seul  terme. 

Cda  posé ,  mnltiplions  le  premier  membre  de  l'équation  par  a; a  ; 

0008  obtiendrons  deux  produits  partiels  dont  le  premier  aura  ses  termes 
tffiMStésdes  méfief  signes  qoe  le  multiplicande,  et  dont  le  second  aura 
SOI  termes  affectés  de  signes  contraires  à  ceux  du  multiplicande,  et 
ftfanoés  d'un  rangyers  la  droite.  On  pourra  donc,  en  ne  tenant  compte 
que  des  signes  qu'il  est  utile  déconsidérer,  écrire  les  deux  produits  par- 
tiels et  le  produit  total ,  de  la  manière  suivante  : 

+Ma?«-f-. . .— No?"— . .  .+Pa?P-f-. . . . ..++..  .±Ta?'±. . . 

a?— o ' 

+MaH-'+. .  .—NoH-»— .-.  .H-PasH-'-f ..—...  -f ±Tœ'+>.... 

"•  #••••»•§•  ■"*•  •••••#•••  "*T"  ••••••  "■■"  •  •  •  "X"  •  •  •  •  »  I*  ■  tôt  «T* 

Digitized  by  VjOOQIC 


416  ^  BÈGLB 

Or,  on  voit  tout  de  suite,  à  Tinspection  de  ce  produit  total,  que  son 
premier  terme  est  positif  comme  celui  du  multiplicande;  qu*au  premier 
terme  négatif — Jix^  du  multiplicande  correspond  un  terme  négatif  du 
produit  total,  quels  que  soient  d'ailleurs  les  signes  intermédiaires  ;  que 
de  même,  au  terme  +  Pâ^  du  multiplicande,  correspond  un  terme  po- 
sitif du  produit  total,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'au  terme  ±  Tx'  du  mul- 
tiplicande, qui  est  le  premier  de  la  dernière  série,  et  auquel  correspond 
également  un  terme  du  produit  total ,  affecté  du  même  signe  que  lui. 

D'où  l'on  volt  qu'à  chaque  variation  de  signe  du  multiplicande  cor* 
respond  au  moms  une  variation  du  produit  total.  Mais  celui-ci  est  ter- 
miné par  un  terme  affecté  du  signe  + ,  qui  amène  nécessairement  au 
moins  une  variation  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  multiplicande.  Donc, 
rintroducUon  étune  racine  positive  dans  une  équation  fait  naitre  ao 
MOINS  une  variation  déplus.  C.  Q.  F.  D. 

Maintenant,  puisque  chaque  racine  positive,  introduite  dans  une 
équation,  donne  lieu  à  une  variation  de  plus,  il  s'ensuit  nécessairement 
qu'une  équation  ne  saurait  avoir  plus  de  racines  positives  que  de  varia- 
fions  de  signe;  ce  qui  constitue  la  première  partie  de  la  proposition. 

Quant  à  la  seconde  partie,  il  suffit  d'observer  que ,  si  l'on  change 
0?  en  —  â;  dans  une  équation ,  ce  qui  revient  (n®  310)  à  changer  les 
racines  positives  en  racines  négatives,  et  réciproquement,  les  variations 
de  signe  de  l'équation  deviendront  des  permanences,  et  réciproquement 
Or,  en  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  dit,  la  transformée  ne  peut  pas  avoir  jp/tw 
de  racines  positives  que  de  variations  de  signe;  donc,  la  proposée  elle- 
même  ne  peut  pas  avoir  plus  de  racines  négatives  que  de  permanences. 

N.  B.  Le  moyen  de  démonstration  que  nous  venons  d'exposer  est  dû 
à  M.  Gauss  qui  a,  en  outre,  fait  plusieurs  remarques  relatives  au  cas 
où  réquation  est  incomplète  {*). 

Nous  nous  bornerons  à  faire  observer,  d'après  lui,  que  la  première 
partie  de  la  proposition  est  toujours  vraie,  quelle  que  soit  l'équation, 
c'est~à-^ire  qu'elle  soit  complète  ou  incomplète;  mais  la  seconde  exige, 
pour  être  exacte,  ou  que  Téquation  soit  complète,  ou, si  elle  est  incom* 
plète,  qu'on  ait  rétabli  les  termes  qui  manquent,  en  affectant  les  puis- 
sances de  â? correspondantes,  du  coefficient  ±  0. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

a?*  _  5a?*  H-  8a?  —  6  =  0, 
qui,  ayant  son  dernier  terme  négatif,  a  au  moins  (n°  312)  deux  ra- 
cines réelles,  l'une  positive,  Y snire négative.  Comme  il  n'existe  que  dés 

{*)  Voyez  le  Journal  de  Cralle,  tome  in,  page  1,  et  le  Balletin  de  M.  de  Férassae, 
lomeix,page353. 
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rariations  de  signe  dans  cette  équation ,  il  semblerait  qu'elle  ne  peut 
aroir  aucune  racine  négative.  Mais  si  Ton  rétablit  le  terme  en  x^ ,  il 
fient 

équation  qui  renferme  une  permanence,  soit  qu'on  prenne  le  coef- 
ficient 0  avec  le  signe  -f ,  soit  qu'on  le  prenne  avec  le  signe  — . 

316.  Cons£qden€e.  —  Toutes  les  fois  qu'une  équation  n'a  que  des 
racines  réelles,  le  nombre  des  racine»  posUives  est  égal  au  nombre  total 
des  variations,  et  le  nombre  des  racines  négatives,  au  nombre  total  des 
permanences. 

En  effet,  soient  m  le  degré  de  l'équation ,  n  le  nombre  des  variations 
de  signe  qu'eUe  présente,  p  le  nombre  des  permanences  ;  on  a  nécessai- 
rement m  =  n+p.  Soient  d'ailleurs  n'ie  nombre  des  racines  positives, 
et  p'  le  nombre  des  racines  négatives;  on  a  encore  m  ss  W  -{'  p';  d'où 
l'on  déduit 

n-f-p  =  n'  -f  p'. 

Or,  on  vient  de  voir  que  n'  ne  peut  être  >  n,  etp'  ne  peut  être  >  p; 
donc  il  faut  que  l'on  ait  n'  =  n,  etp'  =  p. 

317.  Remarque.  —  Lorsqu'une  équation  manque  de  quelques  ter- 
mes, on  peut  souvent ,  au  moyen  de  la  règle  précédente,  reconnaître  la 
présence  de  racines  imaginaires. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

a?  +pœ  -I-  g  =  0, 

p  et  9  étant  essentiellement  positifs;  rétablissons  le  terme  qui  manque, 
en  l'affectant  du  coefficient  ±  0;  il  vient 

a?'±0.a?*4-pa?4-^  =  0. . 

En  n'ayant  égard  qu'au  signe  supérieur ,  on  ne  voit  que  des  perma- 
nences, tandis  que  le  signe  inférieur  donne  deux  variations.  Cela  prouve 
que  réquation  a  des  racines  imaginaires;  car ,  si  elles  étaient  toutes  trois 
réelles,  il  faudrait,  en  vertu  du  signe  supérieur,  qu'elles  fussent  toutes 
trois  négatives,  et,  en  vertu  du  signe  inférieur,  qu'il  y  en  eût  deux  posi- 
tives  et  une  négative ,  résultats  contradictoires. 

On  ne  peut  rien  conclure  si  l'équation  est  de  la  forme  / 

«*  —  po?  4-  ^  =  0  ; 
car,  rétablissons  le  terme  ±  0  .  a?*;  il  vient 

af  +  O.a^  —  prH-5^  =  0, 
équation  qui  présente  une  permanence  et  deux  variations  ,  soit  que 
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Ton  prenne  le  signe  supérieur,  soit  que  Ton  prenne  le  signe  infériear. 
Ainsi,  celte  équation  peut  avoir  ses  trois  racines  réelles,  savoir^  deax. 
positives  et  une  négative  ;  ou  bien  elle  a  deux  racines  imaginaires  et 
une  négative,  puisque  son  dernier  terme  est  positif  (n<>  314). 

Passons  actuellement  à  Texposition  des  diverses  méthodes  de  résolu- 
tion des  équations  numériques. 

§  II.  Recherche  des  Racimè  commemurabke  des^  ifiiMi^ns 
mmiriqyieè.  . 

318.  Les  racines  réelles  commensurables  doivent  être  Tobjet  des 
premières  recherches.  Ces  racines  peuvent  être  entières  ou  fractUm^ 
nakes. 

Observons  d'abord  que  toute  équation  dont  le  premier  terme  a 
pour  coeflicient  V unité,  et  dont  tous  les  autres  coefitcients  sont  de» 
nombres  entiers,  ne  peut  avoir  pour  racines  commensurables  que  des 
nombres  entiers, 

£n  effet,  soit  Féquation 

af  +  Pa:*—  4-  Qâ:^—  -f  .  .  .  .  H- Ta? -f- U=  0, 

dans  laquelle  P,  Q  .  .  •  .  T,  U,  sont  des  nombres  entiers  ;  et  sup^po— 

sons  qu^elle  puisse  avoir  pour  racine  un  nombre  fractionnaire  com- 

a 
mensurable  tel  que  -r  ;  il  vient ,  par  la  substitution , 
b 

d'où^  multlpKant  toute  l'équation  par  6^—*  et  transposant, 

Qtn 

—  =  —  Pa"»-»  —  Qa'"->6  -—•..,—  Tofr*-»  — 116»». 
b 

Or,  le  second  membre  de  cette  égalité  ^e  compose  il>aiie  suite  de  non- 
bres  entiers,  tandis  que  le  premier  membre  est  essentieiiement  fn^^ 
tiwmaîre  :  car  a  et  5pouv^t  toujours  être  supposés  premiers  entrer 
eux ,  il  en  est  de  même  {Afiih. ,  n*  134)  de  «r"  et  6  ;  donc  cette  égalité 
ne  saurait  exister.  Donc,  il  est  impossible  qu^ainun  nombre  fraction^ 
naire  commensurable  satisfasse  à  Téquation. 

Cela  posé,  on  a  vu  (n<>  265)  cMment,  étant  diâniiée  meéquiftkm 
dont  les  coefficients  sont  rationnels,  mais  fractionnaires,  on  peut  la 
transformer  en  une  autre  dont  les  coefficients  soient  entiers,  son  pre— 
micr  terme  conservant  d'ailleurs  l'unité  pour  coefficient.  Ainsi ,  dès 
que  Ton  aura  établi  une  méthoée  pour  trouver  les  ncînes  entières  d'une 
équation  à  coefficients  entiers  ^  le  premier  terme  ayant  bailleurs  runité 
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pomcoejfteiéi^,  il  sera  ensuite  facile  d'obtenir  les  racines  commensu- 
râbles  (entières  ou  fractionnaires)  de  toute  équation  à  coefficients  quel- 
conques, mais  ratiormeh. 
319.  A  cet  effet,  reprenons  Féquation  générale 

af^  +  Paf»-»  -!-•..  .  -f  Ra?'  +  Sa?*  +  Ta?  4-  U  =  0; 
Pf  Qt  #  •  R>  Si  T|  U  éta^t  des  nombres  entief#. 
(Pour  Texposition  de  la  mêtbode ,  il  f aut  nécessairement  écrire  les 
quatre  ou  cinq  derniei»  termes.) 

Désignons  par  a  un  nombre  entier,  positif  ou  négaèif ,  qui  dait 
vérifier  réqttation,  et  dierdtons  à  quelles  conditions  il  doit  satisfaire 
pour  m  êljre  mme. . 
Si  a  est  racine ,  on  doit  avoir  Tégolité 
0"  +  Pa"»-»  4-  ...•-!-  Ra*  +8a*  +  Ta  +U  =:;'0  .  .  .  .  (1); 

donc,  si  l'on  remplaçait  a  par  tous  les  nombres  entiers  positifs  et  né- 
gatifs compris  entre  les  limitçs  4-  L  et  —  V  (n**  3  JO)  des  raçifies  pgr, 
sitives  et  négatives,  ceux  qui  vérifieraient  Fégalité  ci-dessus  seraient 
reconnus  racines.  Mais  on  conçoit  combiçn  ces  essais  seraient  lon|^ 
et  pénibles;  on  a  donc  cherché  à  déduire  de  Tégalité  (1),  qui  est  une 
eotidition  nécessaire  et  sufisante,  d*autre3  conditio93  équivalenlef  et 
plu3  simples  k  vérifier. 

Transposons  tous  les  termi^,  e]«iq>té  le  dernier,  et  divlsoi^  fSâ 
a;  VégaUté  (1)  se  trouvera  mise  sous  la  £ome 

-  =  —  a«-»  —  Pa™-»  —....-- Ra*  —  Sa  — T ....  (2); 

or,  le  second  membre  de  cette  nouvelle  égalité  est  un  nombre  entier  ; 

donc  il  faut  que  -  soit  ua  noxobre  entier.  Aimif  àéjk  les  r^imes 

enHires  de  réquation  sont  comprises  parmi  les  âimseurs  du  dernier 
terme. 

Transposons  actuellement ,  dans  Tégàlîté  (2) ,  le  terme  —  T,  et  di- 
lisons  par  a;  il  vient,  en  posant  pour  plus  de  simplicité, 

Ç  +  T  =  T', 

T' 

-^  »  — ap^>  — Pa«-»  ....  —  Ra  —  S  ... .  (3); 
a  ' 

le  second  membre  4e  Tégdité  (3}ie0t  un  nombre  entier;  donc  il  faut 

T'  .  .  .         D 

que  ~  ou  le  quotient  de  la  division  de  — HT,  par  a,  soit  un  nombre 

mtitr. 
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Transposons  de  nouYeau  le  terme  -—  S,  et  divisons  par  a;  il  vient, 

T' 

en  posant h  S  =  S', 

-  =  — a"— 5— Pa'»-^-.....  _R.,.  (4); 
a 

le  second  membre  de  celte  égalité  est  un  nombre  entier;  donc  il 

S'  .         T'  . 

faut  que  — ,  ou  /e  quotient  de  la  division  de h  S,  par  a,  soU  un 

nombre  entier. 

En  continuant  ainsi  de  transposer  dans  le  premier  membre  tous 
les  termes  du  second,  on  parviendra,  après  la  {m — 1  )'«»•«  transforma- 
tion ,  à  une  égalité  de  la  forme  —  =  —  a  —  P. . 

Transposant  enfin  le  terme —  P,  divisant  par  a, 

et  posant hP  =  P^» 

F  P' 

on  trouve  —  =  —  1,    ou hl=0. 

a  a 

Cette  égalité,  qui  n*est  d'ailleurs  qu'une  transformée  de  l'égalité  (1), 
est  la  dernière  condition  à  laquelle  il  faut  et  il  suffit  que  le  nombre  en— 
tier  a  satisfasse  pour  être  reconnu  racine. 

En  rapprochant  les  conditions  précédeàtes,  on  peut  conclure  que 
pour  qu'un  nombre  entier  a,  positif  ou  négatif,  soit  racine  de  l'équation 
proposée ,  il  faut 

Que  le  quotient  du  dernier  terme  divisé  par  a  soit  entier; 

Qu'en  ajoutant  à  ce  quotient  le  coefficient  de  x^  (pris  avec  son  signe), 
le  quotient  de  cette  somme  divisée  par  a  soit  entier; 

Qu'en  ajoutant  à  ce  nouveau  quotient  le  coefficient  de  x*,  le  guo^ 
tient  de  cette  nouvelle  somme  divisée  par  a  soit  entier;  et  ainsi  de  suite; 

Qu'enfin,  si  l'on  ajoute  le  coefficient  du  second  terme  de  l'équatioDy 
ou  de  x"*-^  * ,  au  quotient  précédent ,  le  quotient  de  la  nouvelle  somme 
divisée  par  a  soit  entier  et  égal  à —  1  ;  ou  bien  encore,  que  le  résultat 
de  r addition  de  Vunité  ou  du  coefficient  de  x"'  au  quotient  précédent 
soit  égal  à  0. 

Tout  nombre  qui  satisfera  à  ces  épreuves  réunies  sera  racine  ;  et 
ceux  qui  n'y  satisferont  pas  devront  être  rejetés. 

320.  Afin  de  déterminer  à  la  fois  toutes  les  racines  entières  d'une 
équation ,  voici  la  marche  qu'il  convient  de  suivre  : 

Après  avoir  déterminé  tous  les  diviseurs  du  dernier  terme  (Ârith., 
n«  148),  on  écrit  sur  une  même  ligne  horizontale,  et  tant  avec  le  signe + 
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qu*av€C  le  ngne  — ,  les  diviseurs  compris  entre  les  limites  -{-  h  et 
^  L\puis,  au-dessous  de  ces  diviseurs,  les  quotients  du  dernier  terme 
divisé  par  chacun  d^eux. 

On  ajoute  ensuite  à  chacun  des  quotients  le  coefficient  de  \\  ce  qui 
donne  des  sommes  que  l'on  place  au-dessous  des  quotients  qui  leur 
eo9respondenty  puis  on  divise  ces  nouvelles  sommes  par  chacun  des 
diviseurs,  ce  qui  donne  des  quotients  que  Von  écrit  au-dessous  des 
sommes  correspondantes  (on  a  le  soin  de  rejeter  les  quotients  frac- 
tionnaires et  les  diviseurs  qui  ont  donné  ces  quotients);  et  ainsi  de 
suite. 

Observons  en  outre  qne,  si  quelques  termes  manquent  dans  l'équa- 
tion particulière  proposée,  il  faut  en  tenir  compte,  en  regardant  chacun 
de  leurs  coe£Bcients  comme  égal  à  0. 

Enfin,  il  est  inutile  d'appliquer  la  méthode  aux  diviseurs  + 1  et — 1, 
parce  que  leur  substitution  dans  l'équation  réduit  le  premier  membre 
à  la  série  des  coefficients  ;  et  il  est  facile  de  s'assurer  directement  si  ces 
deux  nombres  satisfont  ou  ne  satisfont  pas  à  l'équation. 

Soit ,  pour  premier  exemple ,  l'équation 

a?*  —  a?'  —  13a?»  +  16a?  — 1^8  =  0. 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation  est  13+ 1 
ou  1^.  [On  ne  considère  pas  ici  le  coefficient  kS ,  parce  que  les  deux 
derniers  termes  revenant  à  16  (ar — 3) ,  dès  que  Ton  fait  a?  >  3,  cette 
partie  est  essentiellement  positive.] 

On  trouverait  d'ailleurs  (n^  310)  pour  la  limite  supérieure  des  ra- 
cines négatives, —  (1 4-  \/hS) , ou  —  8. 

Gela  posé ,  les  diviseurs  de  ké  moindres  que  14 ,  sont  1,  â,  3,  k, 
6/8, 12;  d'ailleurs  aucun  des  deux  nombres  -f-  1 ,  —  1,  ne  satisfait  à 
Téquation ,  car  le  coefficient  —  48  est  à  lui  seul  numériquement  plus 
grand  que  tous  les  autres  réunis;  ainsi,  l'on  ne  doit  soumettre  aux  épreu- 
ves que  les  diviseurs  positifs  compris  depuis  2  jusqu'à  12,  et  les  divi- 
seurs négatifs  compris  depuis  —  2  jusqu'à  —  6. 

Voici  le  tableau  des  calculs ,  d'après  la  marche  indiquée  : 

12,       8,        6,        4,        3,        2,—  2,—  3,—  4,  —  (3 

_  4,_  6,  —  8,  — 12,— 16,  — 24,  +  24,  +  16,-hl2,+   8 

+  12,-4-10,4-8,+   4,        0,—  8,+  40,  +  32,+  28,+  2'j. 

+    1,        »,        »,+   1,       0,—   4,-20,       »,—  7,—  4 

—  12,        »,        »,  — 12,— 13,— 17,  — 33,       »,  — 20,  — 17 

—  1,       »,        »,—  3,       »,       »,       »,        »,+    5,       >) 

—  2,       »,        »,—   4,      »,        »,       »,       »,+    4,       » 
»,       »,        »,—    1,       »,        »,        »,        »,—    1,       V 

18. 
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La  première  ligne  est  celle  des  diviseurs;  la  seconde,  celle  des 
quetienis  de  la  divisîoii  du  dernier  terme,  — -  48,  par  chacun  des 
diviseurs. 

La  troisième  est  la  ligne  des  quotients  que  Ton  vient  d^obtenir, 
augmentés  du  coefficient  + 16  de  la  proposée,  et  la  quatrième,  celle 
des  quotients  de  ces  sommes  divisées  par  chacun  des  diviseurs^  cette 
seconde  condition  exclut  d'abord  les  diviseurs  +  8 ,  — ^  et  —  3. 

La  cinquième  est  la  ligne  des  quotients  précédents  augmentés  du 
coefficient  •—  13  de  la  prc^osée,  et  la  sixième,  celle  des  quotients  des 
nouvelles  sommes  par  chacun  des  diviseurs;  cette  troisième  condition 
exclut  les  nouveaux  diviseurs  3, 2,  —  2  et  -—  6, 

Enfin  la  septième  est  la  ligne  des  troisiknes  quotients^  augmentés  du 
coefficient  —  1  de  la  proposée,  et  la  huitième,  celle  des  quotients  des 
dernières  sommes  par  chacun  des  diviseurs.  Il  n'y  a  que  les  diviseurs 
-h  4  et  «—  &.  qui  donnent*—  1  ;  donc,  +  4  et  -^  4  sont  les  seules  ra- 
cines entières  de  la  prq>osée. 

En  effet,  si  Ton  divisent;*  —  a?*—  l^r*  -f  i6x  —  k8,  par  le  pro- 
duit [x — k)  (a?4-4.),  ou  a?*  —  16,  il  vient  pour  quotient^V— a;  -f -3, 
polynôme  qui,  égalé  à  zéro,  donne 


1  .  1 


1     1 


ainsi  les  quatre  racines  sont  4 ,  —  ^  >  et — ^  -  \/  —  11. 

321.  Remarque.  —  Comme,  dans  les  applications  de  la  méthode, 
on  peut  commettre  quelques  erreurs  d'addition  ou  de  division,  et  lais- 
ser ainsi  échapper  quelques  racines,  il  est  convenable,  apràs  avoir 
divisé  le  premier  membre  de  la  proposée  par  chacun  des  facteurs  du 
premier  degré ,  correspondant  aux  racines  déjà  obtenues ,  il  eSi  conve- 
nable, dis-je,  d'appliquer  de  nouveau  la  méthode  à  T équation  risul^ 
tante,  qui  est  un  degré  plus  simple,  et  dont  les  eoefficienrts  sont  aussi 
généralement  plus  simples  que  ceux  de  la  proposée. 

Il  y  a  même  une  circonstance  où  cette  équation  résultante  peut  encore 
admettre  des  racines  commensurables ,  sans  que  l'en  ait  c€snmis  aucune 
erreur  :  c'est  lorsque  la  proposée  renferme  des  racines  égales  xommen- 
surables.  Comme  la  n(étheide''des  raeînes  égales^estplus  compliquée  <pie 
celle  des  racines  coxtfmiensuiiables,  il  faut  itoujouns ,  une^quation  nn- 
mérique  étant  donnée,  commeneerparlaseumettre  à  la. méthode  des 
racines  commensurables.  Or,«celle-ci. suffît «bien-pour  obtenir  les  racines 
différentes;  mais  elle  n'indique  pa&û  une  même  racine  n!entre  qu'une 
fois  ou  se  trouve  pluaieurs  fois  dana  la  proposée.  On  peut  s'en  assurer 
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ié  deox  ntaoièreti  :  <m^  bien  en  soumettant  de  nouveau  à  la  méthode 
Téqaation  qui  résulte  de  la  suppression  des  racines  déjà  mises  en  évi- 
d^neei;  ou  bien  m  essa^aot  la  di?isi<m  du  (Nremier  membre  de  cette 
équation  par  les  facteurs  du  premier  degré  qui  correspondent  aux  ra- 
dies^irovvées^ 
Soit,  par  exemple,  l'équation 

Lt>limit»^mpérMi|reileiiTafiiDes  posidres  de  cette  équation  est  IS» 
d^ûfrk$  h  déeM[ipo6Îtfon  (b*  908);  d'ailleurs,  elle  n*a  pas  de  racines 
négalivies,  puisque  Téquation  ne  présente  que  des  variations  de  signe 

(«•ail). 

Les  diviseurs  de  108,  au-dessous  de  13,  sont 

1,    2,    3,    4,    6,    9,    12, 

d'ailleurs,  -f  1  ne  satisfait  pas  à  l'équation ,  car  on  trouve  —  8  pour 
r^nltat  de  la  substitution  de  +  1  ;  mA  %  9,  k^,  6, 9, 1^ ,  sont  les  ;$euls 
oombres  à  soumettre  w^  épri^uves^ 

On  reconnaît ,  par  l'application  de  la  mé^bode,  qpç  3  et  2  3Q9t  v^ 
qinesdela.projMséer 

fiffectuwii  la  division  dfi  premier  q^folfre  de  cette  équation  payr 
( ^  ^  3)  |aî -rv  2;,),  0U.4?*  ff^  5^  -f-  ^j  pfi  trouve  pow  q**ottie^, 

qui,  soumise  elle-mêmç  à  la  piéltiode,  se  trouve.avpir  encore  4-  3et  +  ^ 
pour  racines. 

Divisant  cettjB  dernière  équation  par  a?*  —  5fr  4-  6,  on  obtiçnt 
X — 3  =  0,  d'oùrp  =  3;  ainsi  la  proposée  peut  se  mettre  sou$  la 
forme  (  a?  —  3  )'  (  a?  —  2  )*  =  0. 

322.  Règle  d^excîusiùn,  —  Lorsque  le  nombre  des  diviseurs  du 
jifin^  terfis^,  i^  sejtr^veniçonp'is  ei»t<e  les  dc^ux  limites  -tf-  Il>  et 
-^L','est  très-grand,  on  peut  restreindre  le  nombre  des  essais  par  une 
règle  d*un  usage  facile. 

Soiti'éqïi^tiopa!^  +  Br^'  +  Q«^-^  +  ...  Tir  Tff  .4-  D  nriOi 
dfiQs  laqu^Ue  nous  suppose^  toiypui^  q^^  le^  ^e%iQQt§  sipient 
entiers. 

On  saitqv^,  dJ^^vA  rm^p  de  çe^e  équation,  son  premier  mem- 
lire  est  divisible  par  ^  —  ^'  aii^i  l'on  a  ridenl^té 

F,  Q*,  • . .  T',  F,  sont,  d'après  h  loi  de  sfonmation  da  n*  288,  dos 
nombres  entiers  aussi  bien  que  a,  P,  Q , . . .  *  T,  B.  Cela  posé ,  c<«ame 
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l'équation  précédente  doit  se  vérifier  quel  que  soit  x,  faisons  a?  =3 1; 
il  vient 

1  +  P4-Q+  ...  +T  +  U  =  (l-a)  (l-(-F+...  +T'+U'), 

1  —  a 
le  second  membre  de  cette  égalité  est  un  nombre  entier;  donc  il  doit 
en  être  de  même  du  premier  membre  ;  ainsi  a,  étant  un  nombre  entier 
positif  ou  négatif,  ne  peut  être  racine  qu'autant  que  (1 — a)  ou  plutôt 
(a  —  1)  divise  le  résultat  de  la  substitution  de  -^-l  dans  la  proposée. 

On  prouverait  de  même,  en  faisant  a?  =  —  1,  que  —  (1  4-  a) 
ou  (a  4-  1)  doit  diviser  le  résultat  de  la  substitution  de  —  1  ;  d'oiîi  ré- 
sulte la  règle  suivante  : 

Substituez  successivement  4-  1  et —  1  dans  la  proposée  ^  et  désignez 
par  M  et  M' les  valeurs  numériques  des  résultats  de  cette  double  sub- 
stitution. 

(Si  Tun  des  résultats  était  0,  auquel  cas  +  1  ou  —  1  serait  racine  , 
il  faudrait  commencer  par  supprimer  cette  racine  dans  la  proposée 
avant  d'appliquer  la  règle.) 

1**  Tout  diviseur  positif  du  dernier  terme,  qui,  diminué  de  i,ne 
divise  pas  M,  et  qui,  augmenté  de  i,ne  divise  pas  M',  doit  être  rejeté, 

2°  Tout  diviseurnégatif  dont  la  valeur  numérique,  augmentée  de  1, 
ne  divise  pas  M,  et  diminuée  dei^ne  divise  pas  M',  doit  être  rejeté. 

Afin  de  mettre  plus  facilement  en  évidence  ces  deux  caractères  d'ex- 
clusion, il  convient  de  décomposer  d'abord  les  deux  résultats  M  et  M' 
dans  leurs  diviseurs  (Arith.,  n«  IW). 

Soit,  pour  exemple,  proposé  de  déterminer  les  racines  commensa- 
rables  de  l'équation 

-r'  — Sa?»-. 37a?»  4-  257aj  — 360  =  0. 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation  est 

37  4- 1  ou  38,  parce  que  257a?  —  360  revient  à  257  (x  —  — ^  ; 

\        257y 

la  limite  supérieure  des  négatives  est  —  (  1  4-  \/  360)  ou  —  20.  Les 
diviseurs  de  360,  que  Ton  doit  soumettre  aux  épreuves  de  la  méthode 
du  n<*  320,  sont  donc 

1, 2,  3,  k,  5, 6, 8,  9, 10,  12, 15, 18,  20,  24,  30,  36, 
et-.l,_2,— 3,— 4,— 5,— 6,— 8,-9,— 10,-12,-15,— 18; 
le  résultat  de  la  substitution  de  4-  1  dans  la  proposée  est,  en  faisant 
abstraction  du  signe,  144  ou  2* .  3";  le  résultat  de  la  substitution 
de— lest648ou2»,3*. 
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Cela  posé,  passons  d'abord  en  revue  les  diviseurs  positifs,  à  partir 
de  36  qui  est  le  plus  grand. 

36  —  1,  ou  35  =  7  X  5,  ne  divise  pas  144  qui  est  égal  à  2* .  3*; 
ainsi  36  doit  être  rejeté. 

On  rejettera,  par  la  même  raison,  30, 24, 20, 18, 15, 12. 

10 — 1,  ou  9,  divise  144;  mais  10+1  ou  11  ne  divise  pas  648  qui 
est  égal  à  2' .  3*;  ainsi  10  doit  être  rejeté. 

On  reconnaîtra  encore  que  9, 8, 6,  4,  doivent  être  rejetés;  c'est-à-dire 
que  les  seuls  diviseurs  positifs  qui  satisfont  à  la  règle  sont  5 ,  3  et  2. 

Quant  aux  diviseurs  négatifs  :  18  +  1,  ou  19,  ne  divine  pas  144; 
ainsi  —  18  doit  être  rejeté. 

15  +  1,  ou  16,  divise  144  ;maiô  15—1,  ou  14,  ne  divise  pas  648; 
donc  — 15  doit  être  rejeté. 

On  verrait  pareillement  que  — 12,— lu,  — 9,  — 8,  — 6,  -—4,  doi- 
vent être  rejetés.  Ainsi ,  Ton  ne  doit  soumettre  aux  épreuves  de  la  mé- 
thode du  n*>  320 ,  que  les  diviseurs — 5,  —  3  et  —  2.  En  appliquant  la 
méthode  aux  diviseurs 

4-5,-f  3,+  2,— 2,— 3,  — 5, 

on  reconnaîtra  que  5  est  le  seul  qui  remplisse  toutes  les  conditions,  et 
qui  soit  par  conséquent  racine  de  la  proposée. 
Effectuons  la  division  par  a;  —  5  ;  il  vient  pour  résultat 
a.3 _ 37a? -1-72=  0, 

équation  qui  ne  saurait  avoir  de  nouveau  5  pour  racine ,  puisque  S  ne 
divise  pas  72.  Ainsi,  cette  équation  n*a  plus  que  des  racines  incommen- 
surables, réelles  ou  imaginaires. 
823.  Voici  de  nouveaux  exercices  : 

lo  a;*  — 5a?'4-25a?  — 21  =  0.  '^^  ' 

(x—  1)  {x  —  3)  {x*—x  —  7)  =  0. 
2»  i5x'  —  19a;*  +  6x'  -f  15a?*  —  19a;  +  6  =  0. 

(3a?  — 2)  (5a?  — 3)  (a?' +  1)  =  0. 
.  3»        9a?«  +  SOa;'^  -h  22a?*  +  10a?'  +  17a?»  —  20a?  +  4  =  0. 
(a?  +  2)*  (3a?  —  1)*  (a?*  -f-  1)  =  0. 

[Pour  résoudre  les  deux  dernières  équations ,  il  faut  d*abord  faire 
disparaître  le  coefficient  du  premier  terme,  d*aprèsla  règle  du  n**  265; 
appliquer  ensuite  la  méthode  du  n°  320  aux  deux  transformées;  et, 
après  avoir  obtenu  les  racines  entières  de  ces  transformées ,  substituer 

dans  réquation  ^  ==  r>  qui  a  servi  à  la  transformation,  les  valeurs  des 

K 

racines  obtenues.] 
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324w  €e<iai  précède  svffit  ponrladétenHoatioE  des  raeince  oom^ 
mensurables  de  toute  l'équation  numérique  dont  les  coejffioiettts«oot 
ra1wimeU,eutier$(mfraeti(mttaireê.  Cependant  nous  observerons  qu'il 
y  a  des  questions  dont  les  énoncés  conduisent  à  destéquations^  àe§ré 
supérieur,  et  qui,  parleur  nature,  n'admettent  quedes  nombres  entiers 
pov  solutum;  e'est-4-dire  que  tonte  sokitian  fractionnaire,  commen- 
surable  ou  incommensurable,  doit  ètreregardée comme  tout  à  fak  élian* 
gère  à  la  question. 

Soit,  par  exemple,  prcfotéde  éiiérmmer  f«  ha$e  dm  êystème  de  nth 
méraUcm  dmu  lequel  le  nombre  Sihl,  écrit  dans  le  ey^ème  décimgi, 
serait  représenté  par  V ensemble  des  chiffres  32042  (système  dierehé). 

Désignons  par  x  la  hase  inconnue^  2,  kx,  0  ,x^,2a^,  3x*, 

expriment  les  valeurs  relatives  des  cbiffres       3,  4,  0,       2,  et  3, 
da «ombre  32042;  atn^ ,  Ton  a  F^quation 

3a?*  -f-  2a?»  +  0.  a?*  4-  4a?  4-  2  =  2147, 
on  bien  3a?*  +  2a?»  +  4a?  —  2145  =  0, 

à  résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs;  car  œ  doit  être ,  par  sa  nature , 
un  nombre  entier  absolu. 

Or,  pour  peu  qu'onréflédiissejur' la  méthode  exposée  n*  320^poQr 
trouver  les  racines  eniièresd  une  équation  dont  le  cod&eîent  éxi  premier 
terme  est  l'unité,  on  verra  (p'eile  eâtég«^ement  aj^lioable  aftcasoùile 
coefficient  du  premier  terme  est  un jojombre  entier  quelconque;  la  seule 
différence,  si  l'équation  est,  par  exemple^  de  la  forme 

Aar  4-  Pa^-'  -h  Qo?"'-»  H 4-  Sa?*  4-  Ta?  +  U^  Q, 

consiste  en  ce  que,  quand  on  est  parvenu  à  la  dernière -des  «oiwtilMitt 
que  comporte  la  méthode,  le  résultai  y  ou  Ueu  d!4tt)eégal  &.••«-»  1,  doit 
être  égal  à  —  A. 

On  peut  d'ailleurs  reconnaître  l'exactitude  de  cette  assertion,  en  re- 
prenant les  mêmes  transformations  et  les  mêmes  raisQmi^ments  qusir 
ceux  qui  ont  été  faits  n°  319* 

Ainsi,  pour  trouver  les  racines  comfnensurables  entières  d'on^  équa» 
tion  dont  le  prenûer  terme  a:un  coiefficient  différent  de  l'unité^  il  est 
inutile  d'avoir  recours  à  la  disparition  de  ce  coefficient,  transformation 
qui  (n°26S)  a  l'inconvénient  de  conduire  à  une  équation  dont  les  coeffi- 
cients sont ,  en  général ,  très-grands. 

D'après  cela ,  recherchons  les  racines  entières  de  l'équation 
3a?*  4-  2a;»  4-  4a?  —  2145  =  0. 

'La  limite  supérieure  des  racines  positives  est  (n®  307) 

l4-  V2Ï45=  14-7  =  8; 

Digitized  by  VjOOQIC 


BEGHERCHE 

BBS  JH^^SEUBfi  BU  2%  3%    .    .  IM36BÉ.    427 

le  nombre 

âlfc5 

est  décomposable   (ArUhmiùque,    n?  14S;  ea 

3x  Sx 

11  X 

13;  ainsi,  il 

n'y  a  Uea  à  essayer  que  ksjMBdiMs 

3et5; 

s. 

3, 

—  4.29, 

-715, 

-M», 

-711, 

—   8S, 

—237,, 

-    17, 

—  7a, 

-    15, 

-    7Ï., 

— •      3^  »* 

Le  seuhnombre  5  donne  pour  dernier  résultai^ — 3,  ou  le  coeffîdent 
du  premier  terme,  pris  en  signe  contraire;  donc  cinq  est  la, base  du 
système  dierché. 

En  effet,  32042,  éerit  dans.le  système  quinairs^  équivaut,  dansie 
système  décimal,  à 

ar^  5*+3x  S»  +  0x5*+4x  5+2, 
ou,  en  effectuant,  3x625-f-2x  125 +4x5-1-2  =  21W. 

On  p«iit  8*Bxeisi»r  sor  lès  exenples  suÎTsnts: 
1*»  Déterminer  ia' base  du  «ytlième  de  numération  dans  îe^quell^Si 
(•système  décimal)   ^t  reprénenU  jiar  €5^  (  systteic  dierdjé), 

^  Lu-%ase  ikt  sy9thm  dam  lequel  81479  (syistène  dêdBml)  esi  re^ 
présenté  par  k^i^  (^stème  cbercbé).  [m  =  septS\ 

Asch^arehedeê  ditsiséuvs  cfmmensurahleis  du  secand  degré. 

328.  Ohs^erûd^cfns'friHmmafrvsi — LaTtféfhodfe*d€8Taéi««cwinwBn- 
soraMes,  exposée  vF*  329,  est  «Bm.w^ip^èe^métheée'desdmsemr9ismii^ 
memurahUsd^pfemier  degré,  parceqoeycoBtiaissaiit  me  Taérne^eni** 
noDsnra^,  ^entièremi  firateliîoiinHÎi'e ,  d'une^équa^iim ,  en* peut  ^#37) 
dTOerlepremiemembFe^l^  le  facteur  dtrpremierâegrô^n  â;,  oorres^ 
pvRâmtà  e<stfee  naeîne;  <tles  coefficients  de  ce  faeteur  sont  nécessaire- 
iMft  eDmnensaraMes^eniHBêanBw 

Lopsqiikiffe'éqaatmn^Hiaiéviipiee^  â^airassée  desesidiVisefiFs  com^ 
mensurables  du  premier  degré,  Téquation  résultante  «"a  plus  qve  des 
i^adnes  rée^  iBCMBUensurafeles  et  des  vaéînes  ima^naires;  mais  on 
conçoit  que  plusieurs  des  facteurs  du  premier  degré  Kjcr  correspon- 
dent i  ces  racines,  quoique  ayant  des  coefEcients  incommensurables, 
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peuvent  fort  bien,  par  leur  combinaison  deux  à  deux,  donner  naissance 
à  des  produits  dont  les  coefficients  soient  rationnels;  c'est  ainsi  que 

(x—  \/3)  (07+  \/3)  =a?»_3; 

x  —  i-h  \f^  {x  —  i—  \/— ^)  =  «"  —  ar  +  6. 

Or,  si  Ton  avait  quelque  moyen  de  découvrir,  dans  une  équation , 
les  diviseurs  commensurahles  du  second  degré,  en  les  égalant  à 0,  on  en 
déduirait  des  racines  de  Véquation  proposée,  et ,  de  plus,  on  les  obtien- 
drait sous  leur  véritable  forme. 

Nous  allons  voir  comment  les  principes  deTélimination  et  la  méthode 
du  n<^  320  conduisent  à  ce  but. 

326.  Soit  X  =  0  une  équation  débarrassée  de  ses  diviseurs  com- 
mensurables  du  premier  degré. 

Désignons  par  a^  -{-  px  -4-^  Tun  quelconque  des  diviseurs  du  second 
degré  de  X  ;  j?  et  ^  sont  deux  indéterminées  dont  il  faut  tâcher  d'obtenir 
les  valeurs  en  nombres  commensurahles,  s'il  est  possible. 

Pour  cela,  cUvisons  X  par  x'  +  px  -f-  q;  et  concevons  que  Von  qii 
poussé  V opération  jusqu'à  ce  qu'on  soit  parvenu  à  unreste  du  premier 
degré  en  x,  de  la  forme  Mx  +  N ,  M  et  N  étant  des  indéterminées 
fonctions  de  p  et  de  q.  En  égalant  ce  reste  à  0,  on  établira  la  condition 
que  a;*  +  pa?  +  g  devienne  diviseur  exact  de  X;  d'ailleurs,  cette  di- 
vision doit  se  faire  indépendamment  de  toute  valeur  particulière  attri- 
buée kx;  donc,  en  vertu  du  principe  n^  180  sur  les  équations  identi- 
ques, l'équation  Mx  4-  N  se  partagera  nécessairement  en  deux  autres 

M  =  0,  N  =  0,  ou  bien,  F(p,  q)  =  0,  F' (p, q)  =  0. 

Cela  posé,  la  question  se  réduira  à  trouver  (en  nombres  commen— 
surables)  tous  les  systèmes  de  valeurs  éep  et  de  q  propres  à  vérifier  ces 
deux  équations. 

On  commencera  par  former,  d'après  les  méthodes  connues,  ïéqua^ 
tion  finale  en  p,  à  laquelle  on  appliquera  la  méthode  des  racines  com- 
mensurahles {n?  320).  Après  avoir  ohtenu  toutes  les  valeurs  raiUm^ 
nelles  de  p,  on. les  substituera  (n*"  270)  dans  le  reste  du  premier  degré 
par  rapport  à  q,  lequel  reste,  égalé  ensuite  à  0,  donnera  les  valeurs 
rationnelles  de  q  ^-correspondantes  aux  valeurs  de  p  déjà  trouvées. 
Enfin,  l'on  substituera  chacun  des  systèmes  de  valeurs  de^eideq  dans 
le  trinôme  x'  +  px  +  q  ;  ce  qui  donnera  autant  de  diviseurs  commen- 
surahles du  second  degré. 

Il  est  évident  que  l'équation  finale  en  p  doit  être  d'nn  degré  marqué 

par  m  ( — S""  )  >  ^  ^^^*  '®  ^^^^  ^^  l'équation ,  puisque  c'est  l'ex- 
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pression  du  nombre  total  des  diviseurs  commensurables  ou  indommen- 
surables  du  second  degré.  D*après  cela ,  on  peut  juger  combien  celle 
méthode,  facile  en  théorie,  est  compliquée  dans  la  pratique.  Aussi 
l'usage  en  est-il  peu  fréquent. 

On  voit  assez  ce  qu'il  faudrait  faire  pour  obtenir  les  diviseurs  com- 
mensurables du  S'*™*,  V*""  ,  • .  degré;  mais  ces  dernières  questions  ne 
sont  d'aucune  utilité  {*). 

§  III.  Recherche  des  racines  réelles  incommensurables. 

Lorsqu'on  a  débarrassé  une  équation  de  tous  les  diviseurs  du  pre- 
mier degré  qui  correspondent  à  ses  racines  commensurables ,  l'équation 
résultant  n'admet  plus  que  des  racines  réelles  ineommensurables ,  ou 
des  racines  tma^tnatre^. 

La  véritable  forme  des  racines  réelles  incommensurables  d'une  équa« 
tien  d'un  degré  quelconque ,  restera  inconnue  tant  qu'on  n'aura  pas 
de  méthode  générale  pour  résoudre  les  équations  algébriques  de  degré 
supérieur.  Mais  si  la  détermination  de  leur  forme  est  encore  un  pro— 
blême  à  résoudre,  il  n'en  est  pas  ainsi  de  la  valeur  numérique  de  cha- 
cune de  ces  racines;  et  il  existe  des  méthodes  pour  les  obtenir  avec  tout 
le  degré  d'approximation  qu'on  peut  désirer. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  diviserons  c^tte  théorie  en  deux  parties  : 
dans  la  première,  nous  supposerons  que  la  proposée  soit  telle  qu'oNE 
gBOLE  racine  réelle  puisse  être  comprise  entre  deux  nombres  entiers 
consécutifs  ;  et,  dans  la  seconde ,  que  deux  nombres  entiers  consécutifs 
puissent  comprendre  plus  d'une  racine. 

Première  partie.  Cas  <yà  une  seule  racine  réelle  peut  être  comprise 
entre  deux  nombres  entiers  consécutifs^ 

[Nous  admettrons  encore,  dans. tout  ce  qui  va  suivre,  que  l'on  ait 
déterminé  les  limites  +  L  et  —  L',  les  plus  resserrées  possibles,  soit 
par  la  méthode  des  décompositions  (  n**  308  ),  soit  par  la  méthode  de 
Newton  (n»  309).  ] 

327.  Recherche  de  la  partie  entière,  —  Chacune  des  racines  incom- 
mensurables étant  nécessairement  composée  d*une  partie  entière  (qui 
peut  quelquefois  être  0)  et  d'une  partie  plus  petite  que  l'unité,  le  pre- 
mier objet  dont  nous  avons  à  nous  occuper  consiste  à  déterminer  la  partie 
entière  de  chaque  racine. 

(*)  Dans  une  des  notes  placées  à  la  fin  de  ee  chapitre,  noos  noos  proposons  de  dire 
quelques  mots  sur  la  décomposition  d*an  polynôme  rationnel  et  entier  quelconque  en 
ses  facteurs  premiers. 
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Pour  cda,  on  substitue  à  la  place  de  x,  dans  V équation,  la  suik 
naturelle  desnomhîres,  0^  1 , 2, 3,  .  .  .  e* *—  1,  —  2,  —  3,  .  .  . 
compris  entre  +  L  ef  —  L',  Cîomme ,  entre  deux  nombres  substitués 
qui  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires ,  il  tombe  au  moins 
une  racine  (n®  303),  il  s'ensuit  que  chaque  couple  de  nombres  don- 
nant des  résultats  de  signes  contraires,  comprend  une  racine  rédléy  et 
n'en  comprend  qu'une  seule,  d'après  Thypothèse  établie.  D'diIIefirs$  la 
partie  entière  de  la  racine  est  le  plus  petit  des  deux  nombres  qui  la 
comprennent. 

Or,  il  peut  arriver  deux  cas  :  ou  Ton  obtient, par  toutes  ces  substi- 
tutions, autant  de  changements  de  signes  (ou  d«  couples  de  résuHati  de 
signes  contraires)  qu\7|f  a  d^unités  dans  le  degré  de  l' équation ;^zkn 
on  en  conclut  que  toutes  les  racines  sont  réelles.  Ou  bien ,  le  noiabre 
des  changements  de  signe  est  moindre  que  le  degré  de  l'équation;  a»* 
quel  cas,  il  y  a  autant  de  racines  réelles  que  do  changements  désigne; 
et  les  autres  radnes  sont  imaginaires. 

Dans  les  deux  cas ,  cette  méthode  do  substitution  fait  coimattre  la  pars 
tie  entière  de  chaque  racine  réeHe;  et  il  reste  k  détermiBer  la  partie 
plus  petite  que  Tvnitê, 

KiTHOBE  d'approximation  DE  LAGRANGB. 

* 

328.  Soh  X  :3E  0  une  équation  ddot  les  racines  réelles  <ont  respeor 
tÎTement  une  pwtie  entîèiie  difeieAte  que  Ton  suppose  avovr  été  4yi 
déterminée. 

Déaîgnona para  et  a  -4^  1  deux  niosihres  entiers  qui  comprennent     i 
Tune  d'elles;  a  exprime  alors  la  partie  entière  do  cette  racine. 

Pour  obtenir  la  partie  plus,  petite  que  Tunitéi  .posonsdans  réqnotion 

X  =  6,  ou  a?/»  +  Vaf*-^  -|- .  ^-  Ta?  4-  V  =  «,  I 

a?  =  a  +  -  ;  il  en  résulte  la  transformée 

y 

Pour  obtenir  cette  transformée,  on  commence  par  remplacer  x  par 
â?  -!-  u,  ce  qui  donne  (n®  262) 

A» 

[A  désignant  ce  que  devient  X  quand  on  y  met  a  pour  œ,  ot  A',  A», . . . 
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étant  des  pofynomes  dérÎTés  dç  A  d*après  la  loi  établie  n?  262;  pob  on 
remet  —  pour  u,  et  Ton  chasse  les  dénominateurs  en^  y], 

y 

Appelons,  pour  simplifier,  Y  s  0,  cette  transformée,  qui  est  de 
même  de^é  que  la  proposée,  et  a  par  conséquent  m  racines.  Or, 

puisque  la  relation  /r  =  a  H —  doit  donner  toutes  les  valeurs  de  œ 

dès  que  Ton  comiaU  les  valeurs  de  y,  et  qaci  par  hypptlièse,  a  et 
a  +  i  comprennent  une  valeur  de  x  et  n'en  comprennent  qu'une 
seule,  il  faut  nécessairement  que,  parmi  les  valeurs  réelles  ûey^Uy^m 
ait  une  plus  grande  que  1,  et  quil  ny  en  ait  qu'une  seule;  autrement, 
ce  serait  supposer  que  a  et  a  +  1  comprennent  j)]us  d'une  valeur  de  œ. 

Si  donc,  dans  l'équation  Y  =  0,  on  met  successivement  pour  y 
les  nombres  entiers  1 ,  2 ,  3 ,  . .  •  à  partir  de  l'unité ,  on  est  certain 
d'obtenir  tôt  ou  tard  tin  changement  de  signe;  et  les  deux  nombres 
qui  auront  produil  ce  changement  de  signe  comprendront  la  valeur 
dierchéede  y. 

Soient  6  et  6  -h  1   ces  deux  nombres;  posons  dans.  Y  =  0, 

y  =  b  -{ ;  il  en  résulte  une  transformée  Y»  =  0  (que  Ton  obtient 

par  le  moyen  indiqaé  ci-dessus);  et  cette  équation,  parmi  ses  racines 
réelles ,  en  aura  encore  une  seule  plus  grande  que  1 ,  que  Ton  mettra 
en  évidence  par  la  substitution  des  nombres  entiers  1^2,3,  ...  dans 
Y.  =  0. 

Soient  c  et  c  +  1  les  deux  nombres  entiers  qui ,  ayant  dû  produire 
un  changement  de  signe,  comprennent  la  valeur  de  y, .  On  posera  dans 

l'équation  Y,  =  0,  y»  =  c  +  —  ;  ce  qui  donnera  la  nouvelle  transfor* 

mée  Ya  =  0,  dijatit  une  seule  racine  plm  grande  que  1. 
Soient  </  et  df  -f- 1  les  deux  nombres  qui  la  comprennent;  on  posera 

de  nouveau  dans  Y»  =  0,  Va  =  rf  H ;  et  l'on  continuera  cette  suite 

de  transformations  aussi  loin  que  l'on  voudra. 
Rapprochons  maintenant  les  relations 

a?  =  a  +  -,  «  =  6H —  ,y.  =  cH —  ,y.  =^rf+  — ; 

y  y*  y.  y^ 

1 

il  en  résulte     â?  =  a  +  . 


64- 


1 
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Or,  on  sait  qoe^dans  une  fraction  continue ,  plus  on  prend  de  frac- 
tions intégrantes,  plus  on  approche  de  la  valeur  du  nombre  qu'elle  re- 
présente; et  le  degré  d'approximation  est  exprimé  {Arith,,  n°  17^») 

par  r?7)  N  étant  le  dénominateur  de  la  dernière  réduite. 

Ainsi  la  méthode  qui  vient  d'être  exposée,  donnera  la  valeur  de  œ, 
avec  tel  degré  d'approximation  que  l'on  voudra. 
329.  Appliquons  la  théorie  précédente  à  l'équation 
a^_5a?_3  =  0.,.(l). 
D*abord,  les  limites  supérieures  des  racines  positives  et  négatives  sont, 
comme  il  est  aisé  de  le  voir,  +  3  et  —  2. 
Soient  mis  successivement  à  la  place  de  or,  dans  l'équation,  les  nombres 
—  2,-1,  0,H-1, +2,H-3; 
oh  obtient  les  résultats 

—  l,  +  l,~3,-.7,  — 6,4-9; 
et  comme  il  y  a  trois  chaflgements  de  signe,  il  s'ensuit  que  l'équation 
a  ses  trois  racines  réelles ,  savoir  :  une  positive  comprise  entre  2  et  3; 
deux  négatives  comprises  respectivement  entre  0  et  — -  1,  puis  entre 
—  1  et  —  2. 

Occupons-nous  premièrement  de  la  valeur  positive. 

1 
Posons  dans  l'équation  (1)  a?  =  2  4-  -; 

il  en  résQlle  (n<>  328)  une  équation  de  la  forme 

dans  laquelle  on  a 

A     =(2)'— 5 (2)' -3  =  -5, 
A'    =3(2)»  — 5 .  =  +7, 

I'    =3(2)« =  +6, 

o=* =  +  *' 

d'où,  substituant  et  changeant  les  signes, 

62^-7t/»-62/-l=0..  .(2). 
Faisons  dans  cette  équation,  y  =  1^  2, 3,  •  •  •  ; 

il  vient  pour  J^  =  ^  » --   9, 

!^  =  2, ~    1, 

y-3, 4-53; 

donc  la  valeur  cherchée,  de  y,  est  comprise  entre  2  et  3. 
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Posons  dans  Téquation  (2), .  .  .  .  j^  =  2  +  L. 

y* 

il  en  résulte  la  transformée 

dans  laquelle                     B    =  8(2)'—  7(2)'— 6(2)'— 1=—  1 
-      B^   =15(2)»-14(2)'-6 =+26,' 

Ç  =15(2)'- 7 =+23, 

O"  ^ • •••=+  *' 

d'où,  substituant  et  changeant  les  signes, 

î^î-26y;— 23y,— 5  =  0.  ..(3> 
Comme  cette  équation  revient  à 

!^:(y, -26)  — 23^,-5  =  0, 
il  est  visible  que  toute  valeur  plus  petite  que  26,  substituée  pour  y,, 
donnerait  un  résultat  négatif. 
Mais  si  Ton  pose  y,  =26,  il  en  résulte  .  .  .  —603, 

et  y,  =27, +  103; 

donc  y ,  est  compris  entre  26  et  27. 

Posant  dans  Féquation  (3)  ...«,=  26  H 

on  obtient  la  nouvelle  transformée 

C»î+C'j,J  +  |'»,+^3  =  0. 
dans  laquelle  C    =     (26)'  —  26  (26)'  —  23  (26)  —  5  =  —  603, 

C    =3(26)'  — 52(26)'  — 23 =  +  633, 

^  =  3(26)'-26 =+  52, 

2:3=*  =  +     *5 

d'où,  substituant  et  changeant  les  signes, 

603y^  — 653y:-52j,,-l=:0 (4), 

équation  qui  revient  à  celle-ci  : 

yl  (603i/,  -  653)  -  52t/.  -1  =  0. 
Comme  2^,  =  1  donne  pour  résultat,  —   103 

ety,  =2 , +2107, 

il  s'ensuit  que  y^  est  compris  entre  1  et  2. 
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En  posant  de  nonveaa ......  y,  =  1  H ^ 

on  obtiendrait,  tout  calcul  fait,  pour  la  transformée, 

103^3  -  tëiyl—  itë6y,  -  603  =  0  ...  (5), 
ou  bien  y]  {iOdy,  -  ii51  )  -  imy,  -  603  =  0. 

Or,  il  est  facile  de  reconnaître  que  la  valeur  de  y,  est  comprise  entre 
6  et  7;  en  sorte  que,  si  l'on  voulait  continuer  l'opération,  il  faudrait 

poser  t^  =  6  H . 

Mais  arrètoBS-Boos  aux  résultats  déjà  obtenus. 

Les  valeurs  de  a?,  y,,  jf,,  î/3,  1/^ . donnent. Jica  à  la. iractî«n 

contmue   >«  =  2  +  — — -  • 


1 

26 -4--- 


.i.i 


et  les  réduites  consécutives  étant 

2     5     132     1£    954 
1'  2'    53  '    55  '  383' 

il  s'ensuit  que  la  dernière  exprime  la  râleur  de  œ  k  moins  d'une 
fraction  près,  marquée  par  ^3  ou  j^. 

95& 

En  réduisant  30;^  en  décimales  et  poussant  l'opération  jusqu'aux 
000  • 

100000^^'  inclusivement,  on  (rouv&â,49086,  résultat  qui  est  censé  ex- 
primer la  valeur  de  x  àmoins de  0,00001  près. 
Cependant,  comme  cette  valeur  est  trop  faible  pour  deux  raisons, 

954. 
!•  parce  que  la  réduite  ^^  est  de  rang  impair ,  2*»  parce  que  2,^9086 
000 

est  une  fraction  .moindre  que  cette  réduite,  il  seraitposstble  que  le  der- 
nier chiffre  6  dût  être  augmenté  d'une  unité. 

Mais  si  Ton  substitue  successivement  2,ii'9086  et  2,ii'9087  dans  la 
proposée,  on  trouve  deux  résultats  de  signes  contraires.  Ainsi,  2,&-9086 
représente  en  moins,  à  0,00001  près,'  iarracine  positive  do  réqaatfam 
proposée. 

Quant  aux  deux  racines  négatiF^^observonajqii0»8iroii,clui^« 
en  —  a?  dans  l'équation  (1),  elle  devient 

«»— S»-fn3«0; 
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et  les  racines  poâtîyes  de  la  nouvelle  équation ,  prises  avec  le  signe  -— , 
donneront  les  racines  négatives  de  la  proposée.  Ainsi,  la  question  est 
ramenée  à  la  recherche  des  racines  poskiveside  la  iransformée  <qu 'Qq 
vient  d'obleur. 

Or^^n  répétant  sur  cette  transformée  des  calculs  «utogœs  aux  pré- 
cédents, on  trouve 

1**  pour  la  racine  comprise  entre  0  et  1,  •   «   •   •    .    .     0,65662; 

2<>  pour  la  racine  comprise  entre  1  et  3, 1,83424'. 

Donc  enEn ,  les  trois  racines  de  Téquation 

«,«^6*^3  =.0, 
sont         œ  =  2,49086,         a?  = — 0,65662,         x  =  — 1^34.24. 

(On  reconnaît  en  eSbt^qne  la  somme  algébrique- des  trois  racines  est 
iwXlétCQ  qni^oit  être,  puisque  le  coefficient  du  second  terme  manque 
dans  réquation.  ) 

330.  Remarque.  —  En  réfléchissant  sur  la  méthode  précédente ,  on 
voit  qu'elle  suppose  essentiellement  qu'entre  les  deux  nombres  entiers 
a  et  a  +  1,  il  ne  tombe  qu'une  seule  radne  de  la  proposée;  puisque 
ce  n'est  qu'à  cette  condition  que  l'on  peut  affirmer  que  chacune  des 
transformées  a  une  seule  racine  plus  grande  que  l'unité,  et,  par  consé- 
quent, que  la  substitution  des  nombres  1,  %  3,...  à  la  place  àty^y^^y^^ 
dans  ces  transformées,  doit  produire. tôt  ou  tard  un  changement  de 
signe. 

Cependant,  lorsque  l'on  connaît  d'avance  le  nombre  des  racines 
comprises  entre  a  et  a  +  1 ,  il  est  possible  que  la  méthode  réussisse. 
(  Yoyez  le  3«  exemple  du  n°  353.  ) 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  a  et  a  +  1  comprennent  deux 

racines  et  n' 9tk  cwt^eamentque  deux.  En  substituant  a  H — *pour^, 

on  obtiendra  une  transformée  qui  aura  deux  racines  plus  grandes  que 
l'wiité ,  et  n'en  aura  que  deux.  Or,  quand  on  mettra  pour  y  la  suite  des 
nombres  1,  2,  3, ... .  il  se  présentera  deux  circonstances  : 

OuèienDon  n'obtiendra  aucun  changaBaent>  de  signe;  et,  dans  ce 
cas ,  on  ne  pourra  rieiv-conduve  y  x^'aslnà-diro.'que  Ja  méthode  sera  alixrs 
m  (^^/tmly . en. ce  sens  qu'il£attdra. de  nouvelles  transformations  {tour 
opérer  la  séparation  complète  des  racines; 

Ou  bien  cette  substitution  produira  deux  changements  de  signe. 
Admettons,  pour  le  moment,  que  les  nombres  n  et  n  +  l,p  eip  +  i^ 
pwmJttjgafiiiXBpeotiyemeiit^esiiiaBgimanta  de  s^ne. 
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On  posera  d'abord  dans  la  transformée,  y  =  n  H ;  ce  qui  donnera 

une  nouvelle  transformée  ayant  une  seule  racine  plus  grande  qae 
l'unité,  et  sur  laquelle  on  pourra  opérer  comme  précédemment;  alors 
une  première  valeur  de  œ  sera  exprimée  par  une  fraction  continue  de 
la  forme 

«=«  + j- 


1 

n'  + 


n'  + 


Posant  ensuite  dans  la  même  transformée  en  y,  y  =  |?  H ,  on 

Xi. 

obtiendra  une  nouvelle  transformée  ayant  une  seule  racine  plus  grande 
que  Tunité,  et  sur  laquelle  on  opérera  encore  pomme  précédemment; 
la  seconde  valeur  de  a;  se  présentera  donc  sous  la  forme  d'une  nouvelle 
fraction  continue, 

1 

œ^  a  +  ' 


1 
p  H-- 


1 

P  + 


ayant  la  même  partie  entière  que  la  précédente,  mais  dont  les  frac- 
tions intégrantes  seront  différentes. 

Il  serait  aisé  d'étendre  ces  raisonnements  au  cas  où  Ton  saurait 
d'avance  que  a  et  a  +  1  comprennent  trois  racines  réelles  .  •  •  . 
Mais  ce  que  nous  venons  de  dire  suffit  pour  prouver  qu'il  n'y  a  d'a- 
vantage bien  réel,  dans  l'emploi  de  la  méthode  de  Lagrange,  qu'au- 
tant que  a  et  a  +  1  ne  comprennent  qu'une  seule  racine.  Cependant, 
nous  exposerons  plus  loin  (n""  35&)  un  moyen  général  d'opérer  la 
séparation  des  racines ,  dans  la  pratique  de  cette  méthode. 

Conversion  en  fraction  continue  étun  nombre  irrationnel  quelconque. 

331.  La  méthode  d'approximation  par  les  fractions  continues  peut 
servir  à  évaluer  les  racines  de  degré  quelconque  des  nombres. 
Soit  P  un  nombre  absolu  dont  il  faut  extraire  la  racine  m'*««. 

m 

Si  l'on  pose  \/P  =  x,  il  en  résulte 

a^  —  P  =  0. 
Comme  (P  =  Octaî=P-f.  l,  substitués  à  la  place  de  x  dans  cette 
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équation^  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires,  il  s'ensuit  qu'elle 
a  au  moins  une  racine  réelle  positive.  D'ailleurs,  elle  ne  renferme 
qu*une  variation  de  signe;  donc,  d'après  la  règle  des  signes  de  Des* 
cartes  (n""  315),  elle  a  une  seule  racine  réelle  positive^  que  l'on  peut 
obtenir  approximativement  par  la  méthode  de  Lagrange;  et  l'on  aura 

m 

ainsi  \/  P  sous  la  forme  de  fraction  continue. 

3 

Soit,  par  exemple,  \/  11  à  évaluer  en  fraction  continue. 
Il  suffit  d'appliquer  la  méthode  du  n"*  328  à  l'équation 

a?»  — 11  =  0. 

On  trouvera  successivement  les  relations 

1  11  1 

y  y*  y*  y^ 

et  par  suite  les  réduites 

2     9     20      129 
V    V     0'     58'"*' 

dont  la  dernière,  convertie  en  décimales,  donne  2,22.&>  à  0,001  près, 

1 

puisque  l'on  a  évidemment         ,  <  0,001 
(oo) 

(cette  valeur  est  un  peu  trop  forte). 

332.  Nous  indiquerons  à  cette  occasion  le  moyen  de  développer  toute 
espèce  de  nombre  (absolu)  en  fraction  continue.  Ce  moyen  suppose 
seulement  qu'on  sache  extraire  d'un  nombre  donné  la  patiie  entière 
qui  s'y  trouve  contenue. 

Soient  Aie  nombre  proposé,  a  sa  partie  entière  (qu'on  est  censé 
savoir  trouver). 

On  a  d'abord  l'égalité. Â  =  a+- 

(B  étant  >i;; 

1  <  ' 

d'oùrondéduit^  =  A  — a,    et    B  = 


B      "      ^'  A  —  a 

1 

Soit  6  la  partie  entière  de  B  ou  de  r ,  obtenue  par  un  moyen 

quelconque; 

on  a  la  nouvelle  égalité  •   • B  =  6  +  r^ 

V* 

(C  étant  >1); 

Bourd,  Alg  19 
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I  1  o  1 

d-où        i  =  B-6,        C  =  5^;^.        ou        C=c  +  g; 

*=C-c,        D  =  ^^,        ou       D=d+'4- 

Et  ainsi  de  suite. 

Rapprochant  actueUem«itles,t€la4i<^ns 

on  obtient  finalement  A  sous  la  formcd'une  fraction  continue, 
A==:a+ T- 

c  +  .... 
iV:  -B.  Le  procédé  établi  en  Arithmétiqoe  (n<»  167)  n'est  qu'un  cas 
particulier  de  cette  méthode  générale. 

3W      ,      . 

Soit  à  développer  -^^  ea  fractwn  coitmue. 

On  a  d*abord,  en  efiTectuant  la  division, 

,347       «       80  .^  .       Q   .  ^ 

Aou  -g^  =  3  +  g^;  ce  qui  donne  A  =  3  4-  -; 

i       80        ^      89       ^        9     ,  n       4    .    ^ 

M)'      C  =  f  =  8+|;d«c,  C  =  8+i, 

*=    |,      D=    ?=!+    |;doncenfin,  '»  =  1+J' 

i.d*où  résulté  la  fraction  continue  demandée. 

333.  Lorsqu'on  Veut  évaluer  les  radicaux  du  second  degré  par 
la  méthode  précédente^  il  faut  faire  usage  des  transformations  expo- 
sées n"  91. 

Soit,  par  exemple,  à  évaluer  \/  6  en  fraction  contime. 

D  est  d'abord  évident  que  \/  6  est  compris  entre  â  et  3.  ^.  , 

Ainsi,  Ton  a  \/  6,  ou  A  =  2  +  g; 

Pour  obtenir  la  partie  entière  continue  dans  B,  multiplions  (n^  91) 
les  deux  termes  de  son  expression ,  par  \/  6  +  2;  il  vient  B  =      ^ — , 
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4ffais  ienromérateur  de  celle-ci  est  éridemmeiit  compris  entre  i  et  5; 
4(Hio  B  est  lui-'inême  compris  entre  â  et  3. 

JUasi  illwit  poser ^^—^ — -,  ou  Basâ-H-j^; 

doù     -=:_^_,G=:.^^^-^^ ^ =   V6+2. 

Comme  cette  dernière  expression  est  éYideminent  comprise  ^itreA  et  S^ 

4 

on^pose  \/  6  H-  2  ou  G  =s  4  4-  -  ; 

d'où    *  =  V6-2,^  =  ,^. 

«Sans  aUer .  plu»  kîn ,  obsenrons  que  cette  «xpres^mi  '  est  ^identique 
avec  celle  de  B;  donc,  puisque  Ton  a  trouvé 


B  =  2  +  l,C  =  4  +  ^, 


on  obttendr»  de  même 


=D  =  2  +  ^,  iB«A+î; 


et  ainsi  9e  suite. 
Donc  enfin 


^6^:2  + 


2  + 


A  + 


^  *T"    •  •  •  • 

A  partir  de  la  troisième  fraction  intégrante,  les  dénominateur» aecSi" 
pètent  j)M'oJi^tiem^{  de  deux  en  deux. 
On  trouverait  par  le, même  procédé^ 

^2  =  1  + ^  ,V^«2+        * 


2  + 


2  +  i 

^2+.... 

Tous  les  nombres  irrationnels  du  second  (fe^r^  jouissent  de  cette  pro- 
priété curieuse,' de  donner  naissance  à  des  fractions  continues'piriodi' 
ques.  Mous  ne  pouvons  fn  donner  ici  la  démonstration ,  parce  qu'elle 
dépend  de  X analyse  indéterminée  du.secênd. degré,  pour  laquelle  nous 
avons  déjà  (n«  142)  renvoyé  à  la  Théorie  des  nonibres,  de  lâegendre. 
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La  rédproqae  est  vraie  aussi,  c'est-à-dire  que  toute  fraction  e<m- 
Unue  périodique  appartient  à  un  nombre  irrationnel  du  second  degré, 
La  démoDStration  en  est  tout  à  fait  élémentaire;  mais  elle  n'est  pas 
assez  importante  pour  que  nous  prolongions  davantage  cette  digression. 

MfiTHODS  d'approximation   DB  NEWTON. 

334.  La  méthode  suivante,  due  à  Newton,  a  l'avantage  de  fourniri 
en  général,  des  approximations  plus  rapides  que  celle  de  Lagrange. 
Pour  en  donner  une  première  idée^  reprenons  l'équation 

et  proposons-nous  de  déterminer  la  racine  comprise  entre  2  et  3. 
Afin  de  resserrer  davantage  les  limites  de  cette  racine,  posons, 

dans  l'équation, •'  .    â;=2  +  ^  =  2^5; 

on  trouve  pour  résultat. -1-0,125. 

D'ailleurs  2,  mis  à  la  place  de  x,  donne ^  S; 

ainsi  la  racine  est  comprise  entre  2  et  2,S. 

Actuellement,  si  l'on  fait  attention  que  le  résultat  de  la  substitution 
de  2,5  diffère  moins  de  0  que  le  résultat  de  la  substitution  de  2,  on  doit 
«n  inférer  que  la  racine  est  plus  près  de  2,5  que  de  2. 

On  pose,  en  conséquence,  dans  l'équation, œ^sz  %h\ 

et  il  vient  pour  résultat —1,176; 

•r2,5avait  déjà  donné  pour  résultat, +0,125; 

donc,  la  racine  est  comprise  entre  %k  et  2,5. 

En  continuant  ainsi  de  substituer  des  moyens  termes,  on  parviendrait 
i  resserrer  de  plus  en  plus  les  deux  limites  de  la  racine.  Mais  lors- 
qu'une fois  on  a  obtenu,  comme  dans  ce  cas-ci ,  la  valeur  de  a;  à  moins 
Ae  0,1  près,  on  peut  en  approcber  davantage  par  un  autre  moyen;  et 
c'est  en  cela  que  consbte  principalement  la  méthode  de  Newton. 

Faisons  dans  l'équation  â;*  —  5â?  — -  3  =  0, 

«  =  2,4  +  u; 
nous  obtenons  (n<»  262)  la  transformée 

X'  +  Y'ii  +  |tt«H.u*=0, 

dans  laqueUe        X'  =  (2,4)'  —  5(2,4)  —  3  =  — 1,170, 
Y' =  3(2,4)»  — 5  =  12,28, 

1=3(2,4)  =7,2. 
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L*équatîon  en  ti ,  étant  du  3**  degré,  ne  peut  être  immédiatement  ré- 
solue ;  mais  en  transposant  tous  les  termes, à  Texception  du  terme  Y'u, 
et  divisant  les  deux  membres  par  Y' ,  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

x;^ T_  ,_j[ 

Y'     2.Y'  **       Y' 

Gela  posé,  puisque  Tune  des  trojs  racines  de  cette  équation  doit 
être  moindre  que  0,1,  diaprés  la  relation  rr  =  2,  ï  +  ti ,  les  valeurs 
correspondantes  de  u'  et  de  u'  sont  moindres  que  0,01  et  0,001. 

Z' 

D'ailleurs,  Finspection  des  valeurs  Y'  et  de  Z'  prouve  que  ^-r=r;  est 

X' 

<  1;  ainsi  la  valeur  de  u  ne  différant  numériquement  de  •—  -^ 

Z'         1 

que  par  la  quantité  ^^^  +'y7u',  qui,  le  plus  souvent,  est  an- 

X* 

dessons  de  0,01 ,  cette  valeur  de  u,  dis-jci  est  exprimée  par  —  ^ 

à  0,01  près. 
Gomme ,  dans  cet  exemple , 

X-      +1,176      1176     ^^ 
~T  ^    12,28    ""  i2280  ""  ^'^'  •  •  •' 

il  en  résulte    u  =  0,09 ,  à  77^  près,  et  par  conséquent 
100 

1 

a?  =  2,4  +  0,09  =  2,49  à  -rrr^  près. 

En  effet,  2,49,  substitué  dans  le  premier  membre  de  la  proposée, 
donne  pour  résultat  —  0,011751  ; 

tandis  que  2,50  avait  donné  +  0,125. 

Pour  obtenir  une  nouvelle  approximation,  faisons  dans  la  pto-* 
posée  y  X  =  2,49  +  u;  nous  avons  l'équation 

X'  +  Y'ti'+|'u'»+tt''=:0, 

dans  laquelle  X'=     (2,49)'  —  5  (2,49)  —  3  =  —  0,011751, 
Y'=  3(2,49)^—5  =  13,6003, 

|^=  3(2,49)  =  7,47. 
Mais  réquation  en  u'  peut  s'écrire  ainsi  : 

tl'  as  — •  —  —  ■ U  *  — *  —  tt    r 

Y*      2.  Y'  Y'      ' 
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et  puisque  UoDe  des  ▼«leurs  de  u'  doit  être  moindre  que  0^01,  lès 
Taleuis  corresjpoBdaot€S   de   u^y  u'%  sont  moindres  que  0,000i' 

et  0,000001;  donc  — ^^peut  représenter  la  valeur  de  a',  à  0,000i 

près. 
Gomme  on  a 

Xy    0,011751        11781 

Y'""  13,6003  "^  13600300*^   ,WW.,., 

il  s^ensnii  que  u'  est  égal  à  0,0008^  à  0,0001  près;.ainsL 

œ  =  2,49  +  0,0008  =  2,4908,  à  — — ^  près. 

lUUUU 

II  serait,  en  effet,  facile  de  reconnaître  qvie  2,4908  et  2,4909, 
substitués.  daais.k.pro{i!06ée^  dfiafuient  deus  résultait:  d&fiigacs-.4 
traires. 

£n  posant  denouveau>â?  =  2^4908  4}  u',OBjoblieadraîlAneTi 
approchée  de  a?  à  0,00000001  près. 

(Ordinairement,  chaque  opération  nouvelle  donne  pour  la  racine, 
un  nombre  de  chiffres  décimaux  double  de  celui  de  Topération  pré- 
cédente ;  cela  résulte  évidemment  des  raisonnements  ci-dessus.) 

335.  Voici  en  quoi  consiste  la  méthode  générale; 

Soient  p  et  p  +  1  deux  nombres  qui  comprennent  l'une  des  radnes 
de  l'équation  X  «  0. 

On  commence  par  déterminer  la  valeur  de  cette  racine  à  0,1  prèi, 
en  substituant  une  suite  de  nombres  compris  entre  p  et  p  4-  1,  et 
continuant  jusqu'à  ce  que  deux  de  ces  moyens  termes  ne  difièrenl 

entre  eux  que  de  77;. 
10 

Cela  posé ,  appelant  œ'  la  valeur  de  œ  obtenue  à  0,1  pris,  on  pose 

dans  riquationX.  =  0,. . . .  a?  =  a?'  -f  u; 

ce  qui  donne  la  transformée 

Z' 

X'  +  T'u  +  — tt^...  +!«'»  =0, 

qu'on  peut  écrire  ainsi  : 

_       X        Z'      ,  1 

" Y'"^27ï^** — Y'  **** 

Gomme,  dans  le  second  membre  de  eette  éqiiatiea<^  TeiKettUedlr 
X' 

termes  qui  suivent  —  ~ ,  est  ordinairement  au-dessous,  de  0,01 ,  on 
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X'  ' 

Us  néglige  en  cakulant  —  —  à  0,01  près,  et  Von  ajoute  le  réstUtaêr 

àx';  cequi  doimeuiie  noorelle  valeur  œ',  approchée  de  a?  à  0,01  près. 
Pour  dxlemr  uwe  di^  approximation ,  Von  pose ,  dans  V équation , 
œ  =  x'  +u'  ; 
ceqar  donne  la  transformée 

X'  -H  Y"u'  >  I  n'*  +  . . . .  +  tt'-  =  0; 

d'où  f«'=  ^___.m'2  — ....^_tt>. 

Z*  1 

NigllgeatUious  les  termes  — ^-^  u'^  —  . .  •  —  ^^  w''"  (dont  Tenr 

X* 

semble  est  supposé  moindre  que  0,0ô01i),  on  ccâcule  —  ^  enpous^ 

santV opération  jusqu'aux  10000'*"%  et  Von  ajoute  le  résultat  à  x'; 
ce  qui  donne  une  3®  valeur  x"  approcbée  à  0,0001  près. 

Pour  avoir  une  nouvelle  approximation ,  on  remplace  x  par  x"'  4-  u!, 
d<ms4^' proposée. 

X** 

On  calcule  V expression  — -^j  qui  résulte  de  cette  transformation, 

fi'Yon  pousse  V opération  jusqu'au  8^  chiffre  décimal  inclusivement, 
puis  Von  ajoute  ce  résultat  à  \'";  et  ainsi  de  suite. 

On  ré|>ète  cette  série  d'opérations  pour  chacune  des  racines  positives». 
Quant  aux  racines  négatives,  on  ramène  (n""  329)  leur  recherche  à 
celle  des  racines  positives,  en  changeant  xen^^x  dans  la  proposée. 

336.  Première  remarque.  —  La  méthode  précédente  est  fondée  sur 
ce  que ,  dans  la  transformée 

Z' 

X'  +  Y'u  +  ^tt'+  ....  4-t«'»=  Oj 

X'       Z'  1 

qui  revient  à        a  =  —  =?;  — 5^'***""  •**' — Y****"' 

on  peut  négliger  tous  les  termes  affectés  de  ti?  u^  u*  . . . .,  sans  erreir 
sensible  sur  les  lOO'**""  à  la  première  opération ,  sur  les  10000'*'««à 
la  seconde,  etc.  ;  mais  cette  méthode  est  quelquefois  en  défaut,  ainsi 
que  Lagraagek|inNi9€  diM  son  Traité  de  la  résolution  des  Équations 
numériqms^ 

OAatould&)is:iiiE>mo;en>dèVassurer,  à  la  fin  de* chaque  opération, 
si  laiBséthodea^donoéi»  ddgré-d'approximatîon  que  Ton  croyait  devoir 
obtenir. 
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.  Par  exemple ,  pour  reconnaîtra  si  ^^bSOS  exprime  la  racine  posi- 
tive de  û^  —  5a;  —  3  =0,à  0,0001  près,  on  substitue,  dans  cette 
équation,  2,4^908,  puis  2,4909  ou  2,4907,  suivant  que  le  résultat  de 
ia  substitution  de  2,4908  est  de  signe  contraire  au  résultat  de  la  substi- 
tution de  3  ou  de  2;  et  si  les  deux  nombres  2,4908  et  2,4909 ,  on 
bien  2,4908  et  2,4907,  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires, 
oui  doute  que  2^4908  ne  soit  une  valeur  exacte  à  0,0001  près,  soit 
en  moins ,  soit  en  plus.  S'il  n'en  est  pas  ainsi ,  Ton  augmente  ou  dimi- 
nue le  dernier  chiffre,  d'une  ou  de  plusieurs  unités  (de  l'ordre  des  diX" 
millièmes),  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  deux  nombres  qui,  par  leur  sub- 
stitution ,  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires. 

337.  Seconde  remarque,  —  U  y  a  aussi  des  cas  où,  dès  la  première 

X' 

opération ,  il  est  nécessaire  de  calculer  la  quantité  —-  —  jusqu'aux 

1000'*'"",  et  même  jusqu'aux  10000'*»". 
Soit  l'équation 

a?»— 6j?  — 7=0, 

dont  il  est  aisé  de  s'assurer  que  l'une  des  racines  est  comprise  entre  3 
et  3;  quant  aux  deux  autres,  elles  sont  imaginaires  {comme  nous  h 
verrons  n°  342), 

On  reconnaîtra  d'abord  facilement,  par  la  substitution  des  moyens 
termes,  que  la  racine  réelle  est  comprise  entré  2,9  et  3. 

Maintenant ,  faisons  dans  l'équation,  a?  =s  2,9  H-  «/  il  en  résulte  la 
transformée 

X'-t-Y'fi+|w*  +  u'  =  0, 

dans  laquelle    X'  =  (2,9)*  —  6  (2,9)  —  7  =  —  0,011, 
¥'  =  3(2,9)'  — 6  =  19,23, 

|1=:  3(2,9)  =  8,7. 
Négligeant  les  termes  en  ti'  et  u%  on  a 

"""       Y'""  19,23  ■"  19230* 

Or,  si  l'on  réduit  cette  expression  en  fraction  décimale,  on  trouve 
des  wo*  pour  les  trois  premiers  chiffres  décimaux ,  et  8  pour  le  4* 
chiffre;  c'est-à-dire  que  l'on  a  u  =  0,0005  (en  ne  tenant  compte  que 
des  quatre  premiers  chiffres  décimaux);  ce  qui  donne  pour  la  valeur 
de  a?,   or  =  2,9005. 
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Pour  vérifier  cette  valeur,  il  faut  substituer  2,9005  dans  la  pro- 
posée; on  trouve —  0,00138,  résultat  de  signe  contraire  à  celui  que 
donne  a?  =  3  ;  mais  en  substituant  x  =  2,9006 ,  on  obtient  4-  0,0005tfc, 
qui  est  de  signe  contraire  à  — 0,00138.  Donc,  2,9005  exprime  la  valeur 
de  0?,  à  0,0001  près. 

338.  Rapprochement  des  deux  méthodes, — La  méthode  d'approxi- 
mation de  Lagraoge,  quoique,  en  général,  moins  expéditive  que  celle  de 
Ne\vton  y  a  sur  celle-ci  Favantage  de  donner  à  chaque  opération  une 
approximation  toujours  certaine. 

On  pourrait  même  à  la  rigueur  trouver ,  par  la  méthode  de  La- 
grange  ,  les  racines  commensurahles,  La  fraction  continue  que  Vtm. 
obtiendrait,  serait  alors  composée  d*un  nombre  limité  de  fractions  in- 
tégrantes; c'est-à-dire  qu'en  continuant  les  opérations  convenablement, 
on  parviendrait  à  une  équation  Y(n'  =  0 ,  dont  la  racine  positive  plos 
grande  que  1  serait  égale  à  un  nombre  entier;  et  toutes  les  rcduito 
consécutives  étant  formées,  la  dernière  représenterait  la  vraie  valeur  de 
la  racine  commensurable. 

Ce  moyen  est  sans  contredit  moins  simple  que  la  méthode  exposée 
D"  320  ;  mais  c'est  le  seql  que  Ton  peut  employer  si  l'on  supposait  que 
quelques-uns  des  coefficients  fussent  irrationnels;  car  la  méthode  or- 
dinaire n*est  applicable  qu'aux  équations  dont  tous  les  coefficients  soiA 
des  nombres  commensurahles. 

La  méthode  de  Newton  ne  pourrait  pas  donner  ces  mêmes  racines 
exactement  ;  puisque ,  d'après  sa  nature,  on  n'obtient  les  valeurs  numé- 
riques des  racines,  que  sous  la  forme  de  fractions  décimales. 

Mous  observerons  toutefois  que  l'application  simultanée  des  deux 
méthodes  à  une  même  équation,  peut  abréger  beaucoup  les  calculs. 
Ainsi,  par  exemple,  après  avoir  d'abord  employé  la  méthode  des  frac- 
tions continues  pour  obtenir  chacune  des  racines  à  0,1  et  même  à  0,01 
•  près ,  rien  n'empêche  d'avoir  recours  à  la  méthode  de  Newton  pour  ob- 
tenir un  plus  grand  degré  d'approximation. 

La  méthode  de  Newton  suppose,  en  général,  comme  celle  de  La- 
grange  (n**  330)  quep  et  p  +  1  ne  comprennent  qu'une  seule  racine 
de  l'équation. 

Seconds  pabtib.  Cas  oii  deux  nombres  entiers  consécutifs  peuveni 
comprendre  plus  tune  racine  réelle. 

339.  Lorsque ,  par  la  substitution  des  nombres  entiers  consécutif 
compris  entre  les  limites  +  L  et  —  L' ,  on  obtient  autant  de  chan^ 
ments  de  signes  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré  de  l'équation ,  il  est  clair 
que  toutes  les  racines  de  l'équation  sont  réelles,  et  que  chacune  d'elles 
a  une  partie  entière  différente. 

19. 
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Mais  si  le  nombre  des  changements  de  signe  est  moindre  qoe  le  de^r 
gré  de  la  proposée,  cela  peut  provenir,  ou  de  ce  que  Téquaiion  a  des 
racines  réelles  et  des  racines  imaginaires,  ou  bien  de  ce  que  plusieurs 
racines  incommensurables  sont  comprises  entre  deux  nombres  entiers 
consécutifs.  En  effet,  on  a  vu  (n""  304*)  que  deux  nombres  qui,  substi- 
tués dans  le  premier  membre  d'une  équation ,  donnent  des  résultats  de 
sign.es  contraires,^  peuvent  comprendre  un  nombre  impair  quelconque 
de  racines  réelles;  et  que  deux  nombres  qui  donnent  des  résultats  de 
même  signe ,  peuvent  en  comprendre  un  nombre  pair  quelconque. 

Par  exemple,  si  une  équation  devait  avoir  deux  racines,  \/  2  et  \/  3 
par  exemple,  comprises  entre  1  et  2,  il  arriverait  que  1  et  2,  substi- 
tués dans  la  proposée,  donneraient  des  résultats  de  même  signe. 

Pareillement,  qu'une  équation  ait  trois  racines  \/  11 ,  V^^j  N/^^, 
composes  entre  3  et  h;  ces  deux  derniers  nombres  substitués  donne- 
raient des  résultats  de  signes  différents. 

On  voit  donc  que  la  méthode  de  substitution  des  nombres  entiers 
consécutifs  serait,  dans  ce  cas,  insuffisante  pour  mettre  en  évidence 
toutes  les  racines  réelles  de  la  proposée ,  et  qu'elle  aurait  l'inconvénient 
de  laisser  échapper  quelques  racines. 

340.  Cet  inconvénient  disparaîtrait  si  l'on  pouvait  déterminer ,  à 
priori,  une  quantité  ^,  numériquement  moindre  que  la  plus  petite  des 
différences  qui  existent  entre  deux  quelconques  des  racines  réelles.d'une 
équation  proposée.  Car,  soit  mise  la  quantité  ^  pour  intervalle  entre 
deux  substitutions  successives  ;  il  est  évident  que  deux  nombres  qui 
auraient  entre  eux  la  différence  i^ ,  et  qui ,  étant  substitués  donneraient 
des  résultats  de  signes  contraires,  comprendraient  une  racine  et  n'en 
comprendraient  qu'une  ;  s'ils  donnaient  des  résultats  de  même  signe, 
ils  ne  comprendraient  aucune  racine.  Ainsi ,  le  nombre  des  racines, 
réelles  de  Véquation  serait  égal  au  nombre  des  changements  de  signes 
obtenus  par  les  substitutions. 

Voyons  donc  s'il  n'y  aurait  pas  quelque  moyen  de  déterminer  la 
quantité  ^.  Or,  cela  est  .*'acile  d'après  l'équation  aum  carrés  des  dif^ 
férences. 

En  effet,  désignons  par  X  =  0  l'équation  proposée,  et  par  Z  =  0 
l'éqyation  aux  carrés  des  différences,  équation  que  nous  avons  (n''*273 
et  297)  appris  à  former. 

Remarquons  d'abord  qne,  le  carré  de  la  différence  entre  deux  racir 
nés  réelles  quelconques  de  la  proposée  étant  ppsitif,  on  ne  doit  cher- 
cher les  carrés  des  différences  entre  les  racines  réelles,  que  parmi  les 
racines  positives  de  l'équation  Z  =  0.  (Ses  racines  négatives  corres- 
pondent à  des  différences  entre  des  racines  imaginaires,  ou  entre  une 
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racine  réelle  et  une  racine  imaginaire.)  Donc,  si  Ton  cherche  la  limite 
inférieure  des  racines  positives  de  l'équation  Z  =  0,  et  qu'on  en  ex- 
traie la  racine  carrée,  on  sera  certain  d'avoir  une  quantité  numéri- 
quement moindre  que  la  plus  petite  difiPérence  entre  deux  racines  réelles 
de  la  proposée,  c'est-à-dîre  la  quantité  cherchée  ^, 

4 

Pour  obtenir  cette  limité,  il  faut  (n«  310)  poser  ^  =  ~  dans  Z  =  Q, 

ce  qui  donne  la  transformée  V  =  0.  Soit  l  la  limite  supérieure  des 

1 
racines  positives  de  V  =0;  -  sera  la  limite  inférieure  de  Z  =  0; 

.    .     1 

ainsi  — —  est  la  quantité  ^  qu'il  s'agissait  de  déterminer. 
V  * 

Lorsqoe^  en^redierébant  la  limite' Ma  plus  resserrée  possible  par  h 

méthode  de  Newtwii'(«*^  30^  ou  cdfe  de»^  décompositions  {n«  308)*, 

1 

on  trouve  Z  <  1 ,  il  en  résulte  -77  ou  ^  >  1  ;  et  cela  indique  que  la 

^/Ittenc»  enire  dsuiff  raemes  réelles  quelconques  est  plu»  grande  q^M 
V  unité.  Dès  lors,  on  est  certain  que  le  nombre  des  racines  réellesde  la- 
proposée  est  égal  au  nombre  de-chiangements  de  signe  qu'on  avait  d^a-*- 
bordtobtétto,  par  la  subslitfutlon  des  nombres  entiers 'consécutif^. 

t 
Mais  ordinairement  on  trouve  ?  >  1 ,  d'où  -77  ou  ^  <  1.  Dans  ce 

cas,  comme  \/  /  est,  en  général,  incommensurable,  il  convient  de  rem^ 
placer  y/  l  par  le  nombre  entier  h  immédiatement  supérieur  ;  ce  qui 

11  1 

donaaîj?  <  -^  -^  età  ^has  forte  raison ,  -  mokidre  que^ la^plu»  petîlex 

1^ 

4es  différences  entre  les  racines  réelles.  On  pourrait  donc  mettre  - 

pouriiitervfiftleentfe'deax'subëtttâtièfrt.  cfonsfcctttrrcB;  c'est^i-dire^pi^n'» 
substituant  dans  Xr=  0 ,  la  suite  des^nombres 

0,^,|....1V   i4^i/fli|.|...  2,  2^....  jusqu'J^'Bi 

12 

K  le 

on  6btieiid«aiitciti(a«i<  <{i.diaBg^eBto4«Jig9e^e  l'éqiiiati<»i  d^Wfoir 
de  racines  réelles. 

Mais  on  peut  encore  éviter  la  substitution  de  nombres  fractionnaires 
par4a  AiBiirfomaiiea^aimiU  ;» 
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y 

Posons  dans  Téquation,  ^  ~  £* 

il  en  résulte  (n*»  265)  une  équation  dont  les  racines  sont  h  fois  plus 
grandes  que  celles  de  la  proposée.  Par  conséquent,  les  différences 
entre  ces  nouvelles  racines  sont  elles-mêmes  Te  fois  plus  grandes  que  les 
différences  correspondantes  entre  les  racines  de  la  proposée;  en  sorte 
^ue,  si  a  —  b  désigne  la  plus  petite  des  différences  relatives  à  X  =  0, 

1 
comme  on  avait  a  —  6  >  -,  il  en  résulte  ,  ,  ,  ,  ka  —  fc6  >  1. 

K 

Ainsi  la  nouvelle  équation  Y  =  0  est  telle,  que  les  différences  entre 
toutes  ces  racines  réelles,  considérées  deux  à  deux,  sont  plus  grandes 
que  Funité. 

Donc  enfin ,  si  l'on  substitue  dans  cette  équation ,  la  suite  naturelle 
des  nombres  0, 1, 2, 3. . .  et — 1, — 2,-3,. .,  compris  entrelesdeux 
limites,  on  obtiendra  autant  de  changements  de  signe  que  l'équation 
Y  =  0  aura  de  racines  réelles. 

(Les  deux  limites  de  Y  =  0  sont  d'ailleurs  4-  hL  et  —  fcL',si  -f  L  et 
—  L'  désignent  celles  de  X  =  0.) 

341.  Résumons  ce  qui  vient  d'être  dit  : 

Pour  mettre  en  évidence  toutes  les  racines  réelles  incomniensura- 
blés  d'une  équation  X  =  0,  il  faut , 

1"  Former  r équation  aux  carrés  des  différences ,  Z  =  0  ; 

1 

2*  Déterminer  la  limite  inférieure  j  des  racines  positivés  de  cette 

1 

dernière  équation  (si  l'on  trouve  t  >  1  »  c'est  une  preuve  que  la  diffé- 
rence entre  deux  racines  réelles  quelconques  de  la  proposée  est  aussi 
plus  grande  que  l'unité  ;  dès  lors ,  la  substitution  des  nombres  entiers 
consécutifs  dans  la  proposée  suffit  pour  mettre  toutes  les  racines  réelles 

1  11 

en  évidence);  3<»  Dans  le  cas  général  de  -  <  1,  rempla^ier —- par  - 

(&  étant  le  nombre  entier  immédiatement  sup^eur  k  s/l)^  et  po^ 

y 
«er  X  =  j-  dans  la  proposée,  ce  qui  donne  une  équation  Y  =  0,  dont 

on  recherche  toutes  les  racines  réelles,  d'apr&s  la  méthode  exposée  dans 
la  première  partie  de  ce  paragraphe. 
4<>  Enfin,  substituer  successivement  ces  valeurs  dans  la  relation 

y 

x  =  --.  On  obtient  ainsi  toutes  les  racines  réelles  de  la  proposée. 
If.  B.  Observons  que  si ,  pour  mettre  toutes  les  racines  réelles  de 
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X= 0  en  évidence ,  on  a  été  obligé  de  la  transformer  en  une  autre  dont 
les  racines  soient  k  fois  plus  grandes  que  celles  delà  proposée,  ces  der- 

1 

nières  sont  déjà  obtenues  à  une  fraction  près  - .  Cela  résulte  évidem- 
#  « 

y 

ment  de  la  relation  x  =  %. 
k 

342.  Appliquons  ces  principes  à  quelques  exemples. 

Soit,  en  premier  lieu,  Téquation 

a?3_6a?  — 7  =  0. 

Les  limites  supérieures  des  racines  positives  et  négatives  sont,  comme 
il  est  aisé  de  s'en  assurer,       4-3,  —  2. 
Or,  en  substituant  les  nombres 

4-  3,  4-  2,  +  1,  0,  —  1,  —  2, 

on  trouve  pour  résultats, 

4-2,-  11,-  12,  ~  7, -2, -3; 

et  l'on  voit  que  +  3  et  4-  2  sont  les  seuls  nombres  qui  donnent  deux 
résultats  de  signes  contraires.  D*où  Ton  peut  conclure  que  Tcqualion 
a  une  seule  racine  réelle  et  deux  racines  imaginaires:  ou  bien  que  ses 
trois  racines  sont  réelles  ^  mais  que  les  différences  entre  ces  racines, 
prises  deux  à  deux ,  sont  moindres  que  Vunité. 

Pour  faire  cesser  toute  incertitude,  formons  l'équation  aux  carrés 
des  différences.  On  a  trouvé  (n°  274),  pour  cette  équation, 

jK»  —  36^*  4-  32ii.-r  4-  459  =  0. 
Faisons,  dans  cette  équation ,  ^  =  -  ;  il  en  résulte 

.      324   ,       36  1        ^ 

"-^459^-459^  +  4-59  =  ^' 
équation  que  Ton  peut  écrire  ainsi  : 

©»  4- — - 4-— «  f9»  —  1)  =  0. 
.        ^459^459^  ' 

1 

Or,  il  est  visible  que  «  =  ou  >  ^  donne  un  résultat  positif  ;  ainsi ,  la 

limite  supérieure  l  des  racines  positives  de  celte  équation  étant  plus 

1 
petite  que  l'unité ,  la  quantité  correspondante  —  est  >  1  ;  et  par  con- 
séquent les  différences  entre  Us  racines  réelles  de  la  proposée  sont  plus 
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grattes  gue  TmkL  D'-aUkars  ^  la  SQbstitulioii  des  nombres  entiers  dans 
la  proposée  n%prodiiîl  ^'tm  «e«2  changement  de  signe;  donc  enfin, 
réquation  proposée  a  um  seule  racine  réelle  qui  est  comprise  entre 
S  et  3. 

La  méthode  de  Lagrange ,  appliquée  à  cette  équation ,  donne ,  après 
quatre  transformations  successives,  x  =  2,9005  àO,0Wl  prèsi 

(  Voyez  le  n^'  337^  où  cette  éqi^on  a  déjà  été  traitée  par  la  méthode» 
de  Newton.) 

3&3.  Soit,  pour  second  exemple,  Féqçation 

8aj»  —  6aî  —  1  =  0.  .  .     (1). 

Les  limites  supérieures  des  racinesrpositiYes  et  négatives  sont  évidem* 
ment  +  1  et  —  1. 

Faisant,  danatcette  équatioa,  rc  =£  +  1,       0,-1, 

on  trouve  pour  résultat 4-  1 ,  —  1,  —  3  j 

la  substitution  ne  donne  lieu  qu'à  un  seul  changement  de  signe;  ainsi,' 
nous  devons  avoir  recours  à  Féqnation  aiux  carrés  des  différences. 

Si  Ton  forme  cette  équation,  soit  par  la  méthode  d'élimination 
(n^'  273),  soit  par  les  fonctions  symétriques  (n^'  297),  on  tronvepour  ' 
résultat, 

6kz!  —  288*»,  +  324-?  -•  81  =  0. 

1 

Posons  g  ==  -;  il  en  résulte 

81b»  —  32*»*  4-  28et; — 6*.«^y 

équation  qui  peut  être  mise  sons  là  foime 

81tr»  (t)  — 4)  +  3S(9t;  —  2)  =  0; 

et  il  est  facile  de  reconnaître  que  3  est,  en  nombres  entiers i  la  limite 
supérieure  la  plus  resserrée  des  racines  positives. 

11  11 

Ainsi,  Ton  a  l  =  3;  d'où  ?  =  s    et    — -r  =  — -;;. 

I       a  \//i'      \/oii 

Remplaçant  \/3  parrle  nombre  entier  2^  immédiatement  supérieur, 

on  obtient  ^  pour  la  quantité  moindre  que  la  plus  petite  différence  qui 

puisse  exister  entre  les  racines  rédlés  delà  proposée. 
Pjiisant  donadaas. la  i»roposée, «ooCormémentà  larègle  da  m^  34i|    < 

as  ss^^9  onalatlansfonnées 
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éqnation  dont  tontes  les  racines  réelles  ont  entre  elles  une  différence 
plus  grande  que  Tunité. 

Les  limites  supérieures  des  racines  positives  et  négatives  étant  d'ailr> 
leurs  +  2  et  —  2,  il  suffit  de  faire,  dans  l'équation  (3) , 

î^=  +  2,  +  l,      0,-1,-2, 

ce  <{Qi  doiine  lea  résoltata)  4-1,  —  3,  —  1»  +  1^ — 3». 

On  obtient  évidemment,  par  ces  substitutions^  trois  changements ûe 

signe;  ainsi,  l'équation  (3)  a  ses  trois  racines  réelles,  Tune  comprise 

entre  1  et  2,  une  autre  entre  0  tet  —  1,  et  la  troisième  entre — 1  et —2. 

Donc  enfin ,  l'équation  (1)  a- elle-même  ses  trois  racines  réelles,  l'une 

1  1 

comj^isG  entre  ^  et  1,  la.  seconde  entre  0  et. —  ^,  etlairoisièiiMv 

entre  -^  «  ^  "^^^ 

Pour  approcher  davantage  de  ces  racines,  on  appliquera  d'abord  à 
l'équation  (3)  l'une  des  deux  méthodes  d'approximation  ;  après  quoi  l'on 

substituera  dans  la  relation  x.  =  l^  les  valeurs  de  i/obtemu»;  cequi; 

donnera  les  valeurs  de  x  correspondantes. 
On  trouvera  par  ce  moyen , 

/  y=       l,8794,(*j 
pour  l'équation  y^  —  Zy  —1  =  0     <   2/  =  —  0,  3474> . 

I  y  =  —  1,5320; 

/   a?=       0,9397, 

et  pour  réqtiatio»         8aî'— 6a:. —  1  =  0     |  a?  =  —  0, 1737, 

(  a?  =:— 0,7660, 
Ces  valeurs  sont  exactes  à  0,0001  près. 

344.  iVennâre*  rtmwrqHUi  —  La  méthode  exposée,  n<^  341,  poui 
meKie  en  évidciice.les  racines  incommensurables,  lorsque  plusieurs^ 
racines  pettvenAitre  comprises  entre  deux  nomboes  entiers  consécuti&y 
ne«aiitait  être  appliquée  aoxéquations  qui  ont  des  racines  égales.. 

l^efiftv  supyosotts  qu'une  équation  ait  deuai^  racines  réelles  égales  à 
a; comme  ces: deux. .racinea. ne  fovmentr^u'un. seul  et  mèmenembre, 
elles  .sont  nécessainemeni  comprises  «entdre  deux?  nombres-  substitués» 
quriqoe  petiteque  soibia  différenee  dettes  derniers  nombres.  Ainsi,  ces 
nombres  qui  comprconent  deoixxacines'^  devren&2(n<^  304)  donner  denxi 

*  £d  applîipiaBtiavvétiio^  de  Newtontaacalovldè  la  seconde  valeur  de  y^  on. 
reeoiHiaU  qa*elie  eil  en  difgmàt  eiie  «hifire  des  centièmes  obtenu  par  la  règle  du 
numéro  335 ,  doit  être  conigé  de  àcvkx  unités  par  le  moyen  indit^né  an  numéro  336.. 
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résultats  de  même  signe^  aussi  bien  que  deux  nombres  qui  n*en  com- 
prendraient pas.  Si  réquation  pouvait  avoir  trois  racines  égales  à  a ,  les 
deux  nombres  qui  les  comprendraient ,  donneraient  deux  résultats  de 
signes  contraires,  aussi  bien  que  deux  nombres  qui  comprendraient  une 
seule  fois  cette  racine. 

Observons  d'ailleurs  que ,  Téquation  X  s  0  ayant  des  racines  égales, 
réquation  aux  carrés  des  différences,  Z  =  0,  aurait  nécessairement  des 
racines  égales  à  0  ;  et  alors  la  limite  inférieure  des  racines  positives  de 
cette  dernière  équation  serait  0  ;  c'est-à-dire  qu'il  faudrait  mettre  un 
intervalle  nul  entre  deux  substitutions ,  ce  qui  est  absurde. 

Concluons  de  là  qu'avant  d'appliquer  la  métbode  du  n"*  34-1 ,  il  est 
nécessaire  de  débarrasser  la  proposée  des  racines  égales  qu'elle  peut 
avoir.  {Voyez  n*»  281.) 

34-5.  Seconde  remarque.  —  Quand  l'équation  proposée  est  du  3* 
ou  du  i-^  degré,  et  qu'elle  a  ses  coefficients  commensurables,  il  est  inutile 
de  lui  appliquer  la  métbode  des  racines  égales. 

En  effet,  il  résulte  de  la  nature  de  cette  métbode,  laquelle  consiste 
essentiellement  dans  la  recherche  du  p.  g.  c.  d.  entre  le  premier  membre 
de  la  proposée  et  son  dérivé ,  qu'elle  ne  peut  conduire  qu'à  un  polynôme 
dont  les  coefficients  sont  rationnels,  comme  ceux  de  la  proposée.  Or, 
dans  le  cas  où  l'équation  est  du  3°  degré,  le  commun  diviseur  (s'il  en 
existe)  est  du  1*'  ou  du  2®  degré  au  plus.  S'il  est  du  1"  degré,  en  l'éga- 
lant à  0,  on  ne  peut  tirer  de  l'équation  résultante  qu'une  racine  com- 
mensurable.  S'il  est  du  2°  degré,  le  quotient  du  polynôme  proposé,  par 
ce  diviseur,  est  du  1"  degré  et  ne  saurait  encore  donner  qu'une  racine 
com mensurable.  On  voit  donc  qu'une  équation  du  3"  degré  dont  lei 
eoejflcients  sont  rationnels,  et  qui  napas  de  racines  commensurables ^ 
ne  saurait  avoir  de  racines  égales. 

'  Lorsque  l'équation  est  dvLJt°  degré  et  n'a  pas  de  racines  commensu- 
rables, le  p.  g.  c.  diviseur  (s'il  en  existe)  entre  le  premier  membre  et  son 
polynôme  dérivé ,  ne  peut  être  ni  du  l"'  ni  du  3°  degré  ;  car,  dans  l'une 
et  l'autre  hypothèses ,  on  en  déduirait  que  l'équation  a  des  racines  com- 
mensurables; et  s'il  est  du  second  degré,  les  facteurs  de  ce  polynôme 
diviseur  ne  sauraient  être  égaux,  puisqu'on  en  déduirait  encore  que 
l'équation  a  des  racines  commensurables.  Mais  û  les  deux  facteurs  sont 
inégaux,  il  en  résulte  nécessairement  (n^  277)  que  chacun  d'eux  entre 
au  carré  dans  le  polynôme  proposé  qui  est  alors  un  carré  parfait. 

Ainsi ,  dans  ce  cas,  an  lieu  de  soumettre  l'équation  à  la  méthode  des 
racines  égales ,  on  peut  se  borner  à  extraire  la  racine  carrée  de  sonpre^ 
mier  membre  ;  et  si  la  racine  nest  pas  exacte^  on  en  conclut  que  /'ejua*- 
tion  n'a  pas  de  racines  égales. 
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346.  Troisième  remarque.  —  Ce  qui  précède  suffit  pour  faire  sentir 
combien  l'application  de  la  méthode  du  n?  3&1  est  laborieuse,  puis- 
qu'elle suppose,  outre  la  recherche  des  racines  égales,  la  formation  de 
l'équation  aux  carrés  des  différences.  Or,  dès  que  la  proposée  est  d'un 
degré  supérieur  au  ft**,  les  calculs  relatifs  à  la  détermination  de  cette 
dernière  équation  sont  impraticables  par  leur  longueur.  Il  est  donc  à 
propos  de  faire  connaître  quelques  circonstances  dans  lesquelles  on 
peut  éviter  tous  ces  calculs. 

!•  Si,  en  substituant  les  nombres 0, 1, 2,.  •  •  • , — 1,  —  2, — 3,  • . .  • 
compris  entre  +  L  et  A.  L',  on  obtient  autant  de  changements  de  signe 
qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré  de  la  proposée,  on  est  certain  que  toutes 
les  racines  de  V équation  sont  réelles,  et  que  chacune  d'elles  a  une  partie 
entière  différente. 

^  Il  peut  se  faire  que,  sans  connaître  les  racines  d*une  équation, 
l'on  sache,  à  priori,  combien  elle  doit  avoir  de  racines  réelles  (la  trigo** 
nométrie  en  offre  des  exemples)  (*).  Cela  posé,  il  se  présente  deux  cas  : 

Ou  la  substitution  des  nombres  0,  1,2,....,  —  1,  — -  2 . .  • ,  donne 
lieu  à  autant  de  changements  de  signe  que  l'équation  a  de  racines 
réelles;  dans  ce  cas ,  toutes  les  racines  réelles  sont  encore  mises  en  évi- 
dence, et  chacune  d'elles  a  une  partie  entière  différente. 

Ou  bien ,  le  nombre  des  changements  de  signe  est  moindre  que  celui 
des  racines  réelles.  Comme,  dans  ce  cas,  on  est  assuré  d'avoir  laissé 
échapper  quelques  racines  dont  les  différences  sont  moindres  que  l'unité, 
il  faut  tâcher  de  rendre  ces  différences  plus  grandes.  Pour  cela,  on  fait 

dans  la  proposée,  a?  =  -,  fc  étant  une  indéterminée,  ce  qui  donne  la 

transformée  Y  =  0 ,  dont  les  racines  sont  k  fois  plus  grandes  que  celles 
de  la  proposée  (il  en  est  par  conséquent  de  même  des  différences).  On 
donne  ensuite  à  k  différentes  valeurs.  Soit ,  en  premier  lieu ,  JS;  =  3  ;  sub- 
stituant dans  Y  =  0,  la  série  des  nombres  naturels,  on  voit  si  le  nombre 
des  changements  désigne  devient  égal  au  nombre  des  racines  réelles  que 
l'on  sait  devoir  exister  dans  la  proposée.  Si  l'hypothèse  ft  =  3  ne  réussit 
pas,  on  fait  ft  =  4,  5* .  • .,  jusqu'à  ce  qu'enfin  l'on  obtienne  pour  la 
transformée  correspondante  le  nombre  de  changements  de  signe  exigé. 
N.  B.  Il  faut  bien  observer  ici  qu'on  suppose  l'équation  dépourvue 
de  racines  égales. 

n  Voyex  mon  Traité  de  Gëomëtrie  analytique,  pour  la  détermination,  par  des 
intersections  de  courbes,  du  nombre  des  racines  réelles  qu'une  équation  peut  ren- 
fermer. 
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TBiOBÈME  DE  V.  STUBM  (*): 

Son  appUeatUm  à  la  recherche  des  racines  incommensurahles. 

Cest  ici  le  lieu  de  faire  connaître  nn  fort  beau  tbéorème,  à  Taide  dbr 
quel  toutes  les  racines  incommensurables  d*tine  équation  peuvent  être 
mises  en  évidence  bien  plus  simplement  qu^avec  le  secours  de  1  équation 
aux  différences.  ^ 

Nous  venons  de  voir  (n®  3ï6, 2®)  que,  si  Ton  connaissait  à  priori 
le  nombre  des  racines  réelles  d*une  équation ,  l'on  parvienxliait  aisément 
à  leur  détermination,  puisqu'il  suffirait  alors  de  subdiviser  convenable- 
ment rintervalle  des  substitutions  successives.  Or,  le  tbéorème  de 
Mî  Slurm  atteint  complètement  ce  but,  ainsi  q\i*on  va  le  voir. 

547.  Soit  X  =  0  une  équation  à  coefficients  réels,  que  nous  suppo- 
serons n'avoir  pas  de  racines  ^ales.  Appelons  X,  son  prenûer  poly- 
nôme dérivé ,  et  appliquons  à  X,  X , ,  le  procédé  du  p.  g.  c.  diviseur 
relatif'(n°»  24-6,  259^,  avec  cette  condition,  toutefois,  de  changer  le 
àigne  dû  reste  de  chaque  opération,  et  de  prendre  ce  reste  ainsi  modifié , 
pour  diviseur  de  V opération  suivante.  (Ce  changement  de  signe  est  très- 
utile  à  là  clarté  de  la  démonstration  du  théorème  que  nous  nous  propo- 
sons d'établir  ici.) 

Désignons  d'ailleurs  par  X,,  X3,X4, X^  les  restes successîÊ, 

pris  avec  des  signes  contraires. 

Nous  pourrûns.exfidmerlasMe  des  opérati^nsparktaUeaasdv»^ 

X  =.X.^.~X, 
X,  =s:Xa  q^  —  Xa 
Xa.=  X3  q^  — •X4 


Xiwg,  =  X/^,  j,w,  ^—  X^; 


X,  est  nécessairement  indépendaBtdei&.et  différent  de  zéro,  ] 
par  hypothèse,  l'équation  n'a  p,as-de  racines  égales. 

Concevons    maintenant     qu'après    avoir    obtenu    les    fonctibsoBr 
X,  X,,  Xa,. . .  X„  on  y  substitue  pour  œ  deux  nombres  p  et  q,de 

C)  Ce  j«iine>|;«miiitB»,  déjà  fort  Hislfagué  par  ses^éceavcrCésseienttfiqaes;  ««• 
professeur  de  mathémaliques  aa  collège  Rollin.  Cesl  en  1829  qu'il  communiqimi 
rinstitut  an  mémoire  comprenant  ce  théorème 
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signes  quelconques  (;p  étant  <  q).  D'abord,  la  substitution  de  p 'don** 
sera  pour  chaque  fonction  un  résultat  généralement  positif  ou  négatif 
{mais  qui  pourra  quelquefois  être  nuVj;  et  en  ne  tenant  compte  que  des 
signes  de  ces  résultats,  on  obtiendra  une  suite  de  signes  qui^  écrits  sur 
une  même  ligne^  présenteront  une  certaine  succession  de  variaiions  et 
de  permanences. 

Pareillement,  la  substitution  de  ^  à  la  place  de  œ  donnera  une 
seconde  suite  de  signes  présentant  de  même  une  certaine  succession  de 
Tariations  et  de  penxunences. 

Or,  le  théorème  eirquestion  consiste  en  ce  que  : 

llAf  mrwÈBXKOS:  :  m^e  le  nmnbre  des  variatwns  qn' offre  là  preimère 
mtefdi  siffmsy  et  le  fwmhre^  des  variatumsi  de  la  eecùnàe,  eœpnme^ 
exattementle  vombsib  des  racines  réelles  de  la  proposée,  qui  se  trofih^ 
vent  comprises  entre  p  et  q. 

3W.  Delà  résulte  larègle  suïY«ntc  pour  déterminer  le  NOMBSBTOTAt 
des  racines  réelles  d'une  équation. 

Après  avoir  déterminé  (n°  310)  les  limites — L  et  +  L'  des  racines 
négitiveS'^t  positives,  l""  un  oppiique  auœ  deux  polynômes  X,  X,  lé* 
procédé  da  p.  g*  c,  diviseur,  amc  la  modification  indiquée  dans  le  fun- 
tnâr»jniéc^c{efitrcekid»B]ie  une  série,  de  fonctions  X,X,,X,,. . .  X^, 
qui  soBft^  générakmeiity  au  iiMiâ)ii&  de  (»»  -f»  1}  ,^i  m'est  k  degré^de 
Téquation  ; 

2*'  On  écriP  sort  une  première  ligne  les  signes*- des  résultats  de  la 
substitution  de-—  L'  dam  chacune  des  fonctionis,  et  sur  une.:secoiide -' 
ligae^  les  signes  des  résultats^  de  la  suhstitidiom  der-i*  L.  (Lesi^ne  ém 
Xr  doit  rester  le  même ,  puisque  Xr  est  indépendant  de  x.) 

3<*  On  eompêe  le  nombre^  deivarialions  >qu' offre  la  première  ligm<i.êt 
le  nombre  de  variations  de  la  seconde.  La  DUPPÉas^cs  entre,  ces  dciix^ 
nombres  est  Texpression  du  noub^  total  des  racines  réelles  de^  la 
proposée. 

Cette  règle  est  d*un  usage  facile  dès  que  Ton  connaît  les  fonc- 
tions X,  X,,  Xa ...  ;  et  si  les  opérations  nécessaires  à  leur  détermi- 
nation sont  un  peu  laborieuses,  on  n'en  doit  rien  conclure  contrôla 
sinqplieitè  do.  la  règle;  car' il  y  a  identité  entre  ces  opérations  etceltes 
queimnqporteJamétbMle  des  racines  égales,  mélbode  a  laquelle  il  fautt 
soumettre  préalablement  toute  équation  dont  on  :recherdie  lesr  raeiot»^ 
inioBimensurables. 

Sft&i  LaidémensIratioB^duithéotème  dnlessiis  repose  sur  plusiems? 
principeoi  qoe  nous;  allons  d'abord  étabKr. 

pBKHiÈ&EBfCfiiTb  Considérons  la  fonction  X  en  particulier,  et  soit  a 
une  racine  réelle  de  X5=0.  Si  Ton  met  a-f-w  à  la  place  de  x,  dans  X,  omi 
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obtient  (n''  328)  an  résultat  de  la  forme 

A'  • 

A  +  A'u4--^u"-|- -Hu^ 

(A  étant  le  résultat  de  la  substitution  de  a  pour  x  dans  X,    et 

A',  A',  A"", les  polynômes  dérivés  de  A  d*après  la  loi  connue). 

Comme,  par  hypothèse,  a  est  racine  de  X=0,  Ton  a  A=0;  et  l'ex- 
pression précédente  se  réduit  à 

/^w       A*  A-'    ,  \ 

Or,  je  dis  qu'on  peut  toujours  trouver  pour  u  un  nombre  assez  petit 
pour  que  la  quantité  entre  parenthèses  soit  de  même  signe  que  son  pre- 
mier terme  A'  (qui  d'ailleurs  est  différent  de  zéro  tant  que  XsO  n*a 
pas  de  racines  égales). 

n  suffit,  en  effet,  pour  cela,  d'obtenir  pour  u  une  valeur  qui 

A'  A"' 

rende  -êr  w  4-  5-5  u*  + ,  numériquement  moindre  que 

A\  Or,  nous  avons  vu  (n^  303)  comment  on  remplit  cette  dernière  con- 
dition; ainsi,  il  est  toujours  possible  de  satisfaire  à  la  précédente. 

Il  est  en  outre  évident  que,  dès  qu'on  a  obtenu  pour  l'indéterminée  u 
une  valeur  remplissant  cette  condition,  toute  valeur  plus  petite  y  satis- 
fait à  plus  forte  raison. 

350.  Secondement.  Si  Ton  conçoit  que,  dans  les  fonctions 
X,  X,,  Xa,. . . .  on  remplace  x  par  un  nombre  quelconque  a,  il  n^ 
peut  jamais  arriver  que  deux  fonctions  consécutives  s'évanouissent  à  la 
fois. 

En  effet,  considérons  les  trois  fonctions  consécutives  de  rang  quel- 
conque ,  X„- , ,  Xn,  X„4. , . 

On  a  (n»  349)  l'égalité X„-.  =X„  î„  —  X^-. . 

Or,  si  l'on  pouvait  avoir  à  la  fois  Xn— ,  =0,  X«=0,  on  en  dédui- 
rait X„+,=0; 

mais,  comme  on  a  aussi  X«==Xi^-,  qnJ^lt  — ^X»+,, 

il  en  résulterait  encore  Xn+3=sO;  et  ainsi  de  suite.  On  parviendrait 
alors  finalement  à  l'égalité  Xr=0 ;  ce  qui  est  absurde  puisque,  la  pro- 
posée n'ayant  pas  de  racines  égales,  Xr  ne  saurait  être  nul 

Troisièmement.  La  même  relation  X„«,  r=Xii  qn  —  X„+,,  nous 
apprend  que,  si  une  fonction  X«  devient  nulle  par  la  substitution 
de  ar=a,  les  deux  fonctions  X^-,,  X;^.,,  entre  lesquelles  elle  est 
placée,  sont  nécessairement  de  signes  contraires  pour  la  même 
valeur  ars=a. 
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381.  Ces  principes  admis,  désignons  par  k  une  quantité  positive  ou 
négative,  mais  moindre  (c'est-à-dire  plus  rapprochée  de  Vinfini 
négatif)  que  toutes  les  racines  réelles  des  équations  X  =  0,  X,  =  0, 

^3  =  ®> Xr-,  =0;  et  concevons  qu'en  faisant  croître  x  d'une 

manière  continue  (n»  303)  à  partir  de  fc,  on  substitue  toutes  ses  valeurs 
«uccessives  dans  les  fonctions,  X ,  X , ,  X , , . . .  X,. 

D  est  évideat  d'abord  que  les  variations  et  les  permanences'  fournies 
par  les  signes  de  ces  fonctions  et  celui  de  X'  (que  nous  savons  déjà  être 
constant),  se  reproduiront  toutes  et  dans  le  même  ordre,  tant  que  x  n'aura 
pas  atteint  une  des  valeurs  qui  rendent  nuUe  quelqu'une  de  ces  fonc- 
tions; car,  pour  que  le  nombre  ou  l'ordre  de  ces  variations  et  perma- 
nences vint  à  se  modifier,  il  faudrait  que  Tune  des  fonctions,  X"  par 
exemple,  changeât  de  signe,  et  par  conséquent  (n«  303)  que  X«  fût 
d'abord  devenu  nul;  ce  qui  est  contre  Thypothèse. 

Supposons  actuellement  qu'une  valeur  x  —  a  rende  nulle  une  ou 
plusieurs  des  fonctions;  et  vovons  ce  qui  doit  arriver. 

Il  peut  se  présenter  deux  circonstances  :  Ou  a?  =  a  anéantira  une 
(ou  plusieurs)  des  fonctions  intermédiaires  X,,X,,X3,..,  Xn-, 
sans  faire  évanouir  X;  ou  bien  x  =  a  anéantira  X,  pouvant  d'ailleurs 
rendre  aussi  nulle  une  ou  plusieurs  des  fonctions  intermédiaires.  Or ,  je 
dis  que,  dans  le  premier  cas,  aucune  variation  ne  disparaîtra  dans  le 
passage  de  x  par  les  trois  états  consécutifs  a  —  u,  a,  a  -h  m  (u  étant 
l'intervalle  des  substitutions  successives);  que,  dans  le  second,  une 
variation  disparaîtra ,  et  qu'il  n'en  disparaîtra  qu'une  seule  si  tî  est  suffi- 
samment petit. 

Considérons  le  premier  cas ,  celui  où  la  fonction  X„ ,  par  exemph , 
devient  nulle  pour  x  =z  a,  sans  que  X  le  soit  en  même  temps. 

Comme,  pour  la  même  valeur  x  =  a,  Xi— ,  et  X„-j„,  ne  peuvent  de- 
Yenir  nulles,  et  qu'elles  sont  de  signes  contraires  (n°  350),  il  s'ensuit 
que  les  trois  fonctions  consécutives 

Xff— .X  ,   An  ,   Xr^i, 

formeront,  quant  aux  signes,  l'une  des  deux  combinaisons 
+  0  — ,  ou  —  0  +; 

et  soit  qu'on  prenne  0  avec  le  signe  + ,  ou  avec  le  signe  —  ,  on  voit 
qu'il  en  résulte  une  variation  et  une  permanence. 

B'un  autre  coté,  chacune  des  fonctions  Xn—t,  X„^i ,  a  dû  conserver 
le  même  signe,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  depuis  x  =  %  jusqu'à 
^  =  a;  et  les  signes  ne  doivent  pas  changer  dans  le  passage  de  a;  ss  a 
à  â7  as  a  -4-  Uf  puisqu'on  peut  toujours  supposer  u  assez  petit  pour 
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.^'tnciiiie  racine  dd Xn-^  «=  Q»  Xi^'-asO^  «e  soit'cenaprisnentre 

On. peut  donc  affirmer  que  les  trois  fbDeti9iisiû-de5Stis,t{ai,pmir 
,a  s,  a^  présentent  une  Tarktton  et  une  permanence,  donnent  égale- 
iMent  une  Tariation  et  ime  permanence  poar  tontes  les  "râleurs  oom^ 
prises  depuis  x  !=k  jnsqu^à  a?  =s  a  4-**.  Ainsi,  l'hypothèse  «-=^a, 
^istneduitedans  la  :série  des >foBCtk)DsX,J!Ct,  Xi...,n*a fait' perdre 
ni  gagner .  aucune  variation. 
Passons  ml  cas  où  X  derient  fitiZ  quand  en  7  met  '  a  pour  x. 
Soit  fait  a;  =s  a  +udaBsXetX,;  pubidésignonspar  U^IIt,  ce 
i^ie  deviennent  respecttremeni  K,  Xi,  panccAte  substitution.  Appe- 
.ltns(n°âtô)  A,  AVA,..  .  .des  résultats  de  la «ubstitntton  de  d pour  â? 
tidansXetsespoIyttomesilén^és^puisyparanalogie,  Ai,  A\  A't, .  .  • 
ce  que  devieunent  Xi  et  ses  polynomefr dérivés,  par  lanème  sahstits- 
.iAieQ$iiiOBS.anroB8  les  deux  égalités 

A' 

A' 

iDx  =  Ax  4-  A'ku  +  -j-e  4- 

CSennie,par  hypothèse ,  a  est  raeine*  de  X  »  0,  on  a  nécessairement 

A  =  0.  De  plus,  les  deux  quantités  A'  et  Ai,  exprimant  Fune  et  Fau- 

tft  le  résultat  de  la  substitution  de  a  pour  -x  dans  Xi ,  n'en  forment 

'^'une  seule  qui  est  différente  de  0,  puisque  X=2  0  n'a  pas  déracines 

égales.  Ainsi  les  deux  égalités  précédentes  se  changent  en  cèlles^i  : 

A' 

U»AV4--2*tt"4«**  • 

Ux=A'  4- A'xtt+^V+.... 

dont  les  seconds  membres  sontnécessairement  de  même  signe  que  leurs 
premiers  termes  A'ti  ei  A',  lorsqu'on  prend  (n®  349)  pour  Findétermi- 
née  M  une  valeur  suffisamment  petite.  Onvoît  donc  que*U  et  TJi  sont 
de  même  signe  quand  utestjpo^i^i^,  eL^emgnês  contraires  quand  u  est 
négatif. 

D'où  îl  résulte  que'fes-èîgncs  aesdeux'fonctîons'X,lC^,  qui  présen- 
taient d'abord  une  variation  pour  ^,s=  a— -^if, 
forment  ensuite  une,  permanenc^pour             4D«s3<i{  -fn  u. 

•  ^insi,  tels  te  passagedev^œ-c^.— i»àx~  a  4-*tr,-tmrt«lrtej^ 
tAeit  chaQgéeen  unepermanence. 
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La  mâme  coaséqtteBce  auoait  liea  lofStfluèmeqMetpt^^sia^i^i  saiis^ 
fait  à  X  =  0,  anéantirait  en  même  temps  une  ou  plusieurs-autre»  fonc- 
.lioDS;  puisquton  a  tu  ^réeédeoiment  que, v  quand  qndj(|u*nDe<  de  ces 
aitres fonctions vientÂ s^évanouir^ k&ombre desvariatioas  me. ûuaa^e 
pas  pour  cela. 

.Maîntenaat,  si,,  à  partir. de  œ  =t=^^a  4^.if  ycint:QRtîn«e  de  feir&crot- 
tre  œ  par  degrés  insensibles ,  le  Botnbre  laciiiel  des  lUHrialims  ée  la  soite 
des  signes  demeurera  le.  même  jus«^'ii  ce  que  ^  vienne  à>dépasscrme 
inoavelle  racine  ideX =0;  auquel  cas  une  seconde  iianalien  diipaiaÉiai 
et  se  trouvera  reo^placée  par  une  pei!tnanence.;Ët  aiasi  de  suite. 

fionc  enfin >  letmm»W0iieê:narimtwMfftTdme&.\erBfàe^.cjùdïiâeifAi^ 
ime- valeur  ,(;pielconque  X:juâ^*À  une  autre  valeur  k\  est  égal iHt-nom* 
hre^des  racines  réelles  deXstû^eoBipnse  eniv^kUk'. 

Ce  qui  démontre  évidemment  le  théorème  éA€iicéin<^  347. 

352.  Avant  de  passer  aux  applications^  nous  ferons  plusieai&ve- 
inarques  fort  ii^portontes. 

.1<»  Dans  la  recherche  des  fondions  .X»  X„  ...  ..on  peut  intcodnire 
ou  supprimer  des  facteurs  numériques  (n°  259),  pottrvuii|iie.ces  lao* 
teurs  soient  po^(i/k;  jaoai»  il  faut  bien  pcendre.  garde,  quant  anx  signes^ 
i  ne /aire  que  les  changements  qui  4Ai  été  indîipiéafi«»347;.pniaiie 
.4i*estdela  considération  des  signes ^itaiectent  les fondîonsX^Xc^X.i*.. 
«que  dépend  principalement  laméûiode  de<M«  Stom. 

2<' Quand  on  veut  amplement  .connaître  /e-iioin&retlolalde&cacHies 
^  réellest  de  r^uationt  prqwsée ,  il  n'est  pas;  néceasaii»  dV)pérer  la  :sub- 
.jtitution  des  limites  —  L'et  +  L  dans  les  fonctions  X,  X, , • .  » :.il 
suffit  de  substituer  —  oo  et  +  oo  dans  le  premier  terme  de  jcfaaeuae 
^d'elles  i  puis(^e  r«a  sait  (n°  30&)iqtte  ;le.>sigBe  de  bi fonction lest^loni 
4e  même  jque  leaignede  ce  premier  terme. 

Xa  stthsUttUon  de  —  ;ûo  et  de  r^  jûo ,  dispense  deidétemuacr.  d'à- 
Uiord  lefideux  limites — ^.L'  et  rh  L,  qu'illaudcait  d'ailleius  cakuler.de 
.manière  iju'ellesiconvànsseQt. àiioulesllesifoatclàeasisi l^iiiefiniihit 
opérer  la  subsUtulion  que. dans  leurpFemîertienBe. 

.IbNi&ajoiiemi^smême^'enfMsantJuagede  la  inédMdedeMjSiuaDi 
•len- o-ai  besoin ,  dans^  aucun ceas.,.  de eannaâtretà/prton. lea dcuxj limitij 
'--nL' et fhJ^£n  effiet^.iiiHeè&iaioir recMiiod*abûidcoin6tMil  y.a4e 
racines  réelles  dans.la.propoeéevsi  lWnt^aitiainitedéte£mîier4^au 
•aumîèrephis  pnécîseitf  iiettde8iBacisie8yiln'yia4ia&:sidtttitner4ttccessi« 
{«ement les  nombres  Qydyâ; 3^...  »y«tQ^ — i, — ^%-**^i  etdè»i|ii6, 
ifMiasiibstètBtionde Û4f  A  *^*«9  coutst.parvenaiDnneifntedeiaîgiits 
vqm.présentei«iil»nl  de i^eariatMos  ifu'en  aniak  ikMié  la^sobstitolMii 
ide^.oo  yiCtt^peutaffinroir  qu'iln'y^atffaistdf  racines  MKddà'iiBiitap- 
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sier  nombre  substitué.  Uéme  raisonnement  par  rapport  aux  nombres 
0,-1,-2 

On  obtient  ainsi  les  deux  limites  sapérieores  les  plus  resserrées  (en 
sombres  entiers)  ;  ce  que  ne  donne  pas  toujours  d*une  manière  bien 
certaine  (n<*  309)  la  méthode  de  Newton. 

3*»  Si  Ton  cherche  ensuite  combien  il  y  a  de  racines  réelles  compri- 
ses entre  deux  nombres  particuliers  peiq^il  peut  se  faire  que  pou  q 
rende  nulle  quelqu'une  des  fonctions.  Dans  ce  cas,  quand  c'est  une 
fonction  intermédiaire ,  X^,  qui  s'évanouit ,  on  n'a  pas  besoin  de  tenir 
compte  du  résultat  0  dans  la  suite  des  signes  ;  car  on  a  yu  (n*  350)  que 
Xji-.i ,  Xj^.1,  offrent  une  variation  pour  cette  même  valeur  de  x;  or, 
la  combinaison  du  double  signe  ±  dont  0  est  censé  affecté ,  avec  les 

signes  H ,  ou  —  4- ,  ne  donne  encore  qu'une  variation.  Ainsi,  le 

nombre  des  variations  n'est  nullement  altéré  par  l'omission  du  ré- 
sultat 0. 

Lorsque  c'est X  qui  s'évanouit  pour  x  ^py  par  exemple,  on  con- 
clut d*abord  que  p  est  racine  de  X  s=  0  ;  puis  on  compte  les  variations 
qui  existent  à  partir  de  Xi. 

W"  Enfin ,  si,  après  avoir  obtenu  les  fonctions  X,  Xx,  X,,.  • .  Xr^ 
on  vient  à  reconnaître  que  l'une  des  fonctions  intermédiaires ,  Xr,  est 
de  nature  à  conserver  constamment  le  même  signe,  pour  toutes  les 
valeurs  comprises  entre  p  et  ^  (p  étant  <  9),  il  est  inutile  de  substituer 
cesnombresdanslestonctionssuivantes;car  autant  la  suite  des  fonctions 
jusqu'à  X;,  inclusivement,  présentera  de  variations  deplui,pour  x  =  p 
que  pour  x  =  q,  autant  U  y  aura  de  racines  réelles  comprises  entre 
petq. 

11  suffit,  pour  s'en  convaincre,  d'appliquer  aux  fonctions 
X,  X , ,  Xa ,  ...  Xn,  ce  qui  a  été  dit  (n»  351)  par  rapport  à  toutes  les 
fonctions.  La  suite  des  signes  jusqu'à  celui  de  Xn  inclusivement,  per- 
dant une  variation  pour  chaque  racine  de  X  s  0 ,  et  le  nombre  des 
variations  n^ctant  nullement  altéré  par  l'évanouissement  de  quelqu'une 
des  fonctions  intermédiaires  X,,  X^, .  .  ,  X«— ,,  puisque  d'ailleurs 
X«  conserve  toujours  le  même  signe  par  hypothèse,  il  faut  nécessaire- 
ment qu'autant  il  y  a  de  variations  perdues  dans  la  suite  des  signes  de 
X,  X, ,  ...  X/i,  lorsqu'on  passe  dex=spiiX  s=q,  autant  il  y  ait  de 
racines  de  X  =  0 ,  comprises  entre  ces  deux  nombres. 

On  déduit  de  là  le  cas  particulier  suivant  :  si,  dans  le  cours  des  divi- 
sions nécessaires  à  la  détermination  des  fonctions  X,  X,  ,.  • .  X,^  on 
reconnaît  qu'une  certaine  fonction,  X«,  ne  peut  avoir  que  des  racines 
imaginaires,  comme  alors  elle  ne  saurait  changer  désigne  (n»  313), 
quelque  valeur  qu'on  y  substituât  pour  x,  on  n'a  pas  besoin  de  pousser 
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plus  loin  les  divisions;  c'est-à-dire  qu'il  est  inutile  de  déterminer 

An^j)  •  •  •  Ar» 

Cette  circonstance  est  très-importante  à  retenir  :  car  on  ne  peut  se 
dissimuler  que  les  calculs  relatifs  à  la  détermination  des  foEfttions  sont 
très-pénibles,  surtout  lorsqu'on  arrive  aux  dernières  fonctions,  à  cause 
de  la  grandeur  des  coefficients  numériques. 
(  Voyez  le  4.'««*  et  le  5'^«  des  exemples  du  n"  suivant.) 
353.  Faisons  maintenant  quelques  applications,  en  ne  considérant 
toutefois  que  des  équations  qui ,  par  la  substitution  des  nombres  entiers 
consécutifs  compris  entre  les  limites ,  donnent  moins  de  changements  de 
signe  qa'il  n'y  a  d'unités  dans  la  proposée. 

!«'  Exemple.  8a?'— 6aî— 1  =  0...  (1). 

(Cette  équation  a  déjà  été  traitée  n^'  3^3.) 

On  a  d'abord  X,  =  24a?'  — 6,  ou  plutôt,      X,  =  4^  —  1, 
d'après  la  1'®  remarque  du  n°  352. 

Divisant  X  par  X ,,  on  obtient  pour  reste, 
—  4a? — 1;  d'où X,  =  4-  4a?  +  1. 

La  division  de  X ,  par  X,  après  les  pré- 
parations convenables  (n°  259 ,  et  1'®  remar- 
que n°  352),  donne  pour  reste, —  3;  d'où      X3  =  4-3. 

Ainsi,  l'on  a  pour  les  fondions  cherchées, 

X=8a;'— 6a?  — 1,X.  =  4a?*  —  1,  X,  =  4a? -f- 1,  X3  =  +  3. 

Cela  posé ,  la  substitution  de  —  00  et  de  +  00  dans  les  premiers 
termes  de  ces  fonctions  donne  les  deux  suites •    .    .   • 

h h 3  variaUons, 

4-  +  +  -f-;     ....  0, 

ce  qui  prouve  que  l'équation  a  ses  trois  racines  réelles,  puisqu'il  dis- 
paraît trois  variations  dans  le  passage  de  -—  00  à  4-  00  • 

Soit  fait  maintenant  dans  les  mêmes  fonctions,  œ  =  —  1 , 0,  +  1; 
on  trouve 

pour    a?=  —  1,      —  H 4- 3  variations, 

a?  =         0, 4-4- 1, 

a?=+l,       +4-  +  4-.....O. 

Comme  —  1  donne  trois  variations,  et  que  0  n'en  donne  qvCune 
seule,  il  s'ensuit  que  0  et  —  1  comprennent  deux  racines. 

Pareillement,  0  donnant  une  variation, et  4- 1  n'en  donnant  aucune, 
il  y  a  une  racine  comprise  entre  0  et  1. 

Pour  séparer  les  deux  racines  négatives,  il  faut  (n»  346j  resserrer 
Bourd.  Alg.  20 
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rÎBUsrvallc  d«s«hslitoii€iis;  mai»,  Auj[w«Y4ttt,il«onïieia  de  dw- 
ger  «  en  —  0? ,  ce  qui  ramène  Téquation  (1)  à 

80?*— te  +  l  =  t) <2)' 

et  les  radnes  positives  de  cette  nouvelle  équation ,  étant  prises  avec  le 
signe  — ,  donneront  les  racines  négatives  de  la  proposée. 
Actuellement,  posons  (n*  SW)  dans  VéquaUwi  (î),  ««  |;  il  en 

résulte  la  transformée 

t,i--%4.1«0...  (8). 

Or,  en  faisant  successivement  y  =     ®>         *»  » 

on  trouve  pour  résultats  +  1,  —  l,  -4-     » 

donc  les  d«ux  racines  positives  de  féqualwii  (3)  «ont  «anprises ,  l'une 
entre  "0  et  1 ,  f'autro  entre  1  et  â. 

Appliquant  à  Téquation  (3)  rnne  des  dwa  tné&odes  d'apq^roii- 
malion,  et  substituant  les  TaieiifS«bleMie»  poEr-y,  dans  U  relation 

a?  =  ^,  ou  plutôt  ar  =  —  I  (à  cause  du  changment  de  a?  en  —  a?) , 
on  aura,  avec  tel  degré  d'approxîmatioD  qtfon  vwidra,xïh«UBe  des 
trois  racines  de  Téquation  proposée. 

N.  B.  Pour  le  calcul  de  la  racine  powtive  de  riqwliwi  (1)  ,«n  peut 
q>érer  directementsiur  cette  équation. 

2°  Ea>empk.         a^—  &»"-*-&» —  1  ==  0. 
En  opérant  sur  cet  exeraçile  comme  smr  *e  précédent ,  on  troave 

Xa^s— 2295. 

Or,  la  substitution  de  —  oo  et  de  -V  oo  J^tens  tes  premiers  leimcs  1 
de  ces  fonctions ,  donne  les  deux  «nte 

j- 2  variaAons , 

+  +  4-  — 1 

d*où  Ton  voit  que,  dans  le  passage  de  —  oo  à  +  oo  ,  il  n'y  a  qu'tiîw; 
seule  variation  perdue.  Donc  Féquation  n'a  qu'tine  setile  racine  réelle, 
laquelle  est  d'ailleurs  positive  (n°  312),  puisque  le  dernier  terme  de 
r^uatioo  est  négatif.  H  est  aisé  mte  rcsminalfere  qt'eUe  «stoiwnprise 
entre  0  et  1. 

3-  Exemple,    a?»  —  Sx'  — 7a?*  +  lOx  + 10  =  0. . .  (1). 

£n  s^c^nt  À  cette  é^putton  la  f|;gle  dun^"  347 ,  on  troave  suc- 
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(Wi^^nent      X   ^  ^*      ^  Jî^«    -^  7a?'  -h  lOla?  4-  10, 
X.  =:  2a;»     -.a»»    —  Ta    tH^, 
X,  =  17a:»   —  23a?   —  A5, 
X3  «  ISôa?  —  305, 
Xxv=  -I-52W85. 

Si  l*on  substitue  —  qo  et  4-  00  dans  les  premiers  termes  de  ces 
fonctions ,  on  obtient  les  deux  suites 

H h  —  +  .   .  -  4  t>arîati«ii#, 

4-  4-  -*-+-♦-.•.  0; 
donc  les  quatre  racines  de  Téquation  sont  rédks. 
Actuellement,  soit  fait  successivement,  dans  ks  fonctions, 

a?  «0, 1,2,3, .   •  .   .,  cta?  =0,  — 1,  — 2,  .   .  .  .; 

il  yimi  pour    a  fs  0,  -i-H 4-...  2  mriat. 

a?  =  1,  -I- h   ...  2 

ip«:  2,  4-- -{--..2 

a?i=:  3,  -f-*--f  +  H-...0; 

puis  pour         a?=        0,  -\-  -\ \-  .. .  ^  variât 

a?  =  —  1,  —  +4-  —  4-. ..8 

a?  =  —  2,  —4-4 4-   ...  3 

a?  =  —  3,  4-^4-_4....4; 

d'où  Ton  voit  que  l'équation  a  deuœ  racines  positives,  comprises  entre 
2  et  3  ;  une  racine  négative  ^  comprise  entre  0  et  ^ —  1  ;  enfin  une  racine 
négative,  comprise  entre  —  2  et  —  3. 
Pour  séparer  les  deux  racines  positives,  on  pourrait  (n«  346)  faire 

y      y  " 

dans  l'équation ,  a;  =>=  ^,  ou  ^ ,  . . .  ;  mais  on  va  voû  que  la  méthode 
d'approjômation  de  Lagrange  suffit  pour  opérer  cette  séparation. 
Soit,  en  effet,  posé  dans  Téquation  (1),  a?  s=  2  4 — ; 

y 

il  vient,  tout  calcul  fait  (n°  328),  la  transformée 

22f*-W  +  8y»  +  6y4-l:=0, 
qui  a  nécessairement  deux  racines  plus  grandes  que  Funité. 

Or,  en  faisant  successivement  ^rssl,        2,        3,       4,  g, 

on  trouve  pour  résultat ,  .    .   .     4-  4 , — 15 ,  —  44 ,  — 23 , 4- 156  ; 

d'où  Ton  voit  que  les  deux  valeurs  de  y  50Dt comprises,  Vune  entre  1 
et  2,  Vautre  entre  ^  et  5; 
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C'est-à-dire  qae  les  deax  valeurs  de  x  seront  exprimées  par  deox 
fractions  continues  delà  forme 

a?  =  2-*- ^         et        «  =  2h — 


1+— i-  *  + 


et  Ton  pourra  déterminer  chacune  de  ces  fractions  continues  séparé- 
ment. (  Voyez  les  n°»  330  et  354.) 

iV.  B.  Dans  cet  exemple  ^  après  avoir  obtenu  les  fonctions 
X,  =  llx"  —  23aî  —  45,  X3  =  152a?  —  305,  il  n'était  pas  néces- 
saire d'effectuer  la  division  de  X»  par  Xa,  opération  assez  longue  sous 
le  rapport  des  calculs  numériques. 

En  effet,  ce  qu'il  importe  de  connaître,  dans  l'application  delà  mé- 
thode dé  M.  Sturm ,  ce  n'est  pas  la  valeur  numérique  du  dernier  reste, 
mais  bien  le  signe  de  ce  reste,  a6n  d'en  déduire  ensuite  celui  deXr, 
lequel  est  constant,  ainsi  qu'on  l'a  vu. 

Or,  on  sait  (n<>  237)  que,  quand  on  divise  une  fonction  entière  de 
X  par  un  facteur  de  la  forme  x  —  a,  le  reste  n'est  antre  chose  que 
le  résultat  de  la  substitution  de  a  au  lieu  de  x  dans  la  fonction.  Aioà 
le  signe  du  reste  de  la  division  de  X,  par  X,,  doit  être  le  même 
que  celui  qui  résulterait  delà  substitution  dans  l'équation  X,  =0 
(ou  17aj*  —  23a?  —  45  =  0),  de  la  racine  donnée  par  l'équation 
X3  =  0  (ou  152a?  —  305  =  0). 

Mab  l'équation  X  a  ==  0 ,  dont  les  racines  sont  de  signes  contraires, 
donne  pour  la  positive,  2,4  à  0,1  près;  tandis  que  la    racine  de 

XossO,  esta?  =  2+  rr^^.  On  voit  donc  que  cette  racine  est  com- 
152  ^ 

prise  entre  les  deux  racines  de  Féquâtion  X,  =  0,  et  que  par  con- 
séquent, si  on  la  substituait  dans  le  polynôme  X^ ,  on  obtiendrait 
(n®  111,  l"")  un  résultat  de  signe  contraire  au  premier  terme  de  X,i 
cV  i  à-dire  n^^a^t/1 

Or,  puisque  le  reste  de  la  division  de  X»  par  X  3,  est  ne^ad'f,  3 
s'ensuit  que  la  fonction  Xiv  est  positive,  < 

(Cette  remarque  fait  suite  à  la  quatrième  du  n""  352.) 

4«  Exemple.        2a?*  —  13a?'  -f  10a?—  19  =  0     (1).  | 

Les  fonctions  X,  X,,Xa..«  étant  calculées  d'après  la  règle  di 
n°  347,  on  trouve  d'abord  pour  les  trois  premières, 

X     =     2a?*  —  13a?*  4-  10a?  —  19, 
X,   =     4a?'  —  13a?  -+-     5, 
X.  =  13a?'  —  15a?  4-  38. 
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[)r,  je  dis  qu*il  est  inirtj^  d*aller  plus  loin,  et  de  calculer  X3  et  X4. 
En  effet,  il  est  aisé  de  voir  que  les  racines  de  l'équation  X,  =  0,  sont 
maginaires,  puisque  Ton  a  (15)* —  4.13.38  <  0  (n°  111,  3°); 
l'où  il  résulte  que  X,  ne  peut  changer  de  signe,  quelque  valeur  qu  on 
lonne  à  x.  Ainsi  la  4°  remarque  du  n^'  352  est  applicable  à  cet 
ixemple;  et  il  suffira  de  considérer  les  trois  fonctions  X,  X, ,  X^ . 

Or,  en  substituant  successivement  —  00  et  4-  00  dans  leur  premier 
erme,  on  obtient  les  deux  suites 

4 h  ....  ^variations, 

+  4-4-....0; 

e  qui  démontre  que  Téquation  a  deuœ  racines  réelles  et  deux  racines 
maginaires.  Les  racines  réelles  sont  d'ailleurs  Vune  positive  et  Fautre 
légative  (n<*  312),  ptfisque  le  dernier  terme  de  l'équation  est  négatif, 

5«  Exemple.        a?'  —  36a?'  4-  TSa?*  —  37aî  4-  72  =  0. 

(Nous  nous  bornerons  ici  à  présenter  le  tableaa  du  calcul.  ) 

X  =         x'—     mx'+    72a?*  — 37a?  4- 72, 

X.  =«        5a?*—    108a?*  4-  144a?  —  37, 

X,  =      18a?'—     54a?*  4-    37a7  —  90, 

X3  =  1319a?*  — 2442a?  —684, 

X4  =  —  2803469a?  4-  32408254, 

X,  =- 

(Le  signe  de  X 5  se  détermine,  comme  dans  le  troisième  exemple, 
n  observant  que  la  racine  de  X4  =0,  est  évidemment  plus  grande 
[ue  la  racine  positive  de  X  3  =  0.  ) 

Or,      a?  =  —  00       donne      —  4 f-  4 ....  4  variât, 

a?  =  4- 00  4-4-4-4 ....1    seule; 

lonc  réquation  proposée  n'a  que  trois  racines  réelles.  Mais  si ,  avant 
l'appliquer  la  méthode  actuelle ,  on  eût  d'abord  substitué  les  nombres 
intiers  consécutifs,  on  aurait  reconnu  facilement  que  chacun  des 
îouples  de  nombres,  4  et  5,  5  et  6,  —  6  et  —  7,  donnent  deux  ré- 
ultats  de  signes  contraires.  Donc  les  trois  racines  réelles  ont  respec- 
ivement  pour  partie  entière,  4,  5,  et  —  6;  les  deux  autres  racines 
lont  imaginaires. 

Ces  exemples  nous  paraissent  suffisants  pour  donner  une  idée  de 
x>ate  l'importance  du  théorème  de  M.  Sturm,  et  du  parti  qu'on  peut 
in  tirer  dans  la  résolution  des  équations  numériques. 

354.  Nous  ajouterons  cependant  encore  que,  quand  on  a  reconnu, 
par  la  substitution  des  nombres  entiers  consécutifs  dans  les  fonctions 
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X,  X , ,  X  a  . . . ,  combien  il  y  a  de  racines  réelles  efitre  denx  de  e& 

nombres,  (ï  et  a  4- 1,  la  combinaison  du  théorème  avec  la  méCbode  de 

Lagrange  donne  le  moyen  de  séparer  ces  racines  sans  qu'on  soit  obligé 

de  recourir  à  la  trâTiâformation  du  to*  346,  laquelle  devient  très^Iabo- 

rieuse  quand  les  racines  Sont  très-peU  difftrentes  îés  unes  des  autres. 

Voici  en  quoi  consiste  ce  moyen  i 
l 
On  substitue  a  +  -  à  ?a  place  de  x,  non-seulemena  dam  X ,  mais 

y 

encore  dans  toutes  les  /iwitf^totw  X , >  X , ,  . .  ..;pwkon  y  fait  succes- 
sivement y=  1,2,3  ....  La  niFïtRENCB  entré  le*  deux  nombres  de 
variations,  résultant  de  la  substitution  de  deux  de  ces  nombres  b 

et  ô  4- 1,  csf  égale  au  NOB*BRii  deS  valeurs  de  w,  conifriSeaf  entre  «  +  r 

Si  cette  di/féreneéest  égale  à  1^  on  cvnclnt  que  h  transformée  qui 
résulte  de  la  substitution  de  «  +  -  à  la  place  de  x  dans  X  ==:=  0,  n*a 

y 

qu'une  seule  racine  comprise  entre  6  et  6  -f  1  ;  et  Ton  peut  facilement 
{n°  330)  obtenir  la  fraction  continue  correspondante* 

Mais  quand  cette  différence  est  égale  à  2^  3,  ...  on  en  déduit  que 
la  transformée  en  t/  a  deux,  trois,  • . .  racines  comprises  entre  b  et 

1 
6  4- 1.  Alors  on  remplace  y  par  b  +  •*  dans  les  fondions  X,  Xi ,  Xa  • . . 

z 

J!. 

(qui  sont  déjà  exprimées  en  y);  puis  on  y  fait  successivement  z  = 
1,2,  3,.  • . .  La  différence  entre  les  deux  nombres  de  variations 
résultant  de  la  substitution  de  deux  de  ces  nombril,  ctt  c  -h  1,  est 
égale  Au  NOMBiTE  dé  Valeurs  dé  œ  comprises  entre 
1  1 


«  H- 3-  et  a  = 

b  -h   -  64- 


c  c  -H  1 

On  voit  aisément  que,  par  ce  moyen,  toutes  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  a  et  a  +  1 ,  pourront  se  développer  en  autant  de  fractions 
continues  ayant  pour  partie  commune  une  ou  plusieurs  fractions  inté- 
grantes à  partir  de  a. 

355.  M.  Slurm  a  étendu  son  théorème  au  cas  où  Téquation  proposée 
admet  des  racines  égales;  mais  nous  n'entrerons  dans  aucun  détail  à 
ce  sujet,  puisqu'on  peut  toujours  (n*»  281)  faire  dépendre  la  résolution 
de  Téquation,  de  celles  d'autres  équations  qui  n*ont  que  des  racines 
simples.  Il  en  a  également  déduit  d'autres  conséquences  fort  curieuses, 
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mÀqni  nesont  pas  hidiqfieiisaèks  pour  la  résolution  des  équations  {*). 

Nous  rcRvc^ns,  pour  de  plus  amples  détails  sur  la  résolution  des 
estions  numériques ,  aux  ouvrages  suivants  :  Traité  de  la  résolution 
de$équtaim9  mtméfi^es,  par  Lagrange;  Supplément  à  la  théorie  des 
nombres,  par  Legcndre;  NonvtUe  méthode  pour  résoudre  îes  équations 
fifménfues,  par  M.  Budair;  Ancdif^e  des  équations,  ouvrage  posthume 
de  Fourier^ 

On  trouvera  dans  ces  deux  derniers  ouvrages  un  théorème  qui  a 
quelque  analogie  avee  cdur  de  M.  Sturm,  et  qui  paraît  avoir  été  dé- 
couvert à  peu  près  dans  le  même  temps  par  MM.  Fourier  et  Budan  ;  en 
void  renoncé  t 

Soient  f  [x)  un  poljnome  entier  àxx  degré  w,  f  (a?),  f  (op), 
f  [x)y ...  ses  dérivés.  Appelons  petq  deux  nombres  réels  de  signes 
quekontfoes  (p  étant  <  ç  )j  et  concevons  qu'on  ait  substitué  successi- 
vement p  et  q  dans  la  suite  de  ces  fonctions;  ce  qui  donne  les  deux 
résultats , 

10  pour  p,         f(i>),r(i>).r(i>),..- 
âopourg,  /"(î)»  r(î).r  («)•..• 

Le  théorème  consiste  en  ce  que  les  signes  de  la  première  suite  ne 
peuvent  jamais  présenter  moins  de  variations  que  ceux  de  la  seconde; 
et  si  p  eiq  comprennent  un  nombre  k  de  racines  réelles,  la  première 
suite  a  au  moins  k  variations  de  plus  que  la  seconde. 

Ce  théorème,  beaucoup  moins  explicite  que  celui  de  M.  Sturm ^  qui, 
dans  aucun  cas,  ne  laisse  d'incertitude  sur  l'existence  de  racines  réelles 
entre  des  non^res  déterminés,  fournit  cependant  une  méthode  assez 
complèle  de  résolution  (**). 

§  W^^mte  deT Élimination, 

356.  Après  avoir  fait  connaître  les  difiFérents  moyens  de  résoudre 
(du  moins  en  nombres  réels)  les  équations  d'un  degré  quelconqueiune 
sente  inconnue,  il  convient  de  s'occuper  de  la  résolution  des  équations 
à  plusieurs  inconnues. 

Lorsque  le  nombre  des  équations  proposées  est  égal  à  celui  des  in- 
connues, elfes  n'admettent,  en  général,  qu'un  nombre  limité  de  sys- 
tèmes de  valeurs  pour  ces  inconnues.  Or,  la  détermination  complète  de 
tous  ces  systèmes,  constitue  le  problème  général  de  V élimination, 

O  Voyez  le  n**  399,  chap.  IX,  pour  une  autf  e  application  du  théorème. 
(**)  Voyez  aussi ,  pour  le  développement  de  ce  théorème  et  pour  les  conséquences 
qa*on  en  déduit,  une  note  placée  à  la  6n  de  la  6«  édition  de  mon  Algèbre. 
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Nous  avons  déjà  exposé  (n**  267  et  suivants)  une  partie  de  ce  pro- 
blème, celle  qui  a  pour  objet  de  former  l'équation  finale,  c'est-à-dire 
une  équation,  fonction  d'une  seule  des  inconnues,  qui  donne  toutes  les 
valeurs  de  cette  inconnue,  propres  à  vérifier  les  équations  proposées  en 
même  temps  que  certaines  valeurs  des  autres  inconnues. 

La  seconde  partie  consiste  à  résoudre  l'équation  finale,  et  à  déter^ 
miner  les  valeurs  des  autres  inconnues,  correspondant  à  celles  de  F  in- 
connue qui  entre  dans  cette  équation. 

Nous  considérerons  plus  particulièrement  ici  le  cas  de  deux  équations 
à  deux  inconnues, 

357.  Avant  d'entrer  dans  tous  les  détails  relatifs  à  là  seconde  partie 
de  Tclimination,  il  est  nécessaire  de  revenir  sur  la  manière  dont  on 
forme  l'équation  finale. 

Lorsqu'on  emploie  la  méthode  par  le  commun  diviseur,  pour  éli— 
miner  Tune  des  inconnues,  on  parvient  bien  à  une  équation  qui 
fournit  toutes  les  valeurs  convenables  de  l'autre  inconnue;  mais  cette 
équation  donne  aussi ^  en  général,  des  valeurs  étrangères;  c'est  ce  que 
nous  nous  proposons  de  faire  voir  actuellement. 

(Pour  abréger,  nous  conviendrons  d'appeler  solution  de  deux  équa- 
tions en  X  et  y,  tout  système  de  valeurs  de  x  et  de  y,  qui ,  substituées  à 
la  fois  dans  ces  équations,  y  satisfont,  c'est-à-dire  rendent  leurs  pre- 
miers membres  identiquement  nuls.  ) 

Soient  donc  deux  équations  d'un  degré  quelconque^ 
A  =  0,  B  =  0; 
et,  après  avoir  ordonné  les  premiers  membres  par  rapport  à  a; ,  par 
exemple ,  appliquons-leur  le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur, 
avec  les  modifications  qui  ont  pour  objet  de  rendre  les  quotients  et  les 
restes  entiers.  (Nous  supposerons  d'ailleurs, j[)our  le  moment,  que, 
dans  le  cours  du  calcul ,  on  ne  supprime  aucun  facteur  fonction  de  y; 
car  on  verra  plus^trfd  que  ces  facteurs ,  égalés  à  0 ,  peuvent  donner  des 
valeurs  convenables.) 

Désifnons  par  a,  a,  a',  ....  les  différents  facteurs  introduits, 
ces  facteurs  étant,  en  général,  des  fonctions  de  y;  soient  en  outre, 
Q>  Q»  Q'j  . . .  R,  RSR",  ...  les  quotients  et  les  restes  successifs. 

La  série  des  opérations  donnera  lieu  aux  identités  suivantes , 

oA  =  BQ^-R (1), 

a  R  =  RQ'4-  R' (2), 

a'R  =  R'Q'+  R' (3), 

•    •••»••    •    •••••••• 

a«R(«-»)=R(— .;qW  +  RW.  .  .   .  (n+1) 
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(R(")  est  supposé  le  reste  indépendant  de  œ  et  fonction  de  y  seulement). 

Cela  posé,  l'identité  (1)  fait  voir  que  toute  solution  du  système 
[A=  0,B  =  0]  satisfait  nécessairement  à  R  =  0;  car  a  etQ^  étant 
des  polynômes  entiers  en  x  et  en  y,  ne  peuvent  devenir  infinis 
-pour  des  valeurs  particulières  attribuées  à  œ  et  ^  y.  Ainsi  les  solu- 
tions du  système  [A  =  0,B=0]  conviennent  au  système 
[B  =  0,  R  =  0]. 

L'identité  (2)  prouve  également  que  toute  solution  du  système 
[B  =0,R  =  0]  satisfait  à  R'  =  0;  d'où  Ton  peut  conclure  que  les 
solutions  du  système  [A=  0,B  =  0]  conviennent  encore  au  système 
[R=0,R  =0]. 

L'identité  (3)  démontre  que  toute  solution  du  système  [R  =  0, 
R'  =  0]  satisfait  à  R'  =  0.  Donc,  les  solutions  de  [  A  =  0,  B  =  0] 
conviennent  au  nouveau  système  [R'  =  0,  R'  =0].  Et  ainsi  de 
suite. 

D'où  il  résulte  enfin  que  toutes  les  solutions  du  système  proposé 
[A  =  0,  B  =  0]  se  trouvent  nécessairement  comprises  dans  le  dernier 
système  [R  ("-0  =  0 ,  R  W  =  0]. 

Ainsi  l'équation  R  (")  ss  0  renferme  toutes  les  valeurs  convenables 
dfi  yi 

Je  dis  maintenant  qu'elle  doit  renfermer,  en  général,  des  valeurs 
étrangères. 

Pour  cela,  reprenons  les  identités  (1),  (2),  (3). .  •  (n-|-l). 

On  reconnaît  par  l'identité  (i)  que  toute  solution  du  système 
[B  =  0,  R  =  0]  satisfait  à  oA  =  0.  Or,  cette  dernière  équation  se 
divise  en  deux  autres,  a  =  0  et  A  =0;  d'où  il  suit  que  les  solutions 
de  [B  =  0,  R  =  0]  comprennent  non-seulement  les  solutions  du 
système  propose  [A  =  0 ,  B  =  0],  mais  encore  toutes  les  solutions  du 
système  [a  =  0,B  =  0]. 

De  même,  à  cause  de  l'identité  (2),  toute  solution  de  [R  =  0, 
R'  =  0)  satisfait  à  a'B  =  0,  qui  peut  être  décomposée  en  deux  autres 
équations,  a'  =  0  et  B  =  0;  donc  les  solutions  de  [R  =  0,  R'  =  0] 
comprennent  les  solutions  du  système  [B  =  0,  R  =  0],  et  celles  du 
système  [a'  =  0,  R  ==  0].  Mais  on  vient  de  voir  que  le  système 
[B  =  0,  R  ::=  0]  renferme  déjà  toutes  les  solutions  des  deux  systèmes 
[A  =  0,  B  =  0]  et  [a  =  0,  B  =  0],  donc,  le  système  [R  =  0,  R'=:OJ 
renferme  toutes  les  solutions  des  trois  systèmes , 

[A=0,  B==0],  [a«0,  B=0],  [a'=0,  R=OJ. 

En  continuant  ces  raisonnements,  on  verra  que  le  dernier  système 
[R  (»-0  =!  0,  R  (»)  =  0]  comprend  non-seulement  toutes  les  solutions 
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du  système  proposé  [A  a*  0,  B  »  0],  mais  encore  tontes  les  sotutiom 
des  systèmes 
[a  =  0,  B^O],  [a'=0,R«01,...(«W«0,  R(— 0«=0]. 

358.  Si  Ton  était  certain  qu*en  substituant  dans  Féqnation  B  =£  0, 
chacune  des  valeurs  de  y  que  donne  a  =  0,  on  pût  tirer  du  résul- 
tat de  celte  substitution  une  ou  plusieurs  valeuns  de  x,  tontes  les 
solutions  qu'on  obtiendrait  ainsi  se  trouveraient  dans  ÎR  C**^')  =  0, 
Rn  =  0],  et  seraient  étrangères  à  [A  =  0,  B  =  0].  Dès  lors,  pour 
débarrasser  R  («)  =  0  des  valeurs  de  y  qui  correspondent  à  ces  solu-^ 
tions  étrangères,  il  suffirait  de  diviser  R(")  par  a,  qui,  comme  on  Ta 
déjà  vu ,  n*est  fonction  que  de  y. 

Même  raisonnement  par  rapport  aux  autres  facteurs,  a' y  a',  ... 
introduits  dans  le  cours  du  calcul. 

Il  suit  de  là  que ,  si  ton  divisait  R  (»)  par  le  produit  .... 
a  X  a'  X  a' ... .  X  a  ("),  h  quotient  résultant,  égalé  à  0,  donnerait 
la  véritable  équation  finale  (*). 

Mais  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi ,  parce  que  telle  valeur  de  y,  tirée 
de  a  =  0  (laquelle,  dans  tous  les  cas,  doit  anéantir  le  coefficient  dt 
premier  terme  de  B),  peut  aussi  anéantir  les  coefficients  des  puîssaftices 
inférieures  de  a;  jusqu'à  la  première  inclusivement;  et  dans  ce  ca&,  il 
n'y  aurait  aucune  valeur  de  x  correspondante. 

359.  L'exemple  suivant  éclaircira  ce  que  nous  venons  de  dire. 
Soit  proposé  d'éliminer  entre  les  deux  équaiioiM 

i^V— 3t/^a?  — y* +2  =  0 (1), 

(y'— %4-2)aî'-f-(y— l)â?— 3y-f-l  =  0  .    .    .    .     (2). 

Pour  éliminer  x  entre  ces  deux  équations,  il  faut,  eu  prenant  le 
polynôme  (1)  pour  dividende,  et  le  polynôme  (2)  pour  diviseur;  il  faut, 
dis-je,  multiplier  (1)  par  le  facteur  (t/*  —  3t/  +  2),  coefficient  du  pre- 
mier terme  du  diviseur. 

Cette  préparation  faite,  on  effectue  la  division,  ce  qui  donne,  pour 
reste, 

(— 3i/»^-%*--.5^)4?-|-V-^V  — 6y4-4....  (3). 
Prenons  maintenant  le  polynôme  (2)  pèur  diviâencte,  et  le  reste  (3) 
pour  divisemr. 
€omme  le  coeffident  du  prem^r  terme  de  ce  rest»^  savdr  : 

revient  à  —  y*  (Sjf*— 8^4-5), 

ou  bien  encore,  à         —  j/*  (y—  1  )  (3y — 5)^ 

C)  Fuyeila  aennème  «eto  plsoëe  «  4a  fia  4e  «e  chipitrfl. 
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et  que  le  coefficient  da  premier  terme  du  polynôme  (2),  savoir  : 

peut  se  décomposer  en  (y  —  1)  (?f —  2), 

ii  s'ensuit  que,  pour  obtenir  des  quotients  et  des  restes  entiers,  il  suffît 

de  multiplier  le  polynôme  (2)  par  ^  (t/  —  1)  (3i/  —  4)*. 

Effectuant  cette  multiplication,  puis  la  division  du  polynôme  (2) 
ainsi  préparé,  par  le  reste  (3),  on  obtient  un  certain  quotient  qu'il  est 
inutile  d'écrire  ici  ;  et  le  dernier  reste ,  c'est-à-dire  le  polynôme  indo- 
pendant de  Xy  égalé  à  0,  donne 

272/«-136t/*+21^«~112y^+652^^-100yN  ^^       ... 
4-302/*— 24i/*4-12V— 112t^4-32 )      ''•  '  '  ^*^- 

Voyons  maintenant  quels  peuvent  être  les  facteurs  étrangers  renfer- 
més dans  cette  équation. 

l""  Comme  on  a  multiplié  le  premier  membre  de  l'équation  (1) 
par  le  facteur  (y*  —  3j/  4-  2),  qui,  étant  décomposé,  revient  à 
[y  —  1)  (jf  —  2),  îl  s'ensuit  que  l'équation  (4)  peut  contenir  comme 
facteurs  étranges  les  deux  binômes  (y — 1)  et  (y — ^2), 

Cependant  il  est  aisé  de  vérifier  que  cette  équation  n'est  pas  satis- 
faite par  y  =  1 ,  mais  qu'elle  l'est  par  jf  =  2;  le  quotient  de  la  divi- 
sion par  (y — 2)  est  exact  et  égal  à 

27y'~82y«+  5V— 12y«4-  4^ 
.— 18y*— 6y«— 36i/*-h4%— 16         * 

Pour  comprendre  comment  le faetenr  {y  —  1  )  ne  fait  pas  partie 
du  polynôme  (4),  il  suffit  d'observer  que  si  l'on  fait  y  =  1  dans  l'é- 
quation (2),  le  premier  membre  se  réduit  à  une  quantité  indépen- 
dante de  (C;  et  alors  il  n'en  résulte  aucune  valeur  correspondante 
pour  X, 

Au  contraire,  soit  posé  y  =  2  dans  l'équation  (2)  ;  elle  se  réduit 
\x  —  5  =  0,  d'où  a?  =  6;  c'est-à-dire  que  les  deux  équations 

y"  —  3y  4-  2  ^  0, 
et  (t/*  —  3y  4-  2)  a?»  4-  (y  —  1)  ic  ~  3y  4-  1  =  0. 

admettent  pour  solution  unique  les  valeurs  â?  =  5  et  y  =  2. 

Uiqnation  (4)  doit  donc  contenir  le  facteur  [y  —  2)  qui  correspond 
à  cette  solution,  mais  ne  peut  renfermer  le  facteur  [y  — - 1)  auquel  ne 
répond  aucune  sohrtUm. 

2°  Dans  la  seconde  opération  principale,  pour  rendre  la  division 
possible,  on  a  introduit  le  facteur  y^  (y  —  1)  (3y  —  5)". 

Mais  il  est  facile  de  reconnattre  qu'aucun  des  facteurs  simples 
dont  se  compose  ce  produit,  ne  peat  entrer  dans  l'équation  finale; 
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g 

«ar  en  faisant  t/  =  0,    ou    y  =  1,    ou    y  =  g.,  dans  le  reste  (3) 

cgalé  à  0,  la  partie  affectée  de  œ  disparaît,  et  il  n'en  résulte  aucune 
valeur  pour  œ. 

En  général,  l'introduction  du  facteur  a(«)  (n°  357)  dans  le  reste  qui 
précède  le  reste  du  1*'  degré  n  influe  jamais  sur  V équation  finale,  parce 
que  les  valeurs  de  t/,  tirées  de  ce  facteur  égalé  à  zéro,  réduisent  le  reste 
du  premier  degré *à  une  quantité  numérique;  donc  il  ne  peut  y  avoir 
aucune  valeur  de  x  correspondante. 

Traitons  encore  le  même  exemple,  en  prenant  le  polynôme  (2)  pour 
dividende,  et  le  polynôme  (1)  pour  diviseur. 

Il  faut,  pour  cela,  multiplier  (2)  par  «/%  coefl&cienl  du  premier 
terme' de  (1). 

Gela  fait,  on  effectue  la  division,  ce  qui  donne  un  certain  quotient 
et  un  reste  du  premier  degré ,  savoir  : 

{3y^  -  8y'  +  52/')  a?  — 2i/*-2t/^  4-62/  — 4. . .  (6). 

Prenons  à  son  tour  le  polynôme  (1)  pour  dividende,  et  le  reste  6  pour 
diviseur. 
Comme  le  coefficient  du  premier  terme  de  ce  reste  revient  à 

î/MV-8y+5), 
ou  bien,  à    -  2/'  (^  —  *)  (%  —  5)> 

et  que  le  coefficient  du  premier  terme  de  (1)  est  t^,  il  suffit  de  multi- 
plier (1)  par  y' (t/ -  1)?  (83/ -  5)». 

Après  cette  préparation,  on  effectue  la  division,  et  Ton  obtient  pour 
reste  indépendant  de  a? , 

^y'-82y'  +  ^^i2y'  4-  Mj/'  —  lSy* 
-62/^-361/^+482/  -16, 

résultat  identique  avec  le  quotient  (5)  qu'on  avait  obtenu  en  divisant  le 
reste  (4)  par  le  facteur  [y  —  2).  ' 

Ici ,  aucun  des  facteurs  introduits  dans  le  cours  du  calcul  ne  se  re- 
trouve dans  l'équation  finale;  et  la  raison  en  est  que  le  facteur  y^  par 
lequel  on  a  multiplié  (2) ,  étant  égalé  à  0,  le  diviseur  (1)  se  réduit  à  une 
quantité  indépendante  de  x;  par  conséquent  il  n'y  a  aucune  valeur  de  x 
qui  correspond  à  y=0, 

360.  Si  l'on  a  bien  compris  ce  qui  s'est  passé  dans  l'exemple  précé- 
dent, on  entendra  facilement  la  règle  suivante,  pour  débarruiter 
V  équation  finale  des  facteurs  étrangers  qu'elle  peut  renfermer  : 
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Désignons  par  F  {y)  Tun  quelconque  des  facteurs  introduits  dans  le 
cours  du  calcul ,  et  par 

bx^  4-  ca?"-*  4-  dx""-^  + . . . .  -htx  4-  ti, 

le  reste-diviseur  qui  lui  correspond  ;  en  sorte  que  les  facteurs  simples 
de  F  (y)  soient  des  facteurs  du  coefficient  b. 

Premièrement,  si,  comme  cela  arrive  le  plus  souvent,  F  (y)  est  immé- 
diatement décomposable  en  facteurs  simples,  on  égale  chacun  d^eux  à  0, 
et  Von  en  tire  une  valeur  de  y. 

Quand  aucune  de  ces  valeurs  n'anéantit  à  la  fois  tous  les  coeffi- 
cients 6,  c,  dy,, .,  jusqu'à  t  inclusivement,  on  est  certain  que  F  [y) 
se  trouve  tout  entier  dans  Téqualion  finale;  et  Von  divise  alors  le  de- 
rnier membre  de  cette  équation  par  ce  facteur ,  lequel  est  étranger. 

Si  une  ou  plusieurs  valeurs  anéantissent  à  la  fois  6,  c,  d, . . .  t,  les  fac- 
teurs simples  correspondants  ne  se  retrouvent  pas  dans  l'équation  finale 
qui  ne  renferme  de  facteurs  étrangers  provenant  de  F  (t/),  que  les 
facteurs  simples  dont  les  valeurs  ne  rendent  pas  nuls  à  la  fois  6,  c,  rf, . . .  t. 
On  divise  alors  le  premier  membre  de  V équation  finale  par  le  produit 
de  ces  derniers  facteurs. 

Secondement,  si  l'équation  F  (y)  =0,  ne  peut  pas  être  immédiate- 
ment résolue,  on  recherche  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  F  (y) 
et  tous  les  coefficients  b,  c,  d, . . .  t  {voyez  n"  2W).  Si  l'on  n'en  trouve 
pas,  on  peut  encore  regarder  comme  certain  que  F  (t/)  se  trouve  tout 
entier  dans  Téquation  finale,  et  on  la  débarrasse  de  ce  facteur. 

Mais  s'il  en  existe  un ,  soit  F'  [y]  ce  facteur  commun  ;  on  divise  F  (y) 
par  F'  (y),  ce  qui  donne  le  quotient  F'  {y)  qui  est  alors  le  seul  facteur 
étranger  [provenant  de  l'introduction  du  facteur  F  {%j)\  que  comprend 
l'équation  finale.  On  divise  ensuite  le  premier  membre  de  cette  équation 
par  Y' {y). 

Ce  raisonnement  s'appliquerait  à  tout  autre  facteur  introduit. 

(Nous  n'examinerons  pas  ici  le  cas  où  le  facteur  commun  à  6,  c,  d,...  t, 
se  trouverait  aussi  dans  u;  c'est  une  circonstance  pour  laquelle  nous 
renvoyons  aux  n®*  366,  373  et  suivants,) 

On  voit  donc  qu'il  est  toujours  possible  de  débarrasser  l'équation 
finale  des  facteurs  étrangers  qu'elle  peut  renfermer,  et  cela,  sans  sup- 
poser connue  aucune  des  méthodes  pour  résoudre  une  équation  à  une 
seule  inconnue  {voyez  le  numéro  270). 

361 .  Première  remarque, — La  méthode  d'élimination  par  le  p.  g.  c.  d., 
appliquée  à  deux  équations  du  second  degré  en  x  ti  y,  conduit  tou- 
jours à  la  véritable  équation  finale. 

En  effet,  on  a  vu  (n°  116)  que  deux  équations  de  cette  espèce 
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imaveDt  être  rameaées  k  la  forme 

ax*H- 6a?4-c  =  0,    et    aV  +  6'a? -|- c' =  0, 

a  et  a'  étant  des  quantités  connues  ou  numériques. 

Cela  posé  y  la  première  préparation  à  faire  subir  à  Tun  des  polynômes, 
se  réduisant  à  Tintroduction  d*un  facteur  numérique^  ne  peut  influer 
sur  réquation  finale.  Quant  à  la  seconde,  qui  consiste  à  multiplier  l'un 
des  polynômes  proposés  par  la  seconde  puissance  du  coefficient  de  x  dans 
le  reste  du  1*'  degré  ù'œ-^-b",  nous  avons  déjà  prouvé  (n°  359)  que  ce 
facteur  introduit  ne  pouvait  entrer  dans  l'équation  finale. 

Il  en  est  de  môme  toutes  les  fois  que  Tune  des  équations  proposées  est 
du  second  degré  en  x  (quel  que  soit  d'ailleurs  le  degré  en  y)^  pourvu 
que  le  coefficient  de  x^  soit  une  quantité  numérique. 

362.  Seconde  remarque.  —  Le  degré  de  Vcquation  finale  à  laquelle 
on  parvient  fait  souvent  reconnaître  la  présence  des  facteurs  étrangers. 
En  effet,  on  a  démontré  (n°  302)  que  le  degré  de  l'équation  finale  ne 
saurait  surpasser  le  produit  des  degrés  des  deux  équations  proposées. 
Si  donc  Ton  parvient  à  une  équation  d'un  degré  plus  élevé, on  est  cer- 
tain qu'il  y  a  des  valeurs  étrangères.  Mais  de  ce  que  le  degré  est  préci- 
sément égal  dU  produit  des  degrés  des  deux  équations,  on  ne  peut  pas 
conclure  qu'il  n'y  a  pas  de  valeurs  étrangères;  car  le  degré  de  la  véri- 
table équation  finale  est  quelquefois  moindre  que  ce  produit.  Il  peut 
même  arriver  que  le  degré  soit  nul,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  ait  pas  d'équa- 
tion finale  {voyez  le  numéro  368). 

En  général,  le  degré  de  l'équation  finale  est  égal  au  nombre  des 
SOLUTIONS  dont  les  équations  sont  susceptibles. 

363.  Passons  actuellement  à  la  détermination  de  tous  les  systèmes 
de  valeurs  propres  à  vérifier  d£ux  équations  données. 

Soient,  pour  premier  exemple,  les  deux  équations 

ya^—dx-{'i^Q....(i), 
(y-.l)    a?* 4-    ar  — 2  =  0 (2). 

Après  avoir  introduit  le  facteur  (y — 1)*  dans  le  polynôme  (1),, . ,  on 
effectue  la  division ,  et  l'on  trouve ,  pour  premier  reste, 

(t/*-5y4-3)âP-y'+4y^l....  (3), 

Multipliant  ensuite  le  pelynome  (2)  par  {^  —  5^  4-  3)'  et  divisast 
le  résultat  par  le  reste  (3),  on  obtient  pour  le  reste ,  fonctîcm  de  y 
seolementy 

tf  ~  lOi/*  +  3V—  64t/«4-  5%-16. . . .  (4). 

Comme,  pour  effectuer  la  première  opération,  on  a  été  obligé  d'ia* 
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traduire  le  fadeur  fj^— 1)^,  et  que  y  ==  1,  sub^ilué  dans  réqualion  (2), 
doDue  X  =2 ,  il  s*ensuit  que  ce  facteur  doit  entrer  comme  étrunger  dans 
le  polynôme  (4). 
Divisons  donc  ce  polynôme  par  {y  — ^  1)*;  il  vient  pour  résultat 

j^3_82/'4-20t/-16  =  0....(5), 

équation  qui  est  la  véritable  équation  finale. 

En  appliquant  à  cette  équation  la  méthode  des  racines  commensnra- 
bles,  on  trouve,  pour  racines, 

y^%    y^%    y^k. 

Pour  obtenir  les  trois  valeurs  correspondantes  de  Xy  il  faut,  comme 
on  l'a  vu  (n°  270) ,  substituer  chacune  de  ces  valeurs  dans  le  reste  du 
premier  degré ,  et  Ton  obtient  a?=l,aî=  1,0?  =  —  1;  c'est-à-dire 
que  les  équations  proposées  admettent  trois  solutions,  dont  deux 
sont  [a?  =  1 ,  2^  =  2]  et  la  troisième  est  [d?  =  —  1,  y  =  4J. 

En  effet,  supposons  dans  les  équations  (1)  et  (2),  ]/  a  2;  il  vient 

2ar»  —  âa?  H-  1    et   a?"  -|-  ar  —  2, 

polynôme,  qui,  comme  il  est  aisé  de  s*cn  assurer,  admettent  le  com- 
mun diviseur  (a?  —  1). 
Pareillement,  y  =  4,  substitué  dans  (1)  et  (2),  donne 

4a?'  —  3aî  4-  1    et   3aj"  -f-  a?  — •  2, 

qui  admettent  le  commun  diviseur  a?  -\-  l. 
364.  Soient  encore  les  deux  équations 

oj*  —  (3y— 3)  a?*+(3i/*— 61/  — l)aî— 2/^+32/N-y— 3=0. .  .(1), 
«*-h{2y-h4)a?  +  y*4-%4-3=0 (^. 

En  appliquant  le  procédé  ordinaire,  on  obtient,  pour  reste  du  pre- 
mier degré, 

(3/4-3i/)a?  +  y»-|-6/4-5y (3), 

et  pour  teste  indépendant  d»  «, 

t/*4-3y»  +  f/^-8y'— 2i/»=0 (4). 

G^esl  lu  vénfahle  équation  finale;  car,  d*après  ce  qui  a  été  dit 
n*  361 ,  réquation  (2)  étant  du  second  degré,  elle  coefficient  de  a?* 
étant  numérique,  rintroductim  d'un  facteur,  dans  le  cours  du  calcul, 
ne  change  rien  à  Téquation  finale. 
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Cela  posé,  si  Ton  résout  réquation  (4),  on  reconnaît  facilement  qu'elle 
peut  être  mise  sous  la  forme 

!/'(»  +  i)'{y-i)(»  +  2)=o. 

Considérons  d*abord  les  deux  valeurs  de  y  qui  n'entrent  qu'une  fois 
dans  celte  équation. 

En  faisant  y  =  1  dans  le  reste  (3),  et  égalant  ce  reste  à  0,  on  trouve 
6a?  +  12  =  0,  d'où  l'on  déduit  x=  —  2,  c'est-à-dire  que  le  fadeur 
(x  4-  2)  devient  commun  aux  deux  proposées. 

Substituant  de  même  y  =  —  2  dans  le  reste  (3),  on  obtient 
6a;  +  6  =  0,  d'où  a?  =3  —  1;  donc  {œ  4-  1)  devient  diviseur  commun 
des  deux  équations. 

Mais  si  l'on  porte  y  ==  0  dans  le  reste  (3) ,  tous  les  termes  de  ce 
reste  disparaissent,  c'est-à-dire  que  Ton  trouve  0  .  a;  =  0,  d'où 

0 

a?  5=  — . 
0 

Pour  expliquer  cette  circonstance,  il  faut  observer  que  l'hypothèse 

y  =z  0  rendant  nul  le  reste  du  premier  degré  en  a;,  il  est  à  présumer 

que  c'est  le  reste  du  second  degré  qui  devient  diviseur  exact  des  deux 

polynômes.  En  effet,  remontons  à  ce  reste  du  second  degré ,  c'est-à-dire 

à  l'équation  (2),  il  vient,  par  la  substitution  de  jf  =  0, 

a;*  +  4af-|-3. 

Posant  de  même  y  =  0  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (1),  on 
trouve 

a;3  +  3a?*— a?— 3. 

Or,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  ce  dernier  polynôme  est  divisible  par 
le  précédent,  et  donne  pour  quotient,  x  —  1. 
De  l'équation  a?*  -h  ïa?  -f  3  =  0 ,  on  tire  d'ailleurs 

X  =  —  1,  a?  =  —  3; 

et  ce  sont  les  deux  valeurs  de  x  qui  correspondent  à  i/  =  0. 

Il  reste  encore  à  considérer  la  valeur  y  =  —  1.  L'hypothèse  y  =  — 1 
introduite  dans  le  reste  (3)  anéantit  encore  tous  les  termes ,  c'est-à-dire 

•  0 

que  l'on  trouve  O.a?  =  0,  d'où  ^  =  7:* 

Mais,  si  l'on  remonte  au  diviseur  du  second  degré,  ooàl'équation  (2), 
«1  vient,  par  la  substitution  dey  =  —  1, 

a?»  -I-  2ar  =  0, 
d'oùTon  tire  »  =  0,  a?  =  —  2.  «r^t 
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La  même  valeur,  y  =  —  1,  reportée  dans  (1),  la  réduit  à 
a?»  -f  6a?*  +  8a?  =  0, 

dont  le  premier  membre  est  divisible  par  x^  -f  2a?,  et  donne  pour 
quotient  a?  -j-  4. 

Récapitulant  ce  qui  vient  d*être  dit,  on  trouve,  pour  les  soîutionê 
des  équations  proposées , 

y  =        1,-2,        0,        0,-1,-1, 
a?  =  —  2,  —  1,  —  1,  —  3,        0,-2. 

365.  N»  B.  Il  est  à  remarquer  ici,  1^  que  le  nombre  des  solutions 
est  égal  au  produit  des  degrés  des  équations  ;  2"^  que  chacune  des  va- 
leurs de  1/  à  laquelle  il  correspond  deux  valeurs  de  a?,  entre  deux  fois 
dans  réquation  finale. 

Ce  résultat  est  conforme  à  ce  que  nous  avons  dit  n^"  362,  savoir,  que 
le  degré  de  Téquation  finale  doit  être  égal  au  nombre  des  solutionrSià 
la  question. 

366.  Le  cas  particulier  que  nous  venons  d'examiner  étant  Tun  des 
plus  importants  de  Télimination ,  nous  allons  entrer  dans  quelques  dé- 
tails à  ce  sujet.  * 

Toutes  les  fois  que  la  substitution  de  Tune  des  valeurs  de  l'équation 
finale  en  y  dans  le  reste  du  premier  degré  en  a?,  anéantit  tous  ses  termes, 
c^est  une  preuve  certaine  qu'à  cette  valeur  de  y  il  correspond  plus  d'une 
valeur  de  a?,  ou,  ce  qui  revient  au  même ,  un  commun  diviseur  des  deux 
proposées ,  d'un  degré  supérieur  au  premier. 

Pour  obtenir  ce  commun  diviseur ,  ou  les  valeurs  de  x  correspondant 
à  la  valeur  de  y  y  il  faut  substituer  celle-ci  dans  le  reste  du  second  de- 
gré. Si  tous  les  termes  de  ce  reste  s'évanouissent  encore ,  on  remonte 
au  reste  du  3°  degré,  et  ainsi  de  suite ,  jusqu'à  ce  quon  en  trouve  un 
dont  tous  les  termes  ne  s* évanouissent  plus  ;  e.t  c'est  alors  Je  diviseur 
commun  des  deux  proposées.  Égalant  ce  reste  à  0,  et  résolvant  Y  équa- 
tion résultante  y  on  obtient  toutes  les  valeurs  de  a?,  correspondant  à  la 
valeur  de  y  que  l'on  a  considérée. 

La  réciproque  est  vraie ^  c'^st-à-dire  que,  toutes  les  fois  qu'à  une 
même  valeur  de  y  il  doit  correspondre  deux ,  trois ,  .    .    .  n  valeurs 

de  a?,  il  arrive  nécessairement  que  les  restes  du  1^*^ ,  2'«"*, 

(n  —  1)'«'"*  degré  s'évanouissent  ;  et  le  reste  du  W''"^  degré,  égalé  à  0, 
donne  les  n  valeurs  de  x. 

Le  facteur  du  premier  degré ,  correspondant  à  cette  valeur  de  i/,  en- 
tre d'ailleurs  à  la  n'^"'  puissance  dans  l'équation  finale ,  conformément 
à  la  remarque  du  n""  365. 
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367.  Lorsque,  dans  le  reste  du  premier  degré  en  ar,  qu'on  suppose 
de  la  forme  Ma;  +  N  (M  et  N  étant  gé&érakraent  des  fonctions  de  y), 
on  substitue,  à  la  place  de  y,  une  des  valeurs  tirées  de  Téquation 
finale,  il  peut  arriver  deux  cas  singulier!?  dont  iï  est  bon  de  faire 
mention  : 

i^  N  peut  se  réduire  à  G  par  V  effet  de  cette  substitution ,  etM  à  une 
quantité  numérique  quelconque. 

Dans  ce  cas,^iLest  évident  ^e  la  valeur  correspofidante  de  »  se  réduit 
à  zéro,  puisque  Ton  a 

^N  peut  se  réduire  à  une  quantUé  numérique ,  etM  à  0. 

N  N 

Dans  ce  cas,  Téquation  a?  =  —  —donne  a?  =  —  — ,  c'est-à-dire 

M  O 

que  lîTvaleur  correspondante  de  x  dment  infinie.  Ce  résultat ,  que  Ton 
obtient  quelquefois  dans  les  formules  du  premier  et  du  second  degré, 
petit  fort  bien  convenir  h  la  question ,  sf  elle  est  de  nature  à  admettre 
des  solutions' infinies  pour  œ,  et  finies  pour  y,  La  géonfétrie  analytique 
en  offre  des  exemples  nombreux. 

368.  Jusqu'à  présent,  nous  av6nd  supposé  que  Tapplication  de  la 
Tnétbodc  conduise  à  une  équation  finale  en  yf  mais  il  n'en  est  pas  tou- 
jours ainsi. 

Le  reste  îndépeftdafftt  die  x',  auquel  on  parvient  ûécesiBfaireiDiCBl  tôt 
ou  tard,  peut  se  réduire  à  une  quantité  numérique  quelconque, 
ou  à  0. 

Examinons  d'abord  le  cas  oiV  Voft  parvient  à  un  reste  numérique, 
c'est-à-dire  indépendant  de  x  et  de  y. 

Ce  résultat  prouve  évidemment  que  les  deux  équations  sont  incûm- 
parles,  ou  n'admettent  aucune  solution ,  puisque,  d'après  la  méthode 
du  n*  269,  pour  former  l'équation  finale,  il  faudrait  égaler  le  reste 
à  0,  ce  qui  conduirait  à  une  absurdité  (à  moins  que  îa  solution  y  =s  Vin- 
fini  ne  fût  admissible  pour  la  question  proposée). 

Et  en  effet,  comme,  en  appliquant  aux  deux  polynômes  proposés  le 
procédé  du  p.  g.  c.  d.,  on  trouve  un  reste  numérique  avant  aucune 
substitution  particulière  faite  pour  y,  si  l'on  donne  à  cette  inconnue 
une  valeur  quelconque,  et  qu'on  applique  le  même  procédé  aux  deux 
polynômes  résultant  de  cette  substitution,  on  doit  nécessairement  retrou- 
ver le  même  reste.  D'où  l'on  voit  qu'aucune  valeur  de  y  ne  peut  intro- 
duire de  commun  diviseur  en  x,  condition  qui,  cependant,  est  insépa- 
rable de  toute  valeur  convenable  de  y, 

Digitized  by  VjOOQIC 


+  Sy 

+  1 

+  3 

}       yx 

• 

œ  +  y 

a?"— y*      X  +  y 

DE  l'éumination.  4W 

Soient ,  par  exemple ,  les  deux  équations 


!•'  reste 


2®  reste  .    . 

Donc  les  équation»  sont  tneompaUbUs* 

Dans  cet  exemple»  rimpofisibilité  de  l'existence  simultanée  de»  deux 
équations  peut  être  misé  en  évidence.  £n  effet,  il  résulte  de  la  première 
opération  que  Téquation  en  o;'  peut  être  mise  sous  la  forme 

(a?*  —  !/' +  3)  ya?  +  a?-f  y  ^  0. 
D*aflleurs  Féquation  en  o^  est 

or,  toute  sohtiûn  de  cette  dernière  équation  anéantit  la  première  par- 
tie deTéquation  précédente;  donc,  pour  que  ces  deux  équations  existent 
simultanément,  il  faut  que  Ton  ait  à  la  fois 

0?  +  y  =  0  et  a?»  —  y*  +  3  =  0; 
ce  qui  est  impossible ,  puisque  «  +  y  =  0  donne 

^•-!/'  =  0, 
résultat  contradictoire  avec  a?*  —  j^  +  3  =  0 ,  tant  que  x  tiy  seront 
des  quantités  finies. 

369.  Considérons  actuellement  le  cas  où  le  reste  est  nul. 
Ce  résultat  prouve  que  les  premiers  membres  des  deux  équations  ont 
un  commun  diviseur  en  x  avant  aucune  substitution  particulière  faite 
pour  y  {voyez  n°  268),  et  que,  par  suite,  ces  équations  sont  indé^ 
terminées. 

En  effet ,  soit  D  le  facteur  commun  aux  deux  premiers  membres  ;  on 
peut  mettre  les  deux  proposées  sous  la  forme 

A'xD  =  0,    B'xD  =  0; 

cl  Ton  voit  qu'elles  peuvent  être  satisfaites,  soit  en  posant  séparément 
D  =  0,  soit  en  posant  A'  =»  0,  B'  =  CL 

(Nous  ne  parlons  point  des  solutions  qui  pourraient  être  fournies 
par  A'  =  0  et  D  ==  0,  ou  bien  par  B'  =  0  et  D  =  0 ,  parce 
qu'elles  se  trouvent  implicitement  renfermées  dans  Téquation  unique 

D=:0.) 
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Si  maintenant  on  supprime  le  facteur  D  dans  les  premiers  mem- 
bres des  deux  équations ,  les  résultantes  seront  A'  =  0 ,  B'  =  0 ,  et 
n'admettront  plus  qu'un  nombre  limité  de  solutions. 

Or ,  comme  il  est  possible  que  le  facteur  commun  aux  premiers 
membres  des  deux  proposées ,  qui  les  rend  indéterminées ,  soit  tout  à 
fait  étranger  à  la  question  d*où  dérivent  ces  équations,  et  comme  d'ail- 
leurs ce  facteur,  égalé  à  zéro ,  peut  n'admettre  que  des  solutions  ima- 
ginaires (telle  serait ,  par  exemple,  Téquation  D  =  aî*  +  y*+l  =0, 
qui  donne  pour  y  des  valeurs  imaginaires  correspondant  à  des  valeurs 
réelles  de  â; ,  et  réciproquement) ,  on  conçoit  qu'il  peut  être  utile  de 
connaître  les  solutions  des.  équations  A'  =  0,  B'  =0;  ces  solu- 
tions différant  d'ailleurs,  en  général,  de  celles^^ue  fournit  l'équation 
unique  D  =  0. 

Prenons,  pour  fixer  les  idées,  l'exemple  suivant  : 

Soient  les  deux  équations 

œ^—3yx*-}-Sy*0B—&x*  +  iOyœ  +  6a?— y*— Sj/*  — 6y  =  0  . . .  (1). 
a?»— 5ya?*+8y*a?—  x—    4y»+   î^=0 (2). 

Ordonnant  les  premiers  membres  par  rapport  à  œ,  et  divisant  (1) 
par  (â),  on  obtient,  pour  premier  reste, 

(2i,_5)a?«-(5i/»  — 10i/~7)^  +  V-6y»-72; (3). 

Prenant  ce  reste  pour  diviseur,  le  polynôme  (2)  pour  dividende, 
et  faisant  la  préparation  d'usage,  on  trouve,  pour  second  reste, 

(^•_10y3+35y*— 50y+24.)a?— 2/M-10y*-35t/^+50y'— 24»/. .  .(4). 

Enfin ,  après  avoir  multiplié  le  polynôme  (3)  par  le  carré  du  coef- 
ficient de  X  dans  (4),  si  l'on  divise  par  (k)  le  polynôme  (3),  ainsi  pré- 
paré ,  on  parvient  à  un  reste  nul 

Ce  résultat  semblerait  indiquer  que  {k)  est  diviseur  commun  des  deux 
polynômes  (1)  et  (2) ,  puisque  la  dernière  division  est  exacte  ;  mais  cela 
est  évidemment  impossible,  d'après  l'inspection  du  reste  (h)  dont  les 
coefiîcients  sont  des  fonctions  de  y,  tandis  que  le  coefficient  de  œ^  dans 
(1)  et  (2)  est  égal  à  l'unité. 

Pour  expliquer  cette  contradiction ,  il  faut  observer  qu'on  a  multi- 
plié (3)  par  le  carré  du  coefficient  dont  x  est  affecté  dans  (4) ,  sans  s'as- 
surer d'abord  (n**  38) ,  si  ce  coefficient  n'est  pas  facteur  de  la  partie 
de  {k)  affectée  de  a?°.  Or,  c'est  précisément  ce  qui  a  lieu  ;  car  cette  partie 
revient  à 

-  y  {y'-  lOi/»  -h  35y'  -  60y  +  24), 
U  résulte  de  cette  remarque  que  ce  n'est  pas  (4)  qui  est  un  di- 
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viseur  commun  aux  deux  proposées ,  mais  (k)  débarrassé  du  facteur 
f/  —  lOy»  +  35y*  —  SOy  +  24,  ou  bien  x^y.  ^ 

Supprimant  donc  le  facteur  {x  —  y)  dans  les  deux  polynômes  (1) 
et  (2) ,  on  obtient  pour  résultats 

a:«-(2y  +  5)a?  +  î^  +  5y+6  =  0...(5), 
et  a;"  —  4ya;  -h  V  —  1  =  0 (6). 

370.  Concluons  de  là  que ,  toutes  les  fois  qu'on  opère  sur  deux 
équations  dont  les  premiers  membres,  ordonnés  par  rapport  à  x^  ont 
des  coefficients  premiers  entre  eux,  si  Von  parvient,  après  un  certain 
nombre  d'opérations,  a  un  bbste  nul,  et  que  les  coefficients  du  reste 
précédent  ne  soient  pas  premiers  entre  eux,  ce  n*est  pas  ce  reste  qui 
est  commun  diviseur  des  deux  proposées,  mais  bien  le  quotient  de  la 
division  de  ce  reste  par  le  facteur  commun  à  ces  coefficients. 

Il  resterait  maintenant  à  appliquer  de  nouveau  aux  deux  équations 
(5)  et  (6)  le  procédé  de  l'élimination^  afin  d'en  déduire  l'équation  finale 
qui  leur  correspond,  et,  par  suite,  toutes  les  solutions  des  équations  (5) 
et  (6).  Mais  nous  allons  faire  voir  que  ce  calcul  est  inutile,  c'est-à-dire 
que  la  première  série  d'opérations  donne  l'équation  finale  relative  aux 
deux  équations  (5)  et  (6),  ainsi  que  le  reste  du  1*'  degré  enx  corres-^ 
pondant  à  cette  éauation  finale, 

371.  Pour  nous  rendre  compte  de  cette  circonstance  d'une  manière 
générale,  considérons  les  deux  équations  A  =  0,  Ba=  0,  que  nous 
supposons  renfermer  un  commun  diviseur  en  x  et  y,  ou  bien  en  x 
seulement. 

En  appliquant  d'abord  aux  deux  polynômes  le  procédé  du  p.  g.  c. 
diviseur,  on  trouvera  une  première  série  de  quotients  et  une  première 
série  de  restes ,  lesquels  restes  contiendront  également  le  facteur  com- 
mun. Mais  si  l'on  supprime  ce  facteur  dans  A  et  dans  B,  qu'on 
veuille  ensuite  agir  sur  les  polynômes  résultants  A'  etB',  on  retrouvera 
nécessairement  les  mêmes  quotients ,  et  des  restes  qui  ne  différeront 
<  de  ceux  de  la  première  série  d'opérations,  qu'en  ce  qu'ils  ne  contien- 
dront plus  le  facteur  commun  ;  donc  le  dernier  reste ,  entre  autres,  de 
la  seconde  série  d'opérations ,  ne  différera  du  dernier  reste  de  la  pre~ 
mière  série ,  que  par  l'absence  du  facteur  commun. 

Ainsi  déjà,  le  premier  membre  de  ïéquation  finale  qui  correspond 
tt  A'  =  0,  B'  =  0,  n'est  autre  chose  que  le  dernier  reste  de  la  pre- 
mière série  d'opérations,  débarrassé  du  facteur  commun  àAetàB;  en 
d'autres  termes,  c'est  le  facteur  commun,  fonction  de  y,  qui  existe 
entre  les  coefficients  de  ce  reste. 

Quant  au  reste  du  premier  degré  en  œ  de  la  seconde  série  d'opéra- 
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lions,  S  doit  Are  égal  à  Vavant^mier  reite  de  la  prenière  série, 
dimsépar  le  facteur  cotnmun;  c'est  donc  le  dertUer  guoOeiU  de  la  pre- 
mière série. 

Dans  Texemple  précédent ,  Téquattoii  fii)»le  n^lâre  ans  deox^a- 
tions  (5)  et  (6) ,  est 

y*-10j^  +  3V  — 50y+24^0...(7); 
et  le  reste  du  premier  degré  en  x  n'est  autre  chose  que  le  quolieiiit  da 
i«rte  (3),  par  {x  — y)  ;  ou  bien 

(22^  — 5)a?-3y +  5^4-7...  (8). 
L'équation  (7),  résolue  d'après  la  méthode  des  racines  commensu- 
rabks ,  donne  pour  Taleors 

y  «1,2, 8, 4. 

Substituant  chacune  de  ces  valeurs  dans  le  reste  (8) ,  et  résolrapt  ce 
reste  égalé  à^Eéro,  on  trouve^  pour  les  valeurs  de  x  correspoodauteS; 

372.  Goasiâéfons ,  pour  second  exemple,  les  deux  équations 

x"  —  (32/—  1)  X*  +  [yy—^)  a:  -i-  y  +  y  es  0. ..  (1), 
a?»  — (y  — l)(r*  — (y  —  1  );i?nj-1^0 (2); 

on  obtleot  d'abord,  pour  reste  du  3lfét^y 

St/**  —  (y  —  y  —  i)ar  —  î/*— y-f-l....(3), 

et ,  pour  reste  du  premier  degré , 

(y *  -  V  +  2f  - 1  )  *  -*-  f  •  ^  V  4-  2y  -  I  . . .  (4) . 

Hais,  au  lieu  d'opérer  comme  dans  l'exemple  précédent,  cVst-à-dlre 
de  multiplier  (3)  par  le  carré  de  y^  —  Sj/*  -f-  2i/  —  1 ,  et  de  diviser 

(3)  ainsi  préparé,  par  (i),  on  peut  observer  sur-le-champ  que  Je  rcvic 

(4)  revient  à 

Omettant  alors  le  facteur  en  y^et  divisant  (3)  par  ^«  4- 1) ,  oo  ob- 
tient  un  quotient  e^tact  et  égal  à 

S^-2^  — y-M-...(5); 

d'où  Ton  peut  condure  que  [x  -f-  1)  est  diviseur  commun  des  deux 
proposées. 
Ces  équations  débarrassées  du  facteur  [x  4-  1)  se  réduisent  à 

a?'~3i/a?-fî/»+y«0....(6), 
^—   a?y4-i  =  0 (7); 
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et  la  qnefitifia.^st  raoïeBée  k  éUmiier  jeotre  cw  4eB9L  é^putUons.  Or,  en 

opérant  sar  ces  deux  équations  comme  précédemment,  on  trouve, 
pour  équation  finale, 

y*  — 5^"^-%— 1  =0, 

et  pour  l'équation  du  premier  degré  en  œ  correspondante,  le  résul- 
tat (S)  égalé  à  0,  c*«st-i-dire 

La  première  de  ces  deux  équations  n'admettant  pas  de  racines  com- 
mensuxables ,  il  faudrait  y  appliquer  la  méthode  des  racines  incommen- 
sural)les;  après  quoi,  Ton  substituerait  chacune  des  valeurs  de  y  obtenues 
dans  la  seconde  équation^  laquelle  donnerait  alors  les  valeurs  de  â;  cor- 
respondantes. 

fiUMlNATION  AVEC  SIMPLIFICATIOIÎ. 

373.  Les  principes  qui  viennent  d'être  établis  suffisent,  à  la  rigueur, 
pour  tout  système  d'équations  A  deux  inconnues.  Cependant  il  y  a  des 
circonstances  où  l'on  peut  apporter  de  très-grandes  simplifications  dans 
la  détermination  y  Sûit  de  l'équation  finale^  soit  des  systèmes  de  valeurs 
de  X  etdej^. 

Reprenons  les  deux  équations  déjà  traitées  au  numéro  364*, 

^'-(3îf-3)^+(3t/»-%~l)«-î,'+VH-^-S«0. . .  (1), 
«»  +  (%+*)«+f»+4y4-3«0 (2), 

Après  être  parvenu  an  reste  du  premier  degré 

{V+3y)4?  +  î^-4-%'-fôy...-  (3), 

on  peut  observer  que  le  t^oefficitnt  de  x  revient  à 

3t/(2/  +  l), 
et  le  coefficient  de  a?« ,  à    y  (y*  -f  6i^  -f  5)  ; 

d^où  l'on  voit  d'abord  que  t^  est  fadeur  commun  à  ces  deux  coeffi- 
cients; d'ailleurs,  ^*  -h 6i/  +  5  devenant  nul  par  Fhypolhèse  y= — 1, 
il  s'ensuit  que  y  -^  i  divise  ce  pdynome.  Donc  y  [ff  -{-  1)  est  <li vises  r 
commua  des  deux  coefficients  du  reste  (3). 

Cela  posé ,  puisque ,  pour  y  =  Oeti/  =  —  l,le  reste  (3)  s'évanouit, 
il  en  résulte  que  chacune  de  ces  valeurs,  substituée  dans  le  reste  du  second 
degré  (2) ,  le  rend  diviseur  commun  des  deux  proposées. 

On  peut  donc  provisoirement  supprimer  tes  deux  facteurs,  sauf  à  les 
introduire,  à  la  fin  du  calcul,  dans  l'équation  finale,  comme  devant  en 
faire  partie. 
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Divisant  donc  (3)  par  y  (y  -4-  1) ,  on  obtient  pour  résultat 

3a?  +  y +  5...(4). 

Prenant  (2)  pour  dividende  et  (4)  pour  diviseur,  on  parvient ,  toute 
réduction  faite,  à  l'équation  finale 

y»+y-2  =  0....  (Si). 

tlemarquons  maintenant  que ,  ayant  supprimé ,  dans  le  conrs  du 
calcul ,  les  facteurs  y  et  (t/  +  1)  à  chacun  desqueb  correspondent  deux 
valeurs  de  x,  on  doit  introduire  ces  mêmes  facteurs  à  la  seconde 
puissance  dans  le  résultat  (  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  n"  365)  ;  et  il 
vient 

î/*(y  +  i)'(2/'-»-y-2)  =  o, 

pour  la  véritable  équation  finale.  —  C'est  l'équation  trouvée  n"*  364  par 
la  méthode  générale. 

374.  GoDcluons  de  là  que  si ,  pour  simplifier  les  calculs ,  on  vient  ï 
supprimer  dans  l'un  des  restes  un  facteur  fonction  de  y,  il  faut ,  pour 
avoir  la  véritable  équation  finale ,  multiplier  le  reste  indépendant  de  x 
auquel  on  est  parvenu  après  la  suppression,  par  chacun  des  facteurs 
du  premier  degré  en  y  qu'on  a  pu  supprimer ,  élevé  à  une  puissance 
d'un  degré  égal  au  nombre  de  valeurs  de  x  qui  correspondent  à  ce  fac- 
teur supprimé  :  ces  valeurs  de  x  se  tirent  d'ailleurs  du  reste  qui  précède 
celui  dans  lequel  on  a  opéré  la  suppression. 

D'où  il  suit  encore  que,  quand  on  a  supprimé,  dans  le  cours  du 
calcul ,  des  facteurs  fonctions  de  j^,  et  qu'on  parvient  ensuite  à  un  reste 
numérique  (n""  368),  les  équations  proposées  ne  doivent  pas  être  regar- 
dées comme  incompatibles  ;  mais  elles  admettent  pour  solution  les  va- 
leurs de  X  et  de  y  qui  peuvent  correspondre  aux  facteurs  supprimés,  et 
dont  il  faut ,  par  conséquent ,  avoir  soin  de  tenir  compte. 

375.  Appliquons  encore  ces  principes  aux  deux  équations 

a?^_(3y+9)a?«-|-(3y*+18y+23)a?— i/'— V— 233/— 15=0. ..  (1), 
x'M^y—2)x'M^y'-\-  ey—  i)x^y'—3y'^  y  +  8=0...  (2). 

on  obtient  d'abord,  pour  premier  reste, 

{6y  +&)x'  —  (24î/  +  24)  X  +  2î/'  +  62^  +  22y  +  18 . . .  (3). 

Or,  avec  un  peu  d'attention,  on  reconnaît  que  2  (y  +  1)  est  facteur 
commun  des  trois  coefficients  de  ce  reste  (le  dernier  coefficient  se  réduit 
en  effet  à  0,  par  l'hypothèse  t/  =  —  1)  ;  supprimant  donc  ce  facteur, 
on  a  pour  résultat 

3a?*  —  12x  4-  2;'  +  2t/  +  9. .  .(4). 
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Prenons  actuellement  (2)  pour  dividende,  et  (4)  pour  diviseur;  0 
vient ,  pour  nouveau  reste , 

(2%«  +  My)  0?  —  48î^  -  96y. .  .{5). 
On  reconnaît  encore  ici  que  24t/  (j^  +  2)  est  facteur  commun  dc& 
deux  coefficients  ;  et  il  vient ,  après  la  suppression , 
œ  —  2...  (6). 

Divisant  enfin  (4)  par  (6),  on  trouve,  pour  quotient,  3x  —  6,  et, 
pour  reste, 


# 


î^4-2y-3...  (7). 

Revenons  sur  nos  opérations,  et  observons  d*abord  que,  comme, 
pour  rendre  les  divisions  possibles  >  nous  n'avons  eu  besoin  que  d'intro- 
duire des  facteurs  numériques,  le  résultat  (7)  ne  saurait  renfermer 
aucun  facteur  étranger. 

Cela  posé  :  1*»  En  égalant  à  0  le  facteur  (y  +  1  )  supprimé  dans  le 
reste  (3) ,  on  en  tire  y  =  —  1  ;  valeur  qui ,  substituée  dans  Téqua- 
tîon  (2) ,  donne 

œ^  —  Qx^-h  8a;  =  0; 
d*où  Ton  déduit  a?=0,    a?  =  2,   a?  =  4; 

donc  le  résultat  (7)  doit  être  multiplié  par  {y  +  l)^ 

2°  Le  facteur  y  {y +  2)  ayant  été  supprimé  dans  le  reste  (5),  il  faut 
poser  successivement  y  =0  eiy  =  — 2  dans  le  reste  (4) ,  ce  qui  donne 
pour  t^  =  0,  3a^  — 12a?+9=  0;  d'où  a;=l,  a;  =  3; 
pour  y  =  —  2,  3a:*  —  12a?  +  9  =  0;  d'où  a;  =  1 ,  a:  ==  3; 
ainsi,  le  facteur  2/*  (y  4-  2)"  doit  être  introduit  dans  le  résultat  (7). 

S''  Enfin ,  si  Ton  résout  l'équation 

î^'+2y— 3  =  0, 
on  en  déduit  y  =  1,  y  =   —  3,  valeurs  qui,  combinées  avec  la 
valeur  a;  =  2  ^  que  l'on  tire  du  reste  (6)  égalé  à  zéro ,  donnent  encore 
les  deux  systèmes 

y  =  1        et  a?  =  2. 
y  =  —  3  et  a?  =  2; 
donc  réquation  finale  chercbée  est 

^     (»+!)'.»•.  (y  +  2)'(y-l)(î,+  3)=0, 

équation  dont  le  degré  est  égal  au  produit  de  ceux  des  équations 
proposées. 
On  a  d'ailleurs,  pour  les  solutions  de  ces  équations, 

y 1,-1,-1,    0,    0,-2,-2,    1,-3, 

œ=      0,      2,      4,    1,    3,      1,      3,    2,      2; 
Bourd.  Alg.  21 
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a?  (a?  — 2)»  (a?  —  4)  (a?  — 1)*  (a>—  8)»^=  0. 

376.  N,  B.  Lorsqu'on  a  rattention  de  supprimer  lés  fàtteurs  en  y  qui 
se  rencontrent  dans  les  différents  restes,  lè  reste  indépendant  de  or  au- 
quel on  parvient,  ne  renferme  plus  aucune  valeur  de  i/  à  laquelle  if 
corresponde  plusieurs  valeurs  àe^x  (à  moins  que  le  dernier  diviseur  ne 
$oit.d'n&  degné  ^npértmir  au  premiier7;:c'estràHdire^queie  feste  da  pit^ 
mier  degré  en  x  ne  s'évanouit  plus  par  la  ftibstltution  d'une;  Ytikmii 
particulière  de  ^  (  voyez  nP  366).  Iklais  quekiUQfois  ces  facteurs  échap- 
pentà  Tobservation ,  et  alors  ils  se  retrouvent  dans  le  résultat,  de  la^der- 
nière  opération. 

Deux  nouveaux  cas  particuUer&.sef rattachent  à  celui.où  la  méthode 
est  susceptible  de  simplification. 

377.  Premier  cas.  —  Lorsqu'on  veut  former  l'équation  finale  eay, 
il  peut  se  faire  que  Fune  des  équations  proposées  renferme  un  facteur 
fonction  de  j;  ce  qu'on  reconnaîtra  aisément  d'après  l'inspection  des. 
coefficients  du  polynôme  ofdonné.par  rapport  à  x. 

Dans  ce  cas,  comme,  ce  facteur  étant  égalé  à  0,  les  val^ucs  corres^ 
pondantes  de  y  ont  la  prppriété  de  vérifier  cette  équation,  quelque  valeur 
que  Ton  donne  k  x,ï\  s'ensuit  que^  si  Ton  substitue  ces  mêmes  valeurs 
de  y  dans  l'autre  équation ,  les  valeurs  de  x  qu'on  en  tirera ,  jointes  aax 
valeurs  de  y ,  donneront  autant  de  solutions  communes  aux  deux  équa- 
tions. Ainsi,  l'on  pourra  supprimer  provisoirement  ce  facteur  dans 
l'équation  qui  le  renferme ,  opérer  ensuite  sur  les  équations  résultantes, 
et  introduire  dans  le  résultat  le  facteur  sup|>fimé^  à  uaeptMsunee^m 
degré  marqué  par  le  nombre  desvalewtê  de  il  qu^  donne  Vé^^uaiion  in- 
dépendante de  ce  facteur. 

Soient,  par  exemf^e,  les  deux  équations 

dx^  —  ^yx^  —  3y*a?  +  2t^  =  0  . . .  (1), 

(y'  —  y)^—  ^y'  +  6  =0...  (2). 

Avec  un  peu  d'attention ,  l'on  voit  que  (  i/*  —  1  )  est  facteur  com- 
mun aux  deux  coefficients  de  la  seconde.  Supprimant  ce  facteur,  on 
trouve,  pour  résultat, 

yip  — 6  =  0...  (3); 

et  la  question  est  ramenée  à  éliminer  x  entre  les  équations  (1)  et  (3). 
On  trouve,  pour  l'équation  finale  correspondante, 

yc_9y*_36y» -h  324=^0...  (4), 

résultat  dans,  lequd  il  faut  introduire  le  facteur  (2^*.*-  i)'»  ^  ^ 
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doBse^  poar  la-Târkable équation  finale, 

:  (î/»-l)»(î^_V-36i^  +  3&)  =  0.-.(5). 
(Le  degré  de  celle-ci  est  égal  à  6  +  6,  ou  là,  qui  est  précisément  le 
produit  de  ceux  des  équations  proposées.  ) 

L'équation  y*  —  1  =  0,  donnant  d'ailleurs  j/  =  ±  1 ,  si  Ton  sub- 
sthoe  chacunede  pes  valeurs  dans  Féquatioii  (1),  on  obtient  les  valeurs 
da'ict  correspondante^  sairoir  : 

2 

loPourj/=      l,*»*— 2a?*— aiî  +  2«0,d'oùa?=.l,— 1,    g.; 

2 

2»Poury  =  -rl,aï?'-4-2a;*  — 3a;— 2=:0,d*oùa?=»l,  — 1,— 5 

Quant  à  l'équation  îf*'^-»%*— '88}^  -H  3BI  =^0,  observons  qtt*eBe 
poQl'ètiie  mise  soffê  la  forme 

oubfen  (!/'  — 9)  (î/*  — 36)  =  0. 

Cela  posé ,     1°  t/*  =  9  donne  t^  =  +  3. 
Faisant  dans  Téquation    yx  —  6  =  0,  .   .    .     y  =  3, 

6 

on  trouve  «  =  «  >    c'est-à-dire ,  .    .    .     a?  =  2. 

o 

Pareillement,  sil'on  pose y  =  — 3, 

il  en  résulte a?  =  —2. 

2»  y*  _  36  =  0,  ou  (y»  _  6)  (y'*  +  6)  =  0,  donne 

y=±  \/6et2/  =  ±  v/^rg;   . 

Reportant  ces  valeurs  dans  yx  —  6  =  0 ,  on  obtient  pour 
y^  4-  y/6,  a?=  +  v/6, 

î/  =  —  \/6,  a?  =  —  \/6, 

y  ==  -f-  \/  — 6,      a?  =  — \/  — 6, 
îl[  =  — \/  — 6,      aj=  +  \/^^^. 
On  a  donc  enfin ,  pour  les  12  solutions  des  équations  proposées , 
y=l,     l,l,-l,_l,_l,3,-3,v/6,— v/6,V^=^-v/^, 
«=  1.— 1.|      1,— 1,-|2,^2,  \/6,  — V«»~  \/^=^,  \/=6: 

et  pour  réquâtion  finale  en  Xy 

(x^if  [x+lf  (ft»»— 4)  («»-4)   (a?»— 6)  (a?'  +  6)  =  0. 

378.  Second  cas.  —  Les  coej£cients  des  deux  équations  ordonnées 
par  rapport  à  x  peuvent  renfermai  un  facteur  commun  fonction  de  y. 

Dans  ce  cas,  elles  sont  (n^  268)  indéterminées ,  en  ce  sens  que 
chacune  des  valeurs  de  y,  données  par  le  facteur  commun,  les  vérifie, 
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quelque  valeur  qu'on  y  substitue  d'ailleurs  pour  x.  Pour  faire  dispa- 
raître rindétermiDation ,  il  suffit  de  supprimer  le  facteur  commun,  et 
d'opérer  ensuite  sur  les  équations  résultantes. 
Soient  les  équations 

(y»^y)a?«  +  (y»  —  î/«)j?  +  t^*—  y»  —  y  +  l  =  0...  (1), 
{y"  -3y  ^  2)  x'  +  {y'  —  y)x^y'  +  2if  —  y  =  0. . .  (2) 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  (y  —  1)  est  facteur  commun  de  tous 
les  coefficients  de  (1)  et  de  (2);  ainsi,  y  =  1  les  vcriGe,  quelle  que 
soit  la  valeur  de  x.  Mais  si  l'on  supprime  ce  facteur,  il  vient 
ya?*+y*a:  +  y»  — 1  =  0, 
(y  —  2)aî»  +  yx  —y*  +  y  =  0, 
équations  sur  lesqudles  on  peut  opérer  comme  à  l'ordinaire. 

379.  Remarque  générale  sur  VéUmination.  —  Il  est  très-important 
de  décomposer,  lorsque  cela  est  possible,  les  équations  proposées 
en  facteurs,  quand  bien  même  ils  devraient  être  fonctions  de  â?  et 
de  y  à  la  fois.  Les  calculs  de  l'élimination  se  font  alors  trës-promp- 
tement. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  pu  mettre  les  proposées  sous  la 
forme 

(y^-6  )(a?»-.l)  =  0, 
(2aî  — 3y)  (a?»  — y')  =  0, 

équations  qui  reviennent  à  celles^i  : 

(yx^    6){x  —  i)(x+i)^0, 
{2x—3y)  (a?  —  y)(a?  +  y)  =  0. 

En  combinant  successivement  cbacun  des  trois  facteurs  de  la  pr^- 
mière  avec  cbacun  des  trois  facteurs  de  la  seconde,  on  obtiendra  netif 
systèmes  d'équations  dont  l'ensemble  pourra  remplacer  le  système 
proposé ,  et  qu'on  devra  traiter  successivement. 

Par  exemple,  en  combinant  les  trois  facteurs  de  la  première  équation 
avec  le  premier  facteur  de  la  seconde,  ce  qui  donne  les  systèmes 

y^  — 6  =  0    et    2a?  — 3y  =  0, 

oî— 1  =  0    et    2a?  — 3y  =  0, 

a? -H  1  =  0    et    2a?  — 3y  =  0, 

,           .          Jî/  =  2,      a?=3, 
on  trouve,  pour  le  prenuer,      j  •^ ^  ^ q. 

2 

pour  le  second, îf=ô»      a?=l; 

pour  le  troisième, y  =  —  ^,  a?  =  —  1. 
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Combinant  de  même  les  trois  facteurs  de  la  première  équation 
avec  le  second^  puis  avec  le  troisième  facteur  de  la  seconde»  on 
trouverait 

y=\/6,-V6,i,-i,     v=^,-x/=6;     1,-1, 

ce  qui  donnerait  ainsi  douze  solutions  différentes. 

Quant  aux  équations  finales  en  ^^  et  en  â;,  il  suffit,  pour  les  former^ 
de  rapprocher  les  facteurs  qui  correspondent  aux  valeurs  de  y  et  de  x. 

On  trouvera,  par  ce  moyen ,  les  deux  équations 

{»'-*)  (V  -  4)  (!^*- 36)  (î^-    1)'  =  0, 
{œ'  —9){x*—    1)'(«*  — 36)  =0. 

Ces  Aiêmes  équations  ne  pourraient  s'obtenir,  d*après  la  méthode 
ordinaire^  que  par  des  calculs  extrêmement  laborieux  (*). 

Si  Tune  des  équations  seulement  pouvait  être  décomposée  en  fac* 
tenrs,  il  suffirait  de  combiner  chacun  de  ces  facteurs  égalés  à  0,  avec 
l'autre  équation;  ce  qui  donnerait  autant  de  syHèmes  particuliers 
d'équations  auxquelles  on  appliquerait  la  méthode. 

N*  B.  La  remarque  précédente  sert  aussi  à  faire  voir  comment  on 
peut  former  à  priori  des  systèmes  d'équations  susceptibles  d'admettre 
des  solutions  données. 

Voici  de  nouveaux  exemples  d'élimination  : 

1*    «'+(%— l)aî'+.(V-2y—9)a?  +  î^— y»— 9y  +  9=0, 

««  —  2a?y  -f  1/'  -h  4a?  —  %  +  3  =  0; 

équaUonen  y y  (y  —  2)*  (j/»  — 1)  (t^— 3)  =  0, 

équation  en  \ a?"  (a?*  —  1)  (a?  +  3)  (a?  +  2)  =  Ol 

2»    j^+(2a?  +  2)i/'— a;'i/  +  7a^— 5f/— 2a?'+9a?'— 7a?— 6  =  0, 

j^ -h  3aî*  +  ilkri/ +  j^ -f  5a?— 2  =  0; 

équatùmenx.   .   (  a?  —   1)*  (4a?*— 1)  (a?  — 2)*=  0, 
iquationenY.   .  (4t/-25)  (  y  +  2)  (y +  3)  (y  +  5)  =  0. 
3^    a?*— 2a?y  4-y"— 4a?+ 4^  + 3  =  0, 

a?»  —  2a?y  +  2/'  —  6a?  +  6y  +  8  ==  0; 
Jquations  incompatibles, 
^    a?»  +  2a?i/  +  2/*  — 10i/-10i/  +  2i  =  0, 

a»— 2a?2/-fy'-f-    6x -^    6y  +    5=0; 
éguationenj  ....  (y  —  4)' (y  —  2)  (i^— 6)  =  0, 
équation  en  X  .   .   .   .  (a?— l)'(a?  —  3)  (a?  +  1)  ««  0. 

(*)  Voyex,  ponr  la  décomposition  des  polynômes,  la  seconde  partie  do  la  noie 
placée  à  la  fin  de  ce  chapitre. 
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NOTE  PREMIÈRE- 

SUR  L»  ^OI^TNOHES  RATlOmEtS  ET  EiniEHS. 


PREBflÈRE  PARTIE. 

Démmsiraiion  du  théorème  énmeé  n?  2W  (*). 

J^polf/nome  prmier  P  (nMÎMuifl  et  wtim),  gm  dmmjUim(bimtdiÊipr(timi 
Ax  B  de  deux  aukt$  polp»mu^  tvJljùmitii^tJSUÊi/Ên,  dmt  ninrwmrfmmt  ÉMwr 
twk  de  cet  polynômes. 

Ce  théorème  général  repose  sur  plosieuni  antres  propositions  qui  A*en>  «mi  911 
des  cas  particuliers,  et  que  pous  allons  démontrer  successivement. 

1.  Premxbr  cas.  — '  Soient  P  un  nombre  premier,  A.  un  nombre  entier  queloonr 
que,  B  un  polynôme  rationselet  entier,  mais  dépendant  d*une seule  lettre  Oyt'esi' 
à-dire  Id  q«e  Ton  ait 

B  =s  aan  +  6a»^'  +  ca»— *  +  . . . .  +*a+ 1/ 

{a,h,e,  .....  t,t,  étant  des  ooodures entien  qqeloopyi pnMjlîfs jOH 
Gonunele  produit  A  X  B  derient  alors 

Aa.a»  +  A6.a»^'  -f-  Aca»— '  -|-  .. . .  4- Af.A4*Al, 

et  qua  P  dixise  9  par  b^^Kèse ,  ce  psodnit,  il  s*ensmt  nécessaiEement  (n*  W)  qas 
P  doit  dÎTÎseT  cluQun  des  coefficients  Aa>  àJb,  Ae,  ,,.A*,  At;  dooc  il{M(iiriA- 
mitique^  n^  133]  que  P  divise  À,  ou  bien  chacun  des  nombffs  q,1,c,  ...  «,A 
et  par  conséquent  B. 

D*où  Ton  peut  conclure  que  7ot»l  nombre  premier  P,  qui  divise  exactement  U 
produit  A  X  B  <{«  dmr  pumtitée  dont  fune  A  est  un  nombre  entier  quetemtfm, 
et  tmtre  B  unpotifnom»  ratiçimslti  mtier  d^enàtmii  éfnine.9eumhitr^Ur^ 
diviser  A  ou  B. 

2.  Sbgord  cas.  —  Soient  P  un  nombre  pmmier »  A  et  B  deux  poJfiiomeM^tMB' 
nels  et  entiers  dépendant  de  la  seule  lettre  a ,  c*eslpà-dire  tels  que  Ton  ait 

A  =  aa»  +  Ja»— '  -f-  ea.^*''^  -f-  . . . .  -|-  la  +  <, 

B  =a'a»'+  fc'a»'-'  + +  «'a^-  f; 

(«#  b,e,  ,,•  s,  t,  a',  b',(f,  ...«',  t,  étant  des  nombres  entiers). 
Désignons  par  A'  Tensemble  des  termes  de  A,  dont  les  coefficients  renfimnan 


M 


(*>€•«•  àhnmstmtkmmitimkm^kfmmn d*  fomef^wastamu  itOmhàwêkVi 
FolytechniqiM. 
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le  ^•ctent  P,  e^pn  A'/  IHnMnMftioi  lennef  «ballet  cdeflidîenM  le  fotu  fiai  div»» 
sîbles  par  P;  il  en  résalte 

iMdkit  êê  teêméVet  V  terémix^Tties'dd'B,  doûtrcmo  a  tous  ses  coefficients 
'ditisilileB^  et  ftiftre'Sercoeffidedttf  iiôd  divisibles  j^ar  P  ;  on  a  aussi 

B=B'+Ç'...(2). 

.llnUipIiaiit  rime  par  r«mre  les  égalilés  (1  )  ei  (2),'ei  obtient 

A»  =  A'  B'  -f  A'B-  +  A'B'  +  A*' B'  . . .  13). 

Cela  posé,  puisque,  par  hypothèse,  P  divise  chacun  des  coefficients  de  A'  et  de 
%',  il  s'ensuit  quelP  divise  les  trois  premières  parties  du  second  membre  de  léga- 
lité (3)  ;  donc,  pour  que  P  divise  le  produit  AB ,  il  faut  nécessairement  qu'il  divise  la 
quatrième  partie  A'  B*.  Or,  je  dis  que  cette  dernière  division  est  impossible;  car 
désignons  p&r  kac,  It'a/,  les  deux  tecmes  de  A'  et  de  B',  aifectés  du  plus  haut 
exposant  de  a;  comme  leur  produit  iUb'.a''+'^  ne  peut  se  réduire  avec  les  autres 
produits  partiels  qui  entrent  dans  A'  B',  il  faut  nécessairement  (n»  30),  pour  que 
T  divise  A'  B',  qull  divise  Itk'^  ce  qui  est  absurde ^  puisque  le  nombre  P  ne  divise 
ni  h  oi  h'. 

Le  seul  moyen  de  faire  cesser  Tabsurdité  est  de  supposer  A'  ou  B'  égal  à  0;  et 
alorsytous  les  termes  de  A  ou  de3  étant  divisibles  par  P ,  il  s'ensuit  que  A  ou  B 
doit  être  divisible  par  P,  pour  que  A  X  B  sôit  lui-même  divisible  par  P. 

Donc  Toui  nombre  premier  V^  qui  divise  exactement  le  produit  A  X  B  (2e  deux 
polynômes  ratûmiiels  et  entiers/doit  diviser  tous  les  coefficients  de  Tim  de  ces  poly^ 
nomes,  et  par  conséquent  cepolj/nome, 

3.  l^oitfiiMB  CAS.  —  Soient' A  un  nombre  entier  qu^onque,  B  un  polynôme 
rationnel  et  entier,  dépendant  de  la  seule  lettre  a,  P  un  polynôme  premier,  de 
même  nature  que  B. 

Puisque,  pai*  hypoâiése,  l«  produit  A  X  B  est  divisible  par  P,  on  a  l'égalité 

AX»  =  P  XQ...(1) 

A  étam.^ns  qmilUé^nlièfe ,^■utlél^«6  ^  t)g^rft|«4. 

Décomposons  le  nombre  A,  dans  ses  facteurs  premiers  ;  et  soit 

j^^f-f^r rw 

(planeoTS  de  ces  fitctenrs  pouvant  itre  égaux);  l'égalité  (I  )  devient 

/'.^./•..../P')v»«*PXQ...(2); 
ëvh,  dhitant  lés  ieaX  tteahttf  ftf  f. 

Or,  le  premier  membre  de  celle-ci  étant  une  quantité  ratiotinelté  et  entière ,  il  doit 
en  être  de  même  du  setèikd  «odÉlro;  ikhi^feu  un  nombre  premier  qui  ne  peut 
divîMi  P,  {MUisqcft  Prett  prttnieri  dùlic»,  «n  ? ett»  da  seoosd  om^  /'doit: diviser  Q 
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et  Ton  a  Q  ==  ^  X  Q'  (Q*  ^tank  une  qaanUté  eatière);  d*où,  substituant  dans  Téga- 
lité  (2),  et  divisant  par  f, 

rr-..-r(«).B=pxQ'...(3). 

Raisonnant  sur  celte  égalité  comme  sur  Tégalilé  (2),  on  reconnaîtra  de  même  qoo 
Q'  =  /^  X  Q'  (Q*  étant  une  quantité  entière);  d*oû,  substituant  dans  (3)  et  divi-« 
santpar /*, 

r.r...f{n).  B=PXQ'...(4); 
et  ainsi  de  suite.  Done,  après  avoir  supprimé  successivement  tous'  les  facteon 
f,f,f  ...  ((n),  on  parviendra  enfin  à  une  égalité  de  la  tonne 

B  =  PXQ(»+»), 
Q  ('>+^)  étant  une  quantité  entière ,  numérique  ou  algébrique;  ce  qui  démontre  qoo 
B  est  divisible  par  P. 

Ainsi,  Tout  polynôme  premier  (rationnel  et  entier)  dépendant  d^une  $euU  httt 
a ,  qui  divise  exactement  le  produit  d^un  nombre  entier  quelconque  A,  par  un  poly* 
nome  rationnel  et  entier  B  dépendant  de  là  même  lettre  a,  doit  diviser  ce  dernier 
polynôme. 

4.  Quatrième  cas.  —  Soient  A,  B ,  deux  polynômes  rationnels  et  entiers,  dé- 
pendant d  une  seule  lettre  a ,  et  P  un  polynôme  premier  de  même  nature. 

Supposons  que  A  ne  soit  pas  divisible  par  P,  et  admettons  d'ailleurs  que  A  soit 
de  degré  plus  élevé  que  P;  divisons  alors  A  par  P,  en  poussant  la  division  jusqu'à 
ce  qu'on  parvienne  à  un  reste  de  degré  moindre  que  P.  Mais,  afin  d'obtenir  aa 
quotient  des  coefficients  entiers,  multiplions  d'abord  A  par  un  nombre  convenable 
m  (ce  nombre  a  généralement  pour  valeur  le  multiple  le  plus  simple  des  dénomina- 
teurs des  coefficients  fractionnaires  auxquels  on  serait  conduit  si  Ton  n'effectnait 
pas  cette  préparation).  Désignons  enfin  par  Q  le  quotient  de  la  division^  et  par  B  le 
reste;  nous  aurons  l'égalité 

m.A=PxQ"f-R....  (I) 

(R  doit  être  supposé  diffiîrent  de  0;  car  autrement  il  s'ensuivrait  que  P  diviserait 
m.  A,  et  par  conséquent  A^  en  vertu  du  3*  cas,  ce  qui  serait  contre  la  supposilioa 
ci-dessus). 

Cela  posé,  multiplions  par  B,  et  divisons  par  P  les  deux  membres  de  l'égalité  (1); 
il  vient 

Or, p  devant,  par  hypothèse,  diviser  A  X  B,  et  par  conséquent  m. A  X  B,  il 
faut  nécessairement  que  P  divise  aussi  B  X  R;  et  si  R  est  un  nombre  entier  quel- 
conque, la  proposition  est  démontrée,  puisque  P,  divisant  B  X  R|  doit  diviser B^ 
en  vertu  du  3*^  cas. 

Mais  supposons  que  R  soit  dépendant  de  a,  et  divisons  P  par  R,  après  avoir 
toutefois  introduit  dans  P  un  facteur  numérique  m'  propre  à  donner  au  quotient  des 
eoefficienis  entiers;  il  vient  encore 

m'.P=R  X  Q'H-R'....(2) 
(R'  doit  être  différent  de  0;  car  si  l'on  avait  R'  s  0,  il  s'ensuivrait  que  R  diviserait 
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fli'.P,  etpar  conséquent,  que  tous  les  facteurs  premiers  algébriques  de  R  diviseraieDt 
P,  ce  qoi  est  impossible,  puisque  P  est  premier). 
Multiplions  par  B  et  divisons  par  P  les  deux  membres  de  Tégalité  (2);  il  vient 

,    ^       BxRXQ'BxR' 
-•»= P +  -p-^ 

égab'té  qui  prouve  que  la  divisibilité  de  B  X  R  par  P  entraîne  celle  de  B  X  R'  par 
P.  Si  R'  est  indépendant  de  a,  la  proposition  est  démontrée,  puisque  P,  divisant 
B  X  R' ,  doit  diviser  B,  d'après  le  3«  cas. 

Mais  supposons  R'  dépendant  de  a,  et  continuons  de  diviser  P  par  R',  par  R' .  « . . , 
et  ainsi  de  suite;  nous  parviendrons  bientôt  à  un  reste  R  ('>)  indépendant  de  a,  et 
td  que  B  X  R  ('*)  sera  divbible  par  P.  Donc  enfin  B  lui-même  est  divisible  par  P. 

(Dans  le  cas  où  Ton  aurait  P  de  degré  plus  élevé  que  A,  on  diviserait  P  par  A, 
puis  P  par  R,  R',  R',  et  les  raisonnements  seraient  absolument  les  mêmes.) 

Ainsi  y  Lorsqu'un  polynôme  premier  P  (rationnel  et  entier),  dépendant  d'une  seule 
kUre  a  ,  divise  exactement  te  produit  A  X  ^  de  deux  polynômes  rationnels  et 
entiers  qui  ne  dépendent  que  de  la  même  lettre  a,  on  peut  conclure  que  P  divise 
exactement  A  01»  B. 

6.  Il  est  maintenant  bien  facile  de  généraliser  la  proposition;  car,  en  supposant 
que  les  trois  polynômes  A,  B,  P,  paissent  renfermer  les  deux  lettres  a,  €,  on  aura 
quatre  nouveaux  cas  à  considérer ,  savoir  : 

1*  P  un  nombre  premier,  ou  un  polynôme  premier  dépendant  de  la  seule 
lettre  a  ;  A  un  nombre  enUer  quelconque  ou  un  polynôme  rationnel  et  entier  dé- 
pendant de  la  seule  lettre  a;  B  un  polynôme  rationnel  et  entier  renfermant  les  deos 
lettres  a,  6; 

2*  P  un  nombre  premier  ou  un  polynôme  premier  dépendant  d*une  seule  lettre 
a  ;  A,  B,  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  renfermant  les  deux  lettres  a ,  €; 

3*  A  un  nombre  entier  quelconque  ou  un  polynôme  rationnel  et  entier  dépen- 
dant d*une  seule  lettre  a;  B,  P,  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  renfermant 
les  deux  lettres  a,  ^,  mais  P  un  polynôme  premier; 

4*  Enfin ,  A ,  B^  P ,  trois  polynômes  renfermant  les  deux  lettres  a,  €,  mais  P  un 
polynôme  premier. 

Si  Ton  applique  à  cbacune  de  ces  hypotbèses  des  raisonnements  analogues  à 
eeox  qui  ont  été  établis  n**  1 ,  2 , 3 ,  4,  on  parviendra  à  cette  nouvelle  proposition, 
qoe  Tout  polynôme  premier  V  (rationnel  et  entier)  dépendant  de  deux  lettres  a,^, 
qm  divise  le  produit  A  X  B  <^e  deux  polynômes  renfermant  les  deux  mêmes  lettres , 
divise  nécessairement  Vun  des  polynômes, 

La  proposition  étant  reconnue  vraie  dans  le  cas  de  deux  lettres,  on  peut  ensuite 
retendre  au  cas  de  trois,  quatre,  etc.,  lettres;  donc  elle  est  vraie  généralement. 

6.  On  en  déduit  Immédiatement,  1»  que  Tout  polynôme  premier  P  qui  divise 
A*,  (totï  diviser  A,  puisque  Ton  a  A'  =x  A  X  A,  De  même,  P  ne  peut  diviser 
A*,  A*,  ....  A"»,  sans  diviser  A.  "  « 

2*  Que,  Si  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  AetB  sont  premiers  entre  eux, 
d  en  est  de  même  de  leurs  puissances  A«*  et  B";  car  tout  facteur  premier,  commun 
à  A«  et  B",  devrait  aussi  diviser  A  cl  B,  ce  qui  serait  contre  l'hypothèse. 

21. 
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7.  En  rëflëchissant  vfx  Ii  ptoposition  principale  et  sur  tontes  celles  qnj  < 
tnent  la  théorie  du  pins  grand  commun  diviseur. entre  deux  polynômes  rationnels  # 
entiers,  on  peut  remarquer  qu'elles  ne  supposent  que  les  quatre  premières  opéra- 
tions de  Valgèbre.  Ainsi,  nous  aurions  pu,  à  la  rigueur,  placer  cette  théorie  tout 
entière  dans  le  premier  «kapître,  ce  qui  eût  sniditlé  plus  naturel  ;  mais  les  raisonne» 
ments  étant  d'une  nature  trep  abstraite  pcrtr  des  commençants,  il  nous  a  paru  pré- 
férable de  la  renvoyer  au  chapitre  où  l'on  en  fait  un  plus  fréquent  usage. 


SSCONfiE  PARTJK.' 

Clairanlt  est  le  seul  auteur  qui,  dms  ses  ISfêw^em  éfMfêbte,  Hirtrtlté  eette 
question;  mais  sa  mMiode,  peu  coumMiide  Satm  ta  pratique,  trVJSt  pas  assez  généilfle. 
Celle  que  nous  allons  exposer  a  l'avantage  de  s'appKquer  à  cctrte  espèce  de  polynô- 
mes rationnels  et  entiers,  et  se  lie  d'ailleurs  immédiatement  à  la  mé^ode  desradliei 
commensurables  des  équations  ttuméilqaeB. 

Nous  démontrerons,  avant  tout,  un  ivèttteau  prindpe  sur  leqtAf  É<Mtt  iiorodrà 
nous  appuyer. 

a  On  a  vu  (a«  237)  que ,  toutes  les  Tds  qu*une  fcmst^  ekUm  dgâb  peut  être 
rendue  tmUe  par  une  taleur  qtetttottque  â?  ïas  d^  lé  binôme  (x  — >•  jn)  est  mr  9Mmit 
Mlatif  du  poly home^  propesé. 

Soit  maintenant  X  un  polynôme  rationnel  et  entier  de  la  forme 

Aa^-|-Ba;'»-»-hû»"-^4-  - -J-Mar  +  N, 

A,  B, €«.... .  M^  N) étant  d«sfiiiiiitiMsetttiè»es»  nMMqvei-Mi^iâ^éMqM; 

et  admettons  qu'une  valeur  rationnelle,  mais  fractionnaire^  • .  «  ss  ~  (qu'on  peut 

waj»otiisuppo#e»^>Wêtfuétîlile),jcKrtlSfr  dëlàiHféprtété^dé^féndfe'^klIépéflyiMiii^X. 
Je  dis  que  ee polynôme  est  austi  exactement  divisible  par  {iôx  —  a),  IcPUicftiMttlHl 
étffist  pris  Ici  tfans  le  Mns  de  la  dit isièn  àlgébrfque  or£ttâire'(tt^  280). 

En  effBt,  il  résulté  d'abord  deice  <ittia  été  dit.n^'l^,  ï]fQè1«fEké^4e1tf  ém- 

sioft  4e  X  par /i» -^  I  V '«it  «ùMs»«t  4«a^  à 
en  sorte  que,  si  l'on  appelle  Q  ce  quotient,  on  a 
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Q  étant  on  polynoiM.dè^iM6Mti«UMii«t ,  mm  dont  kras  IwdéBMuiMteaiB  font 
fiictears  de  €«•— '. 

Cela  posé,  mnltiplioiu'  les  deoz  membres  de  Tégalité  (1)  par  €»*/  il  vient 
X  *  €«  S3,  (6r  — ,  <»)  .Q .  5»-i%  et  il  est-évident  que  Q .  &»-'  peut  être  considéré 

X    6 

eomme  nn  polynôme  rationnel  et  entier,  ainsi  que  sa  valeur  — ^— i.  Mais  êa? a 

Ça?-—» 

aét'«i'pol}neiie<premaMr^i  fte.p^t4inë»  io  fticteiHr  €*•,  fuisque  ce^êieteiii «st 

ind4pMdait4e  «;d(MMy(iio<p,A«  3}  X  ku-néme  «si  4ivisible  par  ^^  a ,  et  Ton  a 

^=^(fe-a)Q'...t2), 

Q'  étant  un  polynôme  rationnel  et  entier. .  •  •  C«f.  /.  d 

i^.  B.  Comme  ré^âlhé  tl)*re>tent'à  X  i±:t€a?  ^  <1)  2,  on  n<)iient,  en  la  corn* 

o 

payant  aVétffégatitr^, 

ce  qui  démontre  que  le  quotient  Q,  <|ïie  noW  avions  dît  être  de  fotme  fr'aelfonÉalfé, 
se  réduit  lui-même  à  nn  polynôme  entier  et  tel  que  6  est  facteur  commun  à  tous 
ses  coefficients. 

C*est  sur  ce  principe  que  é^aptidie  ia  détenninaiSoV  des  fiictèurs  du  premier 
^tté.de'la  fortt6'(mâ?4^ii>  pour  tes^éfuàlîol»  mtÉiériqncs  (tieyeii  les^ej^ocliles 
tollés  n*  320). 

'^•9êÊM0È  MIMBimêltlà  fo  N«lMf0h#4esJft(eteitirs,pîettiei8€n»  pclya^ne  ra- 
■  tpMttiéf  M  MtlAP. 

Considérons,  en  premier  lien,  un  pdlyiMlM  4è  ta  forme 

a«-f:~Pa»-ii  +  (Ja»i-^>....  +ïa  +  U....  (1), 

F^4Î»- . . .  T^ I^désigM»! d*^iBanlilé#al«ébriqaes «ntiàves. 
Il  êHtfMàtf'Àé^élmMMs^  iémipwi ralntli*  3iS,jqu*aaaQiie  «s^efisidn.r». 

tionnelle  finclionnaire  ^  (qu'on  peut  toujours  supposer  irréductible),  substituée  i  la 

place  de  a,  utpéétf^ûâHtfHtm^f^fmÊmfnffmé, 
'^^p<AblriMien  éffbl  qt^^ir^iÉie  (Kv»ir 

si  Ton^nnltipUç  pat  €<**—',  et  qu'oïti^^'olé'tons'lc^  termes  à  f  exception  ^1^1?^ 
mier,il  vient 


,  .*iTtt@»^*-— ^  W«^» 


égalité  évidemment  âbsmttfe;  dair  îeKfeéoàfl  iktehftftfe^i»  jWjiiWÉ»  latWiiiélfJ* 
entier,  tandis  que  le  prettiiër  m  éÉmitkntmiaàfinlMotkti^^  ^é^'^^). 
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Soit,  en  second  lien,  un  polynôme  rationnel  et  entier,  tel  qao 
Aa« -I- Bo'»--»  + +Ma-|-N. 

n' 

Égalons  ce  polynôme  à  0,  et  posons  (n*  265)  a = -j;  on  trouve,  après  la  di^aritioa 

des  dénominateurs , 

a»  +  B.  a'«— »  +  C.  A.  a«-«  +  I>.  A*.  a«-»  +. . . .  N.  A«->=0, 
équation  dont  le  premier  membre  est  de  même  forme  que  le  polynôme  (1)  et  qui, 
si  elle  admet  des  valeurs  rationnelles  pour  a',  ne  peut  en  admettre  que  d*enlt^ref. 

Désignons  par  p,  p\  p',. ..  les  différentes  racines  entières  de  cette  équation;  les 
racines  correspondantes  de  Téquation  ^ 

Ao^  +  Ba«-»  +....+  Ma  +  N  =  0, 

seront  7 ,  7-,  "r-  •  • . . .  Or,  parmi  celles-ci ,  les  unes  peuvent  être  entières  et  re- 
A    A  A 

6    & 

présentées  par  a,  a', les  autres  fractionnaires  et  exprimées  par  —,  -v,  • .  • 

T   ï 
(6  et  Y  t  ^'  c^  t'>  *  •  •  ^^^^  premiers  entre  eux). 

Par  conséquent,  les  diviseurs  rationnels  et  entiers  du  1*'  degré  par  rapport  &  a, 
du  polynôme  proposé,  seront 

a^^ŒfQ — (x',.***^t  ^a— 6,  T'a-^ô' 

n  suit  de  là  que  la  recherche  des  diviseurs  entiers  du  l^*  degré,  par  rapporta 
Tune  des  lettres  qui  entrent  dans  un  polynôme  donné,  est  ramenée  à  la  recherche  des 
facteurs  de  la  forme  a  —  K,  K  étant  une  quantité  entière,  positive  on  négative, 
numérique  ou  algébrique;  et  pour  obtenir  ces  facteurs,  il  suffit  de  savoir  résoodif 
en  quantités  entières  une  équation  de  la  forme 

om  +  Pa'»-»  +Qa«-»+....-|.Ta+U=30, 
P,  Q, . . . .  T,  U,  étant  des  quantités  algébriques  entières. 

La  méthode  établie  (n«  320)  pour  résoudre  en  nombres  entiers  une  équation  numé- 
rique de  même  forme,  est  applicable  en  tons  pointa  i  la  question  dont  noos  nous 
occupons  ici.  Il  suffit  donc  de  se  reporter  à  ce  numéro,  pour  se  former  une  idée  de  U 
marche  qu'il  faut  suivre  à  Tégard  d*un  polynôme  rationnel  et  entier,  quelque  ceob- 
pliqué  qu'il  soit.  Nous  nous  bornerons  à  quelques  remarques  générales. 

10.  Première  remarque.  —  L'application  de  la  méthode  supposant  que  le  deniieff 
terme  du  polynôme  ordonné  est  décomposé  dans  ses  facteurs  premiers,  il  semble  ai 
premier  abord  qu'on  soit  conduit  à  unepétitioH  de  principe;  mais  observons,  !•  que 
ce  dernier  terme  est  plus  simple  que  le  polynôme  proposé;  2*  que,  dans  tons  les  eaSg 
il  renferme  une  lettre  de  moins  que  ce  polynôme. 

Ainsi  d'abord,  quand  le  polynôme  ne  renferme  qu'une  eeule  lettre,  le  dernier 
terme  est  numérique;  et  l'on  sait  déjà  trouver  tons  les  diviseurs  d'un  nombre. 

Si  le  polynôme  renferme  deux  lettres,  et  qu'on  l'ordonne  par  rapport  k  Yuuê 
d'elles,  le  dernier  terme  n'est  plus  fonction  que  d'une  seule  lettre;  et  Von  êsl  censé 
savoir  déterminer  tous  les  diviseurs  entiers  d'un  polynôme  d'una  seule  lettre. 

Si  le  polynôme  renferme  irois  lettres,  le  dernier  terme  n'en  renferme  que  deux; 
et  ainsi  de  suite. 
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11.  Seconde  remarque,  -—  Lorsqae,  dans  le  polynôme  proposé ,  le  coefficient  de 
la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  principale  est  différent  de  Tunité,  comme  il  faut 
lYoir  recours  à  la  transformation  du  n*^  265 ,  pour  rendre  ce  coefficient  égal  à  1 ,  et 
que  celle  opération  donne  Heu ,  en  général,  à  de  noureaux  coefficients  très-compli- 
qués, il  convient  d'appliquer  d'abord  la  méthode  au  polynôme  lui-même,  de  la 
manière  indiquée  n**  324.  Par  ce  moyen,  on  obtient  tous  les  facteurs  premiers  de 
la  forme  (a — a);  après  quoi  Ton  divise  le  polynôme  proposé  par  le  produit  de  tous  ces 
facteurs,  et  la  question  se  réduit  à  déterminer  tous  les  facteurs,  tels  que  ('X<^-— ^)y  du 
polynôme-  quolien  t. 

12.  Troisième  remarque.  —  Dans  la  même  circonstance,  il  convient  encore  de 
l'assurer  si  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  la  lettre  principale  n'auraient 
pas  un  commun  diviseur  {n?  247),  parce  que,  s'il  en  existait  un,  on  le  supprimerai! 
et  l'on  opérerait  ensuite  sur  le  polynôme  résultant  de  cette  suppression. 

Le  facteur  supprimé  pourrait  lui-même  être  un  polynôme  décomposable,  et  ses 
fadeurs  premiers  seraient  les  facteurs  indépendants  de  la  lettre  principale. 

13.  Quatrième  et  dernière  remarque.  —  Toutes  les  fois  que  le  dernier  terme 
renferme  comme  facteurs  des  monômes  littéraux ,  tels  que  h,b'*,.. .,  c,  e', . . .  •  il 
est  plus  simple  de  substituer  immédiatement  ces  quantités  prises  avec  le  signe  -|-, 
pois  avec  le  signe  — ,  dans  le  polynôme,  pai^ce  que  le  résultat  de  cette  substitution 
est  un  polynôme  tout  développé. 

Celles  de  ces  quantités  qui  jouissent  de  la  propriété  de  rendre  nul  le  polynôme  sont 
reconnues  racines.  C'est  la  même  règle  que  pour  -|*  ^  ®t  '~-'  ^  P^r  rapport  aux 
éqnations  numériques. 
'  Les  exemples  Baivants  éclairciront  ces  différentes  remarques. 

1^  EXEMPLE. 

14.  2a*  +  a^6 -h  a»  6« -f- «fr*  —  6*. 
Égalons  ce  polynôme  à  0,  après  l'avoir  ordonné  ;  il  vient 

2a*  +  ^»  +  6 V  +  ^a  —  fc*  =  0 . . . .  (  1  ). 

Conformément  h  la  remarque  du  n'  11,  cherchons  d'abord  les  dÎTisenii  Ids 
que  a  —  a. 

Or,  les  diviseurs  de  &*  étant  h,  l!^,  h^,  6*,  il  faudrait  essayer  ces  diviseurs  tant 
avec  le  signe  -f*  qa*avec  le  signe  — ,  et,  pour  cela,  les  substituer  au  lieu  de  a  dans 
Téquation  (1);  mais,  comme  le  polynôme  proposé  est  homogène  {Alg.,  n^  U),  il  est 
évident  que  V,  substitué  à  la  place  de  a,  donnerait  pour  2a*  un  terme  de  plus  haut 
degré  que  tous  les  autres,  et  qui,  par  conséquent,  ne  pourrait  être  détruit.  Même 
raisonnement  par  rapport  à  b^  et  6*.  Ainsi,  l'on  ne  doit  essayer  que  les  divi- 
seurs -{-h  e%  —  6. 

Or,  le  dernier  jseul  donne,  par  sa  substitution  j 

26*  —6*  +  6*  —  6*  —  6*  =  0; 

done  — -  &  est  racine  de  l'équation,  et  par  conséquent  a  —  (  —  2)  on  (a  -|*  4  Mt 
diviseur  du  polynôme  proposé. 
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DÎTiMnt  66  polpome  par  a  -|-  ( ,  et  égalant  le  quotient  i  0 ,  on  trauve 
Êai—  toi  4^  2P«— .*»««. . .  {ty 

Ob  poonait!  aatoaUemoni  laire  dôparahm  le  taeScient  de**  ^  «n-  ponst  «-  sk  <^ , 

pois  opérer  snr  Véquation  résultante  comme  sur  la  proposée;  mais  si  Ton  rapproche 
le  1«'  et  le  3^  terme ,  le  2*  et  le  4*,  de  Téqnalion  (2)^  on.  reconnaît  çn'elle  revient  à 

U  <«»  +  *^-r*  ^-^i^^O^m  {U'^h)  {^^¥^0. 

Donc  enfin  le  pol  jnome  proposé  est  égal  à 

eft^^âsiiM  ini»  fiMtetivADi-pnmier^legréM'Wilketear  ds  seeond'degré. 

15.  Dans  œt  exemple,  «omme 'dans  teui^en  «i le  polynôme  est  komojfine€t 
•UBposédeiiBtKV  lettres  senlemant,  on  peut nmener la  TésolntitMi^  de  IMtpntioB  i 
celle  d*aBe<^mlnHi'«iiméri<fM. 

Mt ,  «n  «fét ,  r^çitlian  f^âérafo 

.A,£,  €|.« , .  M,  N ,  étant  des  MoAni  entieii. 

a 
Si  l'on  pose  ^=:x,  d*où  a  =  bâp>  il  vient 

Aï»  a?»  +  Bfcw  ««-I  +  O  a;*-^>  +  . . .  +  H^  «  +  NJ«  =  0, 

ou  supprimant,  pour  lanAment,  le  iaolamr  l^, 

A^w  -f- B«»— '  +  C«»»-> -|-...+  Ma?4-N  =  0, 

équation  numérique  qu'il  ne  8*agit  plus  que  de  résoudre  en  nombres  commensora- 
^  bles.  Ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  relation  a^hx,  donneront  les  valeon 
de  a  correspondantes ,  et,  par  suite,  les  diviseurs  de  la  forme  a  —  a ,  ou  f  a  — >  ê. 
Ainsi ,  soit  fait  dans  rétpartinn  (1  }.iii  n*  1 4  v  «  «si^  ;  il  t^nK 

hiLeiMtèoti eBtte!piittUfaèM6  étaat  égidé  à  sélo  et  soonls  i  la  méthode  d«sn- 
cinescommensurables,  on  trouve  les  deux  facteurs  (a;+1),  (2â?—  I),  el,<pcrsuiie, 
to«iaclaT.<kg»H-- i  )^ ^^  jÉsbatitaisit dmi  f éqmfiw  ffl  «t 'WapliciMi  «r  pirsa 
wlflai  tyéa*4É  toviialiMas  m  tev 

^(a  +T5)(2tf-B)  a»  +'^  =  0. 

3"  BZKMPIS. 

16.  0*  —  (5  +  e)  a'  —  (&»~.8it).«'4<^'-^e  — i#>)  *r*^^H^&M«»0. 

Le  dernier  terme  —  â'^^èV-refitRli^'d  (»**■&  4*  g);  ce  qui  donne,  pour  Ici 
dÎTiieurs  siipples^ 

J*  «>  — "  6  +  c>  &  —  c^  —  O  —  &. 
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Ot  ne  doit  d^ailleins  essayer, q^«  «es  diviseors,  pniiqjae  le  polssuomeest  hono- 
gène;  car  b^  on  he,  par  exemple,  mis  à  la  place  de  a  dans  ré^uation,  donnerait 
Ifi  on  &V>  quantité  â*tm  degré  sapérieni'  à  tdûtes  les  stitres,  ^et  qui,  par  consé- 
qaçnt,  ne  pourtôit'pas  êtte  détrmte. 

En  faipaM  fioçonMiTeipAeBt  A  3=;  ^>  «-*t  <&»  «y-«  cw^oDifecMUMU  que  fr  jenl  vérilM 
l'équation.  Ainsi  déjà  (a — h)  est  un  des  diviseurs  cherchés. 

D  reste  maintenant  à  appliquer  la  méthode  du  n**  320  aux  deux  facteurs 
^'h  +  e^hmm^ 

+  6?(î..... —  6'c 

—6»— 6c  » 

+  26  » 

+  6  T—  c  » 

—il.  » 

ConsidéMil  iildwvâ"l«^4tolwtt>f  «-^è  4^»).  Apvèvatoir  divisé  le^  denier  terme 
par  ce  facteur,  ce  qui  donne  +  6'c  pour  quotieni,  «b  lyoute  à  ce  quotient  le  coef- 
ficient de  a',  et  Ton  obtient  pour  somme,  6^  —  6c'. 

DfdWttt'ft*  —  *^c pat — 5  -f-  c,  on  a  pour  nouveau  quotient,  —  6'  —  he,  qui, 
a|^té  an^coéSteietit  4e  a\  Renfle ,  pour  somme , 

Divisant  —  26'  +  26c  par  — h-^e,  on  obtient  -f-  2&#  quotient  qoi,  igoaté  «a 
coefficient  de  a^,  donne ,  pour  somme, 

Divisant  enfin  +  6  —  e  par  —  6  +  c,  on  trouve,  pour  quotient,  —  1.  Donc 
•—  6  +  c  est  racine. 

En  appliquant  la  mélliode  As  fécond  diviM»t<6 -*>««>,  on  «blient,  pour  la  pre- 
mière somme,  b^  —  26'c  —  6c',  quantité  qui  n'est  pas  divisible  par  6  —  c.  Ainsi 
ff  —  a  doit  être  rejeté. 

Il  tésulte  de  là  que  lés  seulf  diviseurs  entiers ,  et  du  premier  degré ,  du  polynôme 
ptop<Aé,  iont  [a  <^— ^)  et  (a  +  6  -^  e).  Divisant  ce  polynôme  par  le  produit  (a  -*  6) 
(a  +  6  —  c)  ou  a'  —  oc  —  6'  4-  6c,  on  a  pour  quotient,  a^  •—  6a  +  6c. 

Ainsi,  l6fd))tioi&e  propoàé  tetient  à 

(a  —  6)  (a -l-i  —  c)  («»— 6a  +  6c). 

3«  VXBMPUt. 

17.         2a*  +  (&  +  3c)  a»  — (76*  —  26»  —  V^  a«— '2  (ft«  +  3)^ç)a 

-I-  66*  —  Wfr — W^  si'Û. . .  (!)• 
l«:dertriei!  Uftm»  reUtalà  W  fl6*  «^f^  •^i6');^lr  j  il  ^nrfsé^dn«ek>iniaitre 
que  ITiypoihéseJ  ws  0,  rend  nul  le  facteur  entsç  parenthèse»;  donc  at  ém»&terK0 
est  divisible  par  6  —  e,  et  Von  trouve 

.66*  ^46»»— .atV.*»  2t?i6-^#)*(a6r  -f*). 
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Eo  appliquant  la  méihode  à  chacun  des  divîseon  simplei 

6,6—  c,  36+c,  —  35  —  c,  —  6-l-c,  —  ft# 
oa  26,  2(6  —  c) ,  2(36  +  c) ,  —  2(36  +  c),  —  2(6— c),  —26 , 

ûù  reconnaît  que (6  —  e)  seul  satisfait  i  toutes  les  conditions.  Ainsi,  Ton  a 
a  =  6  —  c ,  d'où  a  —  6  -|-  c  =  0. 
Divisant  le  polynôme  proposé  par  a  —  6  4"  ^*  *>"*  obtient  pour  quotient 
2a»  +(36  +  e)  a»—  46^  a  —  66»  —  26««. . .  (2). 

a' 
Posons  dans  ce  nouveau  polynôme,  a  =  ■;-; 

UTicnt  o'»  +  (36+c)a'»  — 86».  oT— 246»  — 86^...(3). 

Or,  le  dernier  terme  revient  à 

—  86»(36+e); 

ce  qui  donne  pour  les  diviseurs  simples,  abstraction  faite  da  facteur  8, 

6,  36  +  c,  — 6,-36- e. 

L*appncation  de  la  méthode  aux  deux  diviseurs  36  +  c,  —  36  — -  e,  fait  recon- 
naître que  —  (36  +  e)  est  racine  de  Téquation  (3),  et  par  conséquent  qoo 

a  s  —  \     "^  ^'  est  racine  de  l'équation  (2).  Donc  (n«  8)  (2a  +  36  +  c}  est  di« 
2 

viseur  du  premier  membre  de  cette  équation. 

En  effectuant  la  division,  on  obtient,  pour  quotient, 

a»  —  26^  * 

Donc  enfin,  le  polynôme  proposé  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(a^h  +  e)  (2a  +  36-|-c)(«'— 26^ 

18.  Ces  exemples  suffisent  pour  mettre  au  fait  de  la  recherche  des  faetears  da 
premier  degré  d'un  polynôme  rationnel  et  entier.  Quant  aux  diviseurs  du  second 
degré  ou  de  degrés  supérieurs,  il  faudrait  employer  une  méthode  analogue  à  cello 
qui  a  été  établie  n<*  325.  ^ 

Au  reste ,  il  arrive  souvent,  dans  les  applications  particulières,  que  quelques-unes 
des  lettres  qui  entrent  dans  les  polynômes,  n'y  sont  élevées  qu'à  la  seconde  puis- 
sance; et,  dans  ce  cas,  la  détermination  des  facteurs  ne  dépend  que  de  U  résolu- 
tion d'une  équation  du  second  degré. 

Reprenons  l'exemple  traité  n**  16;  et  observons  qne  la  lettre  e  n'entre  qa*à  U 
seconde  puissance  dans  le  polynôme. 

En  l'ordonnant  par  rapport  à  cette  lettre,  on  obtient 

(6»— a6)c»— (6' +a6»  — 3a«6-|-a»)e+ 06»  — «?6*  — 0*6-1- a^  =  0; 

et  il  sufliraît  de  résoudre  cette  équation  par  rapport  à  e,  puis  d'effectuer  toutes  les 
opérations  et  simplifications  auxquelles  on  serait  conduit;  mais,  avant  tout,  il  con- 
vient de  s'assurer  s'il  n'existerait  pas  un  diviseur  commun  à  tous  les  coeificients. 

V 
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Or,  le  coefficient  6'  —  àb  revient  à  6(6  —  o);  et  il  est  aisé  de  reconnaître  que 
lliypoihèse  h  —  a  =  0,oa6  =  a>  anéantit  les  deux  autres  coefficients;  donc 
(6^a)  est  diviseur  commun.  En  supprimant  ce  facteur  dans  le  polynôme,  on  trouve, 
pour  quotient, 

tcJ  «-(6»  -I-  2a6-.  a^)c-^  àb^-^a^  =  0; 

d*o&  Ton  déduit  immédiatement 

62  _jL  2a6  — a*        .    /(i*  +  2ab  —  a^       a* -^  ab* 

'= — w — ^y  w "*"~r^' 

on,  réduisant  sous  le  radical  au  dénominateur  4&^  développant  les  calculs,  et  ex- 
trayant la  racine  carrée, 

«  = 26 • 

^  26»  -I-  2a6 

Donc,  !•        c  = =  6  -f-  a;  d*où  e  — -  6  —  a  =  0; 

26 

2a6  —  2o*        oJ  —  a*     „        , 

2»        c  = =  — ' ;  d'où  c6^a64-a'=0. 

26  6 

Ainsi ,  les  diviseura  du  polynôme  proposé  sont 

6  —  a,  c  —  6  —  a,  c6  —  a6  +  a» , 
oa  a  — 6,  a  +  6  —  e,  a» — a6-(-6c, 

comme  on  Tavait  déjà  reconnu  n^  16. 

Le  3*  exemple  (n®  17)  peut  élre  traité  de  la  même  manière  ;  car  la  lettre  e  n*enlro 
également  dans  le  polynôme  qu*à  la  seconde  puissance.  On  serait  conduit  à  suppri- 
mer d'abord  le  facteur  (a'  —  26^,  commun  à  tous  les  coefficients. 

19.  Nous  traiterons  encore  un  exemple  assez  remarquable  qu'on  rencontre  dans 
la  géométrie  analytique. 

Soit  l'équation 

(yî  +  x^-'cxf  —  (a»  -.flî)y»  — a»  (ar  — c)»  =  0. 

Comme ,  après  le  développement  du  premier  membre  de  celte  équation,  les  deux 
lettres,  a  et  e,  n'y  entrent  qu'à  la  seconde  puissance,  on  peut  ordonner  indifférem- 
ment par  rapport  à  l'une  d'elles. 

Ordonnons,  par  exemple,  suivant  la  lettre  e;  il  vient 

(ya-f-a:»— o»)c«— 2a:(y*-|-«2_^2)^^y»^(2a:«  — 0*)^»+**— .aV=sO, 

équation  que  l'on  peut  résoudre  par  rapport  à  c.  Mais  vérifions  auparavant  si 
^  -{-  x^  —  a^,  qui  est  facteur  commun  aux  deux  premiers  coefficients,  ne  divise- 
rait pas  également  le  coefficient  de  e^  Or,  en  essayant  la  division,  on  trouve,  pour 
quotient  exact,  y'  -f-  a?». 

Donc  l'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(y«  4.a;2—  a')  (c2-.2ca?  +  y«  +  aj»)=0, 
on  bien  (y'  -f-  «*— a^  [y*  -|-  (a:  —  c)*]  =  0; 

c'est-à-dire  que  le  premier  membre  est  décomposable  dans  le  produit  de  deux  fao- 
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'  uian  tfténmel^^-TCcond  degrév  qaè  Ton  doit  ^inllean  MgudereGnime  des  ùeten» 


Si  l^<ordoiuiait  lepolynMiiepar  rapport  à  la  lettre  w,  <m  nepoorrait  a^Hqtier 
la  méthode  da  n®  9,  puisqu'elle  ne  donne  que  les  facteurs  rationnels  du  l«r  degré, 
et  que,  par  le  fait,  le -polynôme  «n*est  décomposdl>ie  "qu'en  des  facteurs  jTrfimerf  do 
second  degré.  Mais  en  ordonnant  par  rapporté  y  y  on  obiitidrait  one^iqiurliovk'ia 
4*  degré,  résoluble  à  la  manière  de  celles  du  second. 

iV.  B.  KVqnation  gue  nous  venons  de  traiter  est  celle  du  use  géoxéteique  des 
pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  foyer  d^une  eîUpse  stsr  la  tangente  considérée 
.  dans  touUs*se$  posiiitns. 

20.  lËlnfin,  la  décomposition  d*on  polynôme  en  facteurs  tatioiMniftYeBtèlrelbrt 
utile  dans  Télimination  ;  car  on  a  vu  (n»  379)  qne,  quand  on  est  parvenu  i  décom- 
poser les  premiers  membres  de  deux  équations  en  leurs  faeteurs  simples ,  la  déter- 
mination des  systèmes  de  valeurs  propres  à  vérifier  ces  deux  équations,  se  réduit  à 
celle  des  systèmes  qui  eonespoodentanx  cenriiinaisoBS  deux  à  deux  de  ces  £aoiears 
égalés  à  zéro. 


NOTE  II  f). 

SUE  L'ËLIlitNJtlIOM. 

Cette  note  a  pour  objet  de  donner  quelques  éclaircissements  sur  tout  ce  qui  a  été 
dit  dans  les  n«*  358  et  suivants,  relativement  aux  facteurs  étrangers  que  doit,  en 
général,  renfermer  Téquation  finale. 

On  se  propose  de  démontrer  que,  lors  même  que  les  solutions  des  équations 
|a  =  0,  B  =  0],  [o'  =:  0,H  =  0],. . . .  ne  seraient  pas  toutes  étrangères  aux 

équations  [A  =  0,  B  =  0],  ou  bien,  que  les  équations  a  =  0,  a'  s=  0, 

renfermeraient  des  racines  égales  (pourvu  qu'aucune  racine  de  a  =  0,  ne  réduise 
le  polynôme  Bni  à  téro,  ni  à  nne  quantité  numérique  queleon^e  ^et  qu'il  en  soit 
de  même  de  a'  =  0,  a'  =s  0,. . . .  par  rapport  aux  diviseurs  correspondants 
R,  R'«  *...)»  de  démontrer,  dis-je, 

1*  Que  le  dernier  reste  'K('*)  est  toujours  divisible  par  aa*  a'  ...  ;  2*  que  U 

%'  a\, 
KofcsfA  =0,B«6]. 

West  «▲  »BQ     -H  m,...    <I) 

«TB  «BQ'  +B'....  W 
iiTR^RV  -f-Rf.,..  ^) 
a-'R'  =  R'(r  +  R-'....   (4), 

les  identités  auxquelles  conduit  la  méthode  dop.  g;«.  iKvi9eiir«-(lYmi8  BOpposeiOiis, 
pour  plus  de  simpliste,  que R'toit^ le  reste  iiidé|iaodant>de^.) 

(•)  Celte  note,  saof  quelques  changements  de  rédaetioo,  est  due  à  M.  Gérono,  principal  du 
(lb1l0ge4lë'I^vIcBt« 
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Il  tti d*«iiOjd  bcUe  de  yoir  que»  confornémeiu  à  ee qui  s M.dil^  n*^  3694paye 
472,  Zi^rfie  4),  le  moltiplicateur  a"  introduit  dans  la  dernière  ofénukiam» peut 
donner  Heu  à  otceun  faeimr  étrangtr^Ctx »  si  nBe:valear  y  ^^  k,  par  exemple, 
ponvait  annoler  à  la  fois  oT  et  R"',  il  s'ensaiYzait  que  (y  —  i),  divisant  alors  a!"  et 
R**,  devrait  diviser  aussi  R'  Q^  ;  et  comme  il  ne  tUvise^^as  R',  par  hypothèse)  il 
devrait  diviser  Q*",  ce  qui  est  absurde,  puisque ,  si  cela  était ,  la  muUiplication  de 
R'par(y  —  &)  eût  Cté  inutile. 

Gela  posé,  éliminons  R'  entre  les léqnaltoBf  (^  et<(4);  nous  aurons 

Q-'tf•R«^il'((r  Q"  -H  a")  — R-'. . .  (9). 

Maintenant  appelons  a,  ê,  ^^ .  • . .  les  racines  de  a"  =;  0.  Si  dans  R',  on  substitue 
a  à  y,  le  résultat  de  la  substitution  contenant  encore  x,  par  hypothèse,  on  pourra, 
en  régalant  àO  ,^en  déduire  une  ou  plusieurs  valeurs  de  x  qui ,  con^intemyentavec 
la  valeur  a  de  y,  fourniront  des  solutions  du  système  [a'  =0,  R'  ssO].  Or,  d'après 
l'identité  (5),  toute  solution  du  système  [a'  =  0,  R'  =  0}4réduit  hxéro  R'^^qui 
est  seulement  fonction  de  y;  donc  la  valeor  a  de  y.est  racine  de  l'équation  R'^zzO. 
Bar  eonséqœni  R" .  fl«t,4)0flUBe  s",  divisÂble  par  (y  —-  a  )  ;  et  il  faut,  d'après  Ja 
même  identité,  que  (y  —  a)  divisa  aussi  le  produit  R'  (Q'Q''.+  oTj^  Mais  Jft'  B*eit 
pas  divisible  par  (y  -—  a),  puisque  la  valeur  a  de  y  ne  réduit  ^iixéro  tous 
les  coefficienta  des  puissancea  de  x  dans.R';  done  Q^Q""  +  a"  est  divisiUe  far 

&-«). 

En  divisant  a',  Q'  QT  -h  «^>  R"»  P«  (y  —  «)>  o«i  obtiendra  l'identité 

Q-'a\R=1R'L-.R'',,.... 

dan»  laqaeie'  i^ ,  ^  I^'R"" , ,  iod»  de»  feneiîMi  entière»  éftle»  à 

a'  QQ"  4-  a""         R^ 

y  —  a'        1^  —  a      *    y  —  a 

Le»  rmies  de  T^aaiion  i^ ,  «=  0 ,  étant  6;^, . . . .  on  démontrera ,  «omme  pré- 
eédenraent,  que  «', ,  L ,  R' , ,  sont  divbables  par  (y— «€) ;  en  efifectoant  cette  divi- 
sioB  f  vn  Dhtienèrt  une  nooiveHe  identité 

Q-a'.R=RX,-.R%; 

etaf,^L>;Bra»««nvt  diviiiW«ipw(y-^^  Ainsrdejake. 

n  est  évident,  d'après  cela ,  qu'on  poorta  débarrasser  soecenîveinent  tT, 
ft^-i-<r,^R'',*de»failew»y— «,y — €,3f  — ^,  . . .  «t  que  l^idenUléXS) 
condoiiaàcelleHci; 

R"'  Û'Q'  +  a" 

taskqiiéile  f^:=j-^,ettll^^"^,        . 

Actuellement,  si  Ton  élimine  R'  entre  le»  identités (2)  et  (6),  on  aura 
Ma'iB  =  R(MQ'+Q^^-r^ 
Appliquant  à  cette  dernière  identité  le  raisonnement  fait  sur  l'identité  (5),  on  dé^ 
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montrera  que  r'  et  MQ*  +  Q*"  sont  divisibles  par  a  ;  et  Ton  sera  conduit  à  la  noo* 
Telle  idenlilô 

MB  =  RN+r'....  (7) 

j       I       11  ^      MQ'  +  Q"      ,       r' 

dans  laquelle  •  N  = ; ,  r  =  —. 

a  a 

Éliminant  R  entre  les  deux  identités  (1)  et  (7),  on  obtiendra 

NaiL=B(NQ-|-M)— r; 

et  l'on  démon Irera,  comme  ci-dessus,  que  r'  et  NQ  +  M  sont  divisibles  par  a* 
Ainsi,  l'identité  précédente  conduira  finalement  à  Tidentité 

NA  =  BP— r, 

NQ  +  M  r' 

dans  laquelle  P  et  r  représentent  les  quotients  entiers  — — ,  —, 

d  a 

R*  r'  r'  R*^ 

Les  égalités  r'  =  -7- ,  r  =  — ,  r  =  — ,  donnent  d'ailleurs  r  =  —7-;  ;  ainsi ,  R* 
a  a  a  aaa 

est  exactement  divisible  par  le  produit  aa  a'  (le  dernier  factenr  introduit  oT  ne  fai- 
sant pas  partie  de  ce  produit,  ainsi  qu'on  Ta  vu  plus  haut). 

De  plu^,  le  quotient  r,  égalé  à  zéro,  renferme  encore  toutes  les  valeurs  de  y  qui 
conviennent  au  système  [A  =  0,  B  =  0];  caria  dernière  identité  obtenue 
^A  =  BP  +r ,  démontre  que  toute  solution  du  système  [A  =  0,B=0]  rédoil 
rhxéro, 

C.  Q.  F.  D. 


N.  B.  Comme  il  arrive  souvent  que  certaines  valeurs  de  y  tirés  de  a  =0, 
a*  =  0,  a'  =  0 , . . .  réduisent  i  xéro  tous  les  coefficients  des  diviseurs  correspon- 
dants, B,  R,  R', . . .  à  Texception  du  coefficient  de  x^  {voyez  l'exemple  traité  n«  359), 
\\  s*ensuit  que  ces  valeurs  ne  se  trouvent  pas  dans  le  dernier  reste  RC"),  à  moins 
qu'elles  n'appartiennent  à  la  véritable  équation  finale  comme  étant  susceptibles  de 
satisfaire  en  même  temps  que  certaines  valeurs  àex  au  système  [A  =  0,  B  =s  0]J 
Il  serait  peut-être  alors  plus  convenable  de  donner  à  la  première  partie  de  la  propo- 
sition précédente  l'énoncé  que  voici  : 

Soient  c ,  c',  c', . . .  le$  facteurs  respectifs  (20  a,  a',  a', . . .  qui  peuvent  fournir 
des  solutions  pour  les  systèmes  [a  =  0;  B  s=  0],  [a*  =  0,  R  ss  0],  /e  reste  R(<*) 
est  divisible  par  le  produit  c .  c' .  c' . . . . 

Cet  énoncé  qui  renferme  évidemment,  comme  cas  particulier,  celui  que  nous 
avons  d'abord  présenté,  est  en  outre  plus  conforme  avec  la  règle  établie  n«  360. 

Il  peut  même  arriver  que  quelques  facteurs  àea,  a,  a' ,  ...  se  trouvent  dans 
tous  les.  coefficients  des  diviseurs  correspondants  B,  R,  R'. . . .  Mais  c'est  imo 
circonstance  pour  laquelle  nous  avons  renvoyé  (n^*  357  et  360)  au  paragraphe  qui 
traite  de  Yélimination  avec  simplification  {voir  les  n*'*  373  et  suivants). 
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CHAPITRE  IX. 

Complément  de  la  théorie  des  Équations. 

Ce  chapitre  et  le  suivant  ont  pour  objet  des  théories  qui ,  moins 
indispensables  que  celles  qui  ont  été  exposées  dans  les  précédents,  doi- 
Tent  néanmoins  servir  à  compléter  Tensemble  des  principes  de  l'analyse 
algébrique.  Le  neuvième  peut  être  regardé  comme  le  complément  de 
la  théorie  des  équations. 

§  P'.  Recherche  des  Racines  imaginaires. 

380.  Observations  préliminaires.  —  Nous  avons  donné ,  dans  le 
baîtième  chapitre ,  des  méthodes  pour  déterminer  les  racines  réelles, 
commensurables  ou  incommensurables,  à*utie  équation  numérique. 
Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  la  recherche  des  racines  ima- 
ginaires. Au  premier  abord,  cette  recherche  peut  paraître  superflue; 
car  ces  racines,  étant  des  symboles  purement  algébriques,  ne  sauraient 
résoudre  la  question  dont  l'équation  est  la  traduction  algébrique.  Ce- 
pendant, comme  nous  l'avons  déjà  dit,  l'emploi  de  ces  expressions 
dans  la  haute  analyse  est  d'un  usage  trcs-fréquent,  et  conduit  quel- 
quefois à  des  résultats  d'une  grande  importance  ;  c'est  pourquoi  nous 
tâcherons  de  donner  une  idée  du  travail  des  plus  célèbres  géomètres 
sur  celte  partie. 

381.  Commençons  par  remarquer  que ,  lorsqu'une  équation  a  des 
racines  réelles  incommensurables  et  des  racines  imaginaires,  on  ne 
peut,  comme  pour  les  racines  commensurables,  la  débarrasser  d'abord 
de  ses  racines  incommensurables;  car  les  méthodes  ne  donnent 
ces  racines  que  par  approximation ,  et  si  Ton  divisait  l'équation  par 
les  facteurs  du  premier  degré  correspondants,  on  obtiendrait  pour 
quotient  un  polynôme  dont  les  coefficients  ne  seraient  que  des  nombres 
approchés. 

Le  calcul  des  racines  de  l'équation  résultante  n'offrirait  plus  alors 

aucune  certitude. 

Ainsi  nous  supposerons,  dans  font  ce  qui  va  suivre,  que  les  équa- 

I  lions  proposées  renferment  à  la  fois,  et  des  racines  incommensurables, 

et  des  racines  imaginaires,  à  moins  que  toutes  leurs  racines  ne  soient 

imaginaires. 
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Mous  avons  déjà  reconnu  (n^"  313)  qu'une  équaUdn  dont 
ficienls  sont  réels,  ne  peut  avoir  de  racines  imaginaires  qu'en  nombre 
pair.  Or,  les  analystes  sont  parvenus  à  un  résultat  plus  positif  encore, 
qui  consiste  en  ce  qu&  le#  raciitei  imaginaires  de  toute  équation  à  coef- 
ficients réels  y  sont  toutes  de  la  forme  de  celles  du  second  degré,  c'est' 
à-dire  de  la  fpwiw  a  ±  b^\/^— î  ♦  a  el  hdérigmtmtdes  qmntUés  réelles, 
commensurables  ou  incommensurables. 

382.  Avant  de  passer  à  la  démonslration  de  cette  proposition  imp<»^ 
tante,  nous  ferons  voir  que,  si  une  équation  a  une  racme  de  la  fo/rm 
a  +  b  \/— 1,  elle  en^anicesiatrement  une  autre  de  lafimnesb-^y/^i^ 
Si  et  h  étant  les  mêmes  dans  ces  deux  expressions. 

Pour  démontrer  ce  lemme,  considérons  Téquatioa 

œ^  ^-  Px"-'  +  Qj?'»-'  + . . .  +  Ta?  4-  U  =  0, 

P,  Q,. . . .  T,  n,  étant  des  quantités  réelles  quelconques,  et  suppo- 
sons que  cette  équation  soit  satisfaite  par  une  expression  telle  que 
a-^b  \/  —  1  ;  on  aura  l'égalité  vérifiée 

(a-i-6  y^my^j^^Qr^. b  ^ZT)^--»-!. . . .  4.T(a4-ô  v-^J+P-®'- 

Développant  les  calculs  et  rappelant  que  les  diverses  puissances  de 
\/ —  1  sont  àltemalivenient  (n*  170) 

\/"==l,-l.~\/^,  +  l,  I    V^^^-^r-V^^t-fll    ...r 

on  obtiendra  une  expression  composée  de  deux  parties  bien  distinctes, 
savoir  ;  une  partie  réelle ,  provenant  de  toutes  les  puissances  paires  de 
b  y/ —  1,  combinées  avecles  puissances  o^,  a»»-^,  a"»—*,. . .  de  a,  et 
les  coefficients  P,  Q,  R>. .  • .  ;  puis  une  parHe  imaginaire ,  ^toycùsùI 
de  toutes  les  puissantes  impaires  de  6  ^^  — •  1 ,  combinées  avec  les 
puissances  o"»— *,  a«— ', ...  de  «y  et  le»  coefficients  P,  Q,  R  •  •  • 

Désignant  donc  ces  deux  partie»  par  M  et  N  \/— 1,  Tëgalité  ci- 
dessus- se  réduira  à  M  -h  N  ^  —  1  œ  0,  équation  qui  ne  peut  évidem- 
ment subsister  qu'autant  que  Ton^  a  séparément 

M  =  0   et  N  =  0. 

Actuellement  si,  dans  le  premier  membre  de  la  proposée ,  ail 
lieu  de  a  -j-  b  \/ —  1,  on  substitue  a  —  b  \/ —  1,  ce  qui  doinM»*' 
'  (a  —  6  \/'^=l)'"-f-P<a  —  6  y'ZrîJm-iH- . . .  -i-T (»•- 6^>/Z:T;4-0, 
il  est  facile  de  voir  que  le  résultat  du  développement  ne  dilférero 
du  précédent  qu'en  ce  que  tous  les  termes  affecté»  des  pmissmeês 
impaires  de  6  \/  —  1 ,  auront  changé  de  signe;  cac  (  —  ô  \/— 1)^ 
est  égal  à  (+6  \/  — 1.)'^;  mais  (— ô  y/  — 1^»H-»  esl  égal 
à  —  (  6  \/  —  1)»"+'  (n°  159);  donc  ce  résultat  sera  nécesMwmeat 
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M  —  N  \/  —  1,  m  et  N  dMgnant  ici  les  mêmes  qnuititês^  que  das» 
le-césnltat  do  premier  dértloppement.  Or  j  on  a  m  tout  i  fhem^  qoe 
Toa  doit  avoir  sépartment  M  =  0'  et*  N  =»  6;  ainsi,  Tégrfité 
M  —  N  \/-— ^1  =  ©est-  elle-même  satisfeite;  par  conséquent ,  n 
«  +  b  \/  —  1  efl  «iw  racifw  ilV  la  proposée,  a  — b  \/  —  1  ert  n#- 
cfi^^atrem^t  une  autre  racine. 

Passons  maintenant  à  la  démonstration  du  théorème  snr  la  forme 
dés  racines  imaginaires; 

383.  Cette  proposition  est  évidemment  nnr  conséquence  de  cellie 
dont  voici  Fénonoé  :  toute  équation  de  degré  pair,  dont  les  coefficients 
sont  rceb^  e«l  déeomposahleenfacteur$réele  du  second  degré,  e*e9t4^ 
dire  en  facteurs  de  la.forme  a?  -{-  pit -\-  qf  x^  -{-  pfx  -f-  9', •  « . .  dans 
lesquels  p,  q,  p\  q\,..  désignent  des  qnantités  réelles  quelconques  ; 
car  ceci  étant  admis,  les  facteurs  a?*  -f-  px  -h  q,  a?*  4-  p'x  -f-  g',. . . 
égalés  à  0,  donnent  lieu  à  des  racines  qui,  si  elles  sont  imaginaires ,  ne 
peuvent  être  que  de  la  forme.a  -±1  \/  — - 1;  et  réciproquement. 

Tâchons  donc  de  démontrer  ce  dernier  théorème  qu'on  doit  regarder 
comme  un  de?  plus  beaux.de  l'analyse.  Voici  la  démosâtration  due  au 
célèbre  Laplaee  : 

Soit  une  équation  X  =  0  de  degré  pair  m ,  et  à  coefficients  réels. 
Appelons  a,  5,  c,  ...  ses  différentes  racines;  les  facteurs  du  second 
degré  correspondants  seront 

a?*  —  (a-h 6)a?4- «6, «' — (a-4- ejx-h€ic,.  a? — (5-H«)«-l-  6c,. .  ».  ; 

cela  posé,  nous  allons  d'abord  faire  voir  que  Vùn  de  ces  facteurs,  au 
moins,  a  ses  coefficients. réels. 

En  effet,  supposons,  en  premier  lieu,  que  m  soit  une  seule  fois  divi- 
sible par  â,  c*est-à*dire  que  l'on*  ait  m^=si^^  n  étant  un  nombre 
impair. 

On  peut  toujours  (n*  29D)  former  une  éqaatîon  eu  z,  dont  les 

racines  soient  des  combinaisons  de  celles  de  h  proposée,  teHes  que 

a  4.  &  4-  hih,  a  +  c  +  Jiac, ...  k  étant  un  nombre  entier  tout  à  fait 

arbitraire.  Concevons  cette  équation  formée,  et  désignons-te  par 

Z  =  0;  son  degré  est  égal  au  ^nombre  des  combinaison»,  deux  à  deux ^ 

tn  —^  1 
des  racines-a,  b,  c,. . .  c'est-à-dire  à  m  .  — 57-  ou  ti{m  —  1)  ;  orn 

est,  par  hypothèse,  impair,  et  il  en  est  de  même  de  (m  —  1);  donc  l'é- 
quation Z  =  0  est  de  degré  impair;  ainsi  (n<^  312)  cette  équation  a  au 
moins  une  racine  réelle,  et  cette  racine  est  la  valeur deVune des  com^ 

binaisons  a  4-  fr  -H  kab,  a  4-  c  4-  kac 

Maintenant ,  attribuons  à  k  une  seconde,  une  troisième. . .  valeur; 
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Dous  formerons  ainsi  autant  d*éqaalions  Z'  =  0.,  Z*  =  0,. . .  qui  au- 
ront chacune  au  moins  une  racine  réelle.  Il  pourra  d'abord  se  faire  que 
la  racine  réelle  de  chacune  de  ces  équations  appartienne  à  une  com<-> 
binaison  composée  de  deux  lettres  différentes  de  celles  qui  entrent  dans 
les  combinaisons  précédentes;  mais ,  comme  le  nombre  de  ces  combî- 

m  —  1 

naisons  est  limité  et  égal  à  m . — - —  (qu'on  peut  désigner  par  p)^  Il 

est  clair  qu'après  avoir  attribué  à  /c,  (p  +  1)  valeurs,  et  formé  {p+i) 
équations  Z  =  0,  Z'  =  0,  Z'  =  0,.  .  .  .  deux  de  ces  équations 
seront  telles,  que  la  racine  réelle  de  chacune  appartiendra  h  une  com- 
binaison composée  des  deux  mêmes  lettres;  ainsi,  Ton  peut  supposer, 
par  exemple  y  que  l'on  ait  trouvé,  en  désignant  par  a  et  a  ces  deux 
racines  réelles  y 

o  +  h  +  kab  =  a,        a  -H  6  +  fe'«&  =  «'• 

De  ces  deux  équations  on  déduit,  par  Télimination , 

ft«'  — fc'a 


2«>    a  4-  6  = 


k'  ' 


ces  valeurs  sont  nécessairement  des  quantités  réelles  et  finies;  donc  il 
est  démontré  que  Vun ,  au  moins,  des  facteurs  x^  —  {a  +  b)x  -{-ab, 
de  la  proposée,  est  réel. 

Soit,  en  second  lieu, m  =  2*.  n' ,  n*  étant  impair;  formons  encore 
une  équation  Z  =  0,  dont  les  racines  soient  des  combinaisons  delà 

forme  a  -f  6  +  Itab,  cette  équation  sera  du  degré  m  — — —  ou 

2n'  (m — 1)  ;  or,  n'  et  (m — 1) ,  étant  des  nombres  impairs,  ce  degré  sera 
pair  et  une  seule  fois  divisible  par  2;  donc,  en  vertu  de  ce  qui  vient 
d'être  dit,  l'équation  Z  =  0  aura  au  moins  un  facteur  réel  du 
second  degré.  Ce  facteur,  égalé  à  0,  donnera  lieu  à  deux  valeurs  de 
jtr^  dé  la  forme  a  ±  6  \/  —  1  (S  pouvant  être  0,  ce  qui  arriverait  si 
les  deux  valeurs  de  x  étaient  réelles).  Considérons  seulement  la  pre- 
mière racine,  et  supposons  qu'elle   appartienne  à  la  combinaison 

D'après  les  raisonnements  précédents,  rien  n'cmpcche  de  suppo- 
ser encore  qu'une  autre  équation  Z'  =  0,  formée  de  la  même  manière, 
ait  une  racine  de  la  forme  a'  +  6'  \/  —  1 ,  appartenant  à  la  com— 
binaison  a  +  ô  +  k'ab,  composée  des  deux  mêmes  lettres;  en  sorte 

que  l'on  ait  à  la  fois  I   «  +  *  +  ^«b  =  a  H-  6    VHI  j 
i   a  +  b  +  kab  =  a'  +  &    \/  —  i    \ 
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d'où  Ton  déduit 

OO  —--  ■'     ■■  I        ■  I   »!  -    fl  -I-  0  sas  I ■     I  I  I  II  iiii  , 


Ces  expressions  sont  de  la  forme  r-|-  *\/ —  1  et  r'+  *'  \/  —  1; 
ainsi  la  proposée  a  au  moins  un  facteur  du  second  degrés  tel  que 
so^  —  (r  4-  s'  sj —  l)  X'\-r  '\-  8  \/ — 1;  et  si  Ton  égale  ce  facteur 
à  0,  on  en  tire 


Xzsz 


^Vc^^^^^)"-"-^"^- 


La  quantité  sous  le  radical  étant  développée  donne  un  résultat  de  la 

forme  r'  +  /  \/ —  1;  mais  Texpression  V^  /  +  $'  yj — 1  se  réduit 
elle-même  (n<>  121)  à  une  autre  de  la  forme  r"  4-  s"  \/ —  1  ;  d'où 
Ton  peut  inclure  que  la  première  des  deux  valeurs  de  œ  ci-dessus  est 
aussi  de  la  forme p  +  q  \/— 1  ;  et,  d'après  le  îemme  démontré  n^  382, 
il  faut  qu'elle  en  ait  une  autre  telle  que  p—q  y/ — 1. 

Or,  si  l'on  multiplie  entre  eux  les  deux  facteurs 

œ  —  {p  +  q  y/  —  1)  et  a?  —  {p  —  q  \J  —  1),  on  obtient  pour 
produit  {x  — |))*  +  ^  ou  x*  —  2pa?  -f  2>*  +  î* ,  polynôme  du  second 
degré  en  Xy  dont  les  coefficients  sont  réels.  Ainsi,  il  est  encore  dé« 
montré  que,  dans  le  cas  de  m  =  2*.n',  Véquationaau  moins  un  fac^ 
teur  réel  du  second  degré. 

Soit,  en  troisième  lieu,  «i=2^  n',  n"  étant  impair;  on  peut  former 

m-— 1 
une  équation  Z  =  0  analogue  aux  précédentes,  dont  le  degré  m  — rj — 

ou  2*  .n'  (m-^  1)  sera  deux  fois  divisible  par  2 ,  et  qui ,  en  vertu  de  ce 
qui  vient  d'être  dit,  aura  au  moins  un  facteur  réel  du  second  degré; 
d'où,  en  répétant  les  mêmes  raisonnements  que  dans  la  seconde  partie 
de  la  démonstration,  l'on  pourra  conclure  que  la  proposée  elle-même 
a  au  moins  un  facteur  réel  du  second  degré. 
Même  raisonnement  dans  l'hypothèse  où  l'on  aurait 
iî»  =  2*.  n",  m=:  2'.  n'^ 

Donc  enfin,  toute  équation  de  degré  pair  quelconque  a  au  moins  un 
facteur  réel  du  second  degré. 

Conséquence.— Il  est  facile  de  déduire  de  là  que  toute  équation  de 
degré  pair  est  décomposahle  dans  le  produit  d! autant  de  facteurs  réels 

du  second  degré,  qu'il  y  a  d'unités  dans  -^  ou  dans  la  moitié  de  son 

degré. 

Bourd.  Alg.  22 

Digitized  by  VjOOQIC 


510  nfeTEBHUrATION 

En  effet,  puisqu'une  équation  de  degré  pair  a  au  moioâ  on  fac^eoi 
ïéé  du  second  degré,  on  peut  diviser  son  premier  membre  par  ce  fac- 
teur ;  il  eu  résultera  une  nouvelleiquation.  de  ifigré  pairv  à  coei&cient& 
réels,  qui  aura  encore  au  moins  un  facteur  réel  du  second  degré,  par 
lequel  on  pourra  diriser  le  premier  membre  dé  cettst  seconde: équation; 
et  ainsi  de  suite.  Donc,  le  premier  membre  de  la  proptsée  ^urra  éim 
regardé  comme  le  produk  Gantant  dei  facteun  réeU  du  s€cgkmI  de§pé, 
qu*il  y  a  d^unités  dans  la  moitié  de  son  degré. 

Si  réquation  était  de  degré  impair,  comme,  en  vevUi  du  tbcorème 
n°  312 ,  elle  aurait  au  moin&  use  racine  réelle,  on  poucrait  Ten  débar* 
rasser;  cl  l'équation  résultante  serait  décomposable  en  facteurs  réels  du 
lecood  degré. 

D*où  Ton  peut  conclure,  en  dernière  analyse,  le  tbéorème  énoncé 
n**  383,  saroir,  que  les  racines  imaginaires  d^une  éçpmtion  vont  par 
couple,  et  sont  toutes  de  la  forme  a  ^  b  \/  —  1. 

DÉTERHiNATiON  dcs  racincs  imaginaires  des  équations, 

3Sk.  La  forme  des  racines  imaginaires  d'une  équation  étant  con- 
nue ,  nous  pouvons  procéder  à  leur  recherche. 

Soit  or  +  Va^-'  H-  Qfi^  -f.  -.  +  T^  Hr  D  =  0 

une  équation  renfermant  dés  racine»  réelles  incenmaeiisarafaks  «t  des 
racines  imaginaires. 

Désignons  parp  +  g  \/ —  1  Tune  de  ces  dernières;  il  vient,  par  la 
substitution  de  ce  binôme  dans  la  proposée. 

Or,  si  l'on  développe  les  calculs,  et  qu'oB  appdle  M  l'ensemble  des 
termes  réels,  N  \/—  I  l'ensemble  des  termes  imaginaires^  l'égalité  ci- 
dessus  revient  àM+N\/  —  issO,  équatioa  qui.né^  peut  esôsber  i 
moins  que  l'on  n'ait  séparément 

M  =  a    et    N=0. 

Observons  actuellement  que  ces  équationsTcnlenneiit  les  deux  indé- 
teraitiées  j^et  f,  cembinées  avec  les  cotfiBdenls  de.  la  proposée.  Sldenc 
on  cherche  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  p  et  de.  c^^bn  flK>MBRES  bébis 
GMianiifiimàBcxs  oa  iNCoiaiBNsini«LKS„.|)tropr^a  à  vérifier,  ces  dem 
iquatkm,  .etqu\oskles  snbstijbue  danslex]^esmu.f,  4-  %  )/ — Ca» 
obtiendra  ainsi  successivement  toutes  les  racines  imaginaires  de  la 
proposée. 

Telle  est  la  méthode  générale  pour  découvrir  les  racines  imaginaires 
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Noos  ferons  toatefaifi  quelques  remarques  qui  peuvent  facilHer  cette 
recherche,  et  qui  sont  d'ailleurs  assez  impxHrtantes  en  elles-mêmes. 

385.  Supposons  que,  pour  ûbtesir  les  racines  réelles  incommeiksu- 
râbles  d'une  équation  X  =  0^,  on  ait  été  obligé  (n^  341)  de  former 
l'équation  aux  carrés  des  différences^  Z  s=:  0,  et  voyons  le  parti  qu'on 
en  peut  tirer  pour  les  racines  imaginaires. 

Déagnons  par  a,  b,  ,c,,..  les  racines  réelles  de  X  =  0,  et  par 
^  +  g  \/ —  l>p'dbî'  \/— l,....les  racines  imaginaires  ;  prenons 
d'ailleurs  successivement  les  différences  entre  toutes  ces  racines  considé- 
rées deux  à  deux;  on  en  obtient  de  quatre  espèces^  savoir  :     . 

1°    Une    différence    entre    deux    racines    réelles,    telle  que 

a  —  6.,     a  — Cy    h.  —  c . . .  ; 
2*^  lJna.différence  entre  deuz  racines  imagmaires  conjuguées , 

3^  Une. différence  entre  une  racine  réelle  et  une  racine  imaginaire, 
a  —  p  —  q  ^j  —  i^a—p  -h  q  \/  —  i,h -^p' -^q'  \/  — 1...; 

4<*  Enfin ,  une  différence  entre  deux  racines  imaginaires  non  con- 
juguées, p  — p  -f-  (g  —  q')  \/^i, p  —  p—{q  —  ql  v/"^^. . .  - 

Or,  pour  peu  qu'on  jette  les  yeux  sur  ces  différences,  on  reconnaît 
que  les  carrés  des  premières  sont  des  nombres  essentiellement  positifs  ;' 
les  carrés  des  secondes  différences  sont  —  4g*,  —  4g'*, . .  •  c'est-à-dire 
des  quantités  réelles,  mais  essentiellement  négatives.  Quant  aux  carrés 
des  deux  autres  espèces,  ce  sont  généralement  des  expressions 
imaginaires. 

Ainsi ,  en  supposant  déjà  formée  l'équation  Z  =0,  les  racines  réelles 
et  négatives  de  cette  équation  sont,  en  général,  les  carrés  des  diffé- 
rences entre  deux  racines  imaginaires  conjuguées. 

Appelons  donc  —  a,  —  6,  —  7  >  •  •  •  ces  racines ,  que  Von  peut  ob-- 
tenir  y  soit  par  la  méthode  des  racines  commensurables ,  soit  par  la  mé- 
ikode  des  racines  incommensurables;  on  a 

ÎH^^a.,    4g''=.6,   4g'«^V-; 
(f  oà  Ton  déduit 

111 

««±2\/*»    9'«±5>/Ô»    f'«±5\/T-- 

Connaissant  les  valeurs  de  g^  g',  g'»***  on  obtiendra  celles  de 
p,  p',  p',. . .  en  suhttituiikoA.±,^  V'^i^iio  V-^**  •  ^  '"* pZocft dfi^i 
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dans  les  équatians  M  =  0,  N  =  0,  que  Ton  a  établies  dans  le  numéro 
précédent,  et  qui  acquerront,  pour  chaque  substitution,  un  commun  dt 
viseur  en^,  lequel,  égalé  à  0,  donnera  les  valeurs  de  p,  p',  p%  • . . 

A  la  vérité,  ce  moyen  est  en  défaut  lorsque  Fune  des  racines  réelles 
de  la  proposée  est  identique  avec  la  partie  réelle  p,  p'f.  de  l'une  des 
racines  imaginaires;  car  dans  le  cas  de  a  =  p,  par  exemple,  les  deux 
différences  a  —  p  —  q  s/ —  1,  a  —  p  +  q  \/  —  l,se  réduisent 
à  —  q  s/  —  1  eiq  \/  —  1  dont  les  carrés  sont  égaux  à  —  ^;tl  est 
encore  en  défaut  lorsque  les  parties  réelles  des  deux  racines  imaginaires 
non  conjuguées  sont  identiques;  car,  par  exemple,  p  ==  p'  réduit  les 
différences 

à  {q—q')  v'- 1,      et      -(^  -  g')  ^Z  -  1, 

dont  /es  carrés  sont  égaux  à  —  (g  —  çfy, 

.D'où  l'on  voit  que  l'équation  Z  =  0  peut  quelquefois  avoir  des 
racines  négatives  qui  ne  représentent  pas  les  valeurs  de  —  4g*, — '•'S!'*-; 
mais  il  est  toujours  possible  de  reconnaître  si  une  racine  négative  telle 

1    ^ 

que  — a  est  une  valeur  convenable,  à  ce  que,  si  l'on  substitue  ^  \/« 

dans  M  et  N,  il  faut  et  il  sufQt  que  les  deux  polyqomes  en  p,  résultant 
de  cette  substitution,  aient  un  diviseur  commun;  toute  valeur  qui  oe 
satisfera  pas  à  cette  condition  devra  être  rejetée  comme  provenant  de 
l'une  des  circonstances  dont  nous  venons  de  parler. 

Nous  observerons  encore  que,  dans  ces  mêmes  circonstances ,  il  fau- 
drait que  l'équation  Z  =  0  eût  des  racines  égales,  puisque  nous  avons 
reconnu  plus  haut  que,  dans  l'hypothèse  de  a  =  p,  deux  carrés  an 
moins  se  réduisent  à  —  ç^;  et  dans  l'hypothèse  de  p  =  jp',  deux  carrés 
au  moins  se  réduisent  à  —  (q  —  q')*;  ainsi,  l'on  pourrait,  par  la  mé- 
thode des  racines  égales,  débarrasser  l'équation  Z  =  0  des  valeurs 
différentes  de  —  4g%  —  4g'*,  —  (g  —  q'Y,  etc. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  conçoit  combien  la  méthode  pour  découvrir  les 
racines  imaginaires  d'une  équation  doit  être  pénible  et  laborieuse  toutes 
les  fois  que  l'équation  est  d'un  degré  supérieur  au  troisième. 

§  IL  Résolution  complète  de  ïéquation  à  deux  termes. 

386.  On  appelle  ainsi  toute  équation  qui  ne  renferme  qu'une  seule 
puissance  de  l'inconnue  et  des  quantités  connues, 
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Il  résulte  de  là  qae  toute  équation  à  deux  termes  peut  être  ramenée  à 
la  forme 

af»±p  ss  0, 

m 

p  étant  un  nombre  absolu;  et  si  Ton  pose  a?  =  y  \/p, 

ilvient  |>îr±P  =  ^>    d'où    jr  ±  1  =  ^î 

ainsi,  c'est  de  la  résolution  de  cette  dernière  équation  que  dépend  celle 

de  toutes  les  équations  à  deux  termes. 

Comme  l'équation  «/»«  —  1  =  0 ,  revient  à  y"  =  1 ,  on  voit  que 
tout  se  réduit  à  trouver  pour  y ,  les  expressions  numériques  ou  algébri- 
ques quij  élevées  à  la  m^^^  puissance ,  peuvent  produire  Vunité,  C'est 
pour  cette  raison  que  les  racines  de  l'équation  ^ —  1  =s  0,  sont 
appelées  les  racines  de  Vunité. 

Les  valeurs  de  l'équation  j/^  +  l  =  0,ouy»  =  —  1,  sont  dites 
les  racines  de  Vuniié  négative. 

Nous  avons  déjà  résolu  (n°*  167  et  290)  plusieurs  espèces  d'équations 
à  deux  termes.  Nous  nous  proposons  actuellement  de  les  résoudre  com- 
plètement, quel  que  soit  leur  degré;  mais,  auparavant,  il  est  bon  de 
faire  quelques  remarques  sur  la  nature  de  leurs  racines. 

387.  Premièrement.  L'équation  y» —  1  =  0,  a  une  seule  racine 
réelle  si  m  est  impair ,  et  deux  racines  réelles  si  m  est  pair. 

Soit  d'abord  m  îm  nombre  impair.  Comme  l'équation  n'a  qu'une 
variation  de  signe,  elle  n'admet  (n°  315)  qu'une  seule  racine  positive 
qui  est  -{-  1.  D'ailleurs,  aucun  nombre  négatif  ne  peut  évidemment  y 
satisfaire. 

Lorsque  m  est  pair,  +  1  et  —  1  vérifient  l'équation  et  sont  les  , 
seuls  nombres  qui  puissent  y  satisfaire  ;  car  elle  ne  présente  qu'une 
variation  de  signe,  soit  dans  son  état  actuel,  soit  lorsqu'on  y  change 
y  eu  — y. 

Secondement.  L'équation  2/"*  +  1  =  0 ,  a  une  seule  racine  réelle  si 
m  est  impair ,  et  toutes  ses  racines  imaginaires  si  m  est  pair. 

D'abord ,  quel  que  soit  m,  l'équation  n'offrant  pas  de  variations ,  ne 
peut  avoir  aucune  racine  positive. 

Ensuite,  quand  m  est  pair,  le  changement  dey  en  —  y  ne  produit 
encore  aucune  variation;  ainsi,  dans  ce  cas,  l'équation  n'admet  ni  ra- 
cine positive ,  ni  racine  négative. 

Mais  si  m  est  impair ,  l'équation  est  satisfaite  par  y  =  —  1  ;  et  c'est 
la  seule  racine  négative ,  puisque  le  changen^ent  de  y  en  —  y  ne  pro- 
duit qu'une  variation. 

Troisièmement.  Les  racines  de  l'équation  j^™  —  1  =  0,  ou  de  l'é- 
quation y*"  4-  1  =  0,  sont  toutes  inégales;  car  le  polynôme  dérivé  du 
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premier  membre  étant  mif-* ,  cette  «prwswB  »'«  ancan  dirâear 

commun  avec  y"'  —  1  ou  i/"»  -f-  !• 

388.  QoATRiÈMEMBNT.  1*»  Si  A  dèêignM  une  quelconque  des  racines 
imaginaires  de  V équation  y" — 1  =  0,  on  a  également  aP  pour  racine 
de  cette  équation  {p  étant  un  nombre  entier  qudconqoe  positif  on 
négatif). 

€arv  puisque  <x  vérifie  l'équation  y  on  a  i-é^tSté 

«"=1; 
d'où  (ar)p  =  1, 

égalité  que  l'on  peut  transformer  ainsi , 

d'où  l'on  voit  que  at,P  est  aussi  racine  de  l'équation.  Donc,  a  étant  une 
des  racines  imaginaires  de  l'équation  y;"  —  1  =  0 ,  Ton  a  également, 
pour  racines , 


- — l      - — 2 


N.  B.  Plusieurs  de  ces  puissances  rentrent  nécessairement  les  unes 
dans  les  autres;  autrement,  l'équation  aurait  pUis  de  m  racines.  Et  en 
effet,  soit  y  par  exemple,  l'équation 

si  a  est  une  racine  imaginaire ,  on  a  l'égalité 

a''  ~  1  r=:  0,  d'où   «*  «  1; 

donc  a^  =  a'  X  a  =  a;  a^  =  a**  X  a'  =  a*;  et  ainsi  de  suite. 

^  Si  a.  désigne  une  quelconque  des  racines  imaginaires  de  Véquation 
y"»  +  1  =  0,  aP  est  aussi  racine {p  étant  un  nombre  impair  quelcour 
que  positif  ou  négatif). 

En  effet,  de  l'équation  a"»  =—  1  on  déduit  {oiT^y  =  —  1 ,  puisque 
p  est,  par  hypothèse ,  impair;  or ,  celte  égalité  revient  à 

{0LPynz=^—l; 

donc  a?  est  racine  de  la  même  équation. 

Ainsi,      a',  a',  a*, . . . .  a""*,  a""^,  a""*, •  • .  • 
sont  des  racines  de  l'équation  y""  +  i  =  0, 

Résolution  de  VéquaUonTC*  — .  1  s»  0. 

389.  Cette  résolution  mgose  sur  une  fomule  trig(mométriqae  'qne 
nous  allons  d'abord  foire  connaître. 
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Si  rooiHiultipiie  entre  elles  les  deux  expresdens 

cos«-|-  àuia.  \/  —  1  et  cos 6  -f-  sin ô .  \/ —  1, 

cmaypoiirpfoduit^ 

cos  a.cos  64-  {sm  a^cosb  -|-  sin  6.cos  a).  \/  —  1  —  sin  a.sin  b; 

donc,  à  cause  des  focmules, 

cos  (a4-ô)=cos  a. cos  b — sin  a.sin  ô, 
sin  (a+^)»shi  ti.cos  h-^sm  6. cos  a, 

tt^ient    (cos  a  -f-  sin  a.  \/  —  1)  (cos  6  +  sin  6.  \/  —  1) 
=  cos  (a  +  b)  +  sin  (a  +  b).  \/ —  1. 

Soit  a  +  b  =  a'  y  et  multiplions  cos  a  -h  sin  a'  .  \/  —  1  par 
«as  c  4-  sin-ci.  \/  —  1;  on  trouvera:  de  même 

(cos^'  4-  MB  û'.  \/  —  1.)  <co&iî  ^Ânc.  V  —  1) 
=  cos  (o'  -H  c)  -f  sin  (a'  4-  c) .  \/  —  1, 

et  par  conséquent, 

(cos  a4- sin  a.  \/— 1)  (cos  64- sin  6.  \/— 1)  (cos c  + sin  c,  \/  — 1) 
ts=co»'(0'^H*4-«)4-sin(«4-*4^«).  \/ —  1. 

En  général ,  soit. un  nombre  m  d'arcs»  a,  6 ,  c,.  •  •  /»;  on  a  évidem- 
ment le  résultat  suivant 

(cos  a4-sin  a.  \/  — 1)  (cos  6+sin  6 .  \/— 1)  •  •  •  (^os  i)4-sin  p .  y— 1) 
=cos(a4-  64-C+  ...  +|))4-sin{a4-ô+<?-..  4-p).  \/— 1. 

Supposons  maintenant  a  =  ft  =  c =  p  ;  il  en  résulte 

«4-04-04-....  -f-p  =  ma; d'où 

(cos  o  4-  sin  a.  >/— 1)^  =  cos  ma  4-  sin  ma.  \/  —  1 (1). 

Celte  formule  étant  vrai«  quel  que  soit  Tare  a,  on  peut  rem- 
placer a  par  —a;  et  si  Ton  se  rappelle  que  cos  (  —  a)  =  cos  a, 
sin  ( a)  =  —  sin  a,  il  en  résulte  cette  nouvelle  formule 

(cos  a  —  sin  ta.  \/  —  1)"*  =  cos  ma—  sin  ma.  \/  —  1 .. .  (2). 

On  sait  encore  que  2ic  désignant  une  circonférence  de  cercle,  1  le 
rayon,  et  h  unjaombre  entier  absolu  quelconque ,  on  a 

cos  2Jkw  =:.  i   cl   sin  2&ic  =  0. . . .  (3). 
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390.  Cela  posé,  il  résulte  évidemment  des  formules  (1),  (2),  (3), 

(cos h  sin  —  .  \/ — 1  )    =  cos2fer  +  sin2fcir .  \/— 1  =  1; 

d*où  Ton  voit  que,  quel  que  soit  le  nombre  entier  h,  Texpression 

cos ±  sin  —    \/  —  1 ,  jouit  de  la  propriété  d'être  une  ra- 

tn  m 

cine   m'^*   de  Tuniié ,    c'est-à-dire   de    satisfaire    à    Téquation 

ym  1  —  0. 

Pour  obtenir  les  différentes  racines,  il  ne  s'agit  que  d'attribuer 
à  k  les  valeurs  0,  1 , 2,  3^ puis  de  calculer,  au  mojen 

des  Tables  trigonométriquet ,  les  valeurs  correspondantes  de  cos  -^ 

fn 

et  de  sm  — . 
m 

Discussion.  —  Puisque  k  désigne  un  nombre  entier  tout  à  fait  arbi- 

4    •      M       uî         1»  •  cos  2fer  .  sin  2fec      . — -  _  . 

traire,  il  semble  que  1  expression  y  = ±  — — ,  yy — 1  doive 

m  m 

présenter  une  infinité  de  valeurs  ;  mais  nous  allons  voir  qu'elle  ne  four- 
nit réellement  que  m  valeurs  différentes. 
Donnons  d'abord  à  k  toutes  les  valeurs  entières  comprises  depuis 

tn  **  1 
0  jusqu'à  — -^r —  inclusivement  si  m  est  impair,  et  depuis  0  jos- 

m 
qu'à  —  aussi  inclusivement  si  m  est  pair;  il  viendra,  par  ces  substila- 

tions ,  pour 

/c  =  0, f/  =  cos    0  ±  sin    0.  \/ — 1  ==  1, 

7  4  StT       ,  .        âff 7" 

k  =z  1    ....  «  =  cos  —  ±  sin  — .  \/ — 1, 

«  =  2,  ....  2/  =  cos  —  ±  sm  — .  \/— 1, 
m     ,  m 

7  o  6ir  .      Gtt        , ;- 

&  =  3, 2^  =  cos  —  ±  sm  — .  \/—  1 , 


.        m— 1  (m— .l)ff  ,  (w  —  IW        ^ - 

ou  bien  (dans  le  cas  où  m  est  pair) 

-       m  

*  =  2  ' 2^  =  cos  ir  ±  sin  1?  \/  —  1  =  —  1, 

Ce  tableau  donne  toutes  les  racines  de  l'équation. 
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En    efiet,     1°    lorsque   m    est  impair,    chacune   des    valeurs 

vu  ——1 

ft  =  1, 2,  3,. . .  — - — ,  fournissant  deux  racines  pour  y,  le  nombre 

total  de  ces  valeurs  donne  nécessairement    2  •  — - — ou  (m— 1)  ra- 

cines;  d'ailleurs  ^  =  0  donne  la  racine  1  ;  ainsi,  le  nombre  des  racines 

fournies  par  fe  =  0, 1, 2,  3, . .  •  — ^r — ,  est  w.  Toutes  ces  racines  sont 

À 

..  «         .^.«./  ,  -,    2w    ftir  (m— l)ir    ,.     ^ 

essentiellement  différentes ,  car  les  arcs  0 ,  — ,  — , . .  •  -^ ^,  elanl 

in    m  tn 

moindres  que  ?r  (ou  la  demi-circonférence) ,  ont  au  moins  des  cosinus 

différents. 

m 
2»  Lorsque  m  est  pair,  les  deux  valeurs  extrêmes,  fe  =  0  et  fe  =  — , 

fournissent  les  deux  racines  +  1  et  —  1  ;  d'ailleurs  les  valeurs  intermé- 
diaires/£=  1,2,3,...  [  ^ — Ijjdonnent  chacune  deux  racines;  donc  le 

nombre  total  des  racines  qui  correspondent  à  ft=0, 1, 2,.../  ~ — 1  )  >  ^ , 

est  exprimé  par  2  +  2  f  — — 1  j ,  ou  par  m;  et  ces  racines  sont  essen- 
tiellement différentes,  par  la  même  raison  que  ci-dessus. 

On  voit  d'ailleurs  que ,  pour  une  même  valeur  de  fe,  autre  que  fc  =  0 

si  tn  est  impair,  et  fe  =  0, 7c=  ^,  si  m  est  pair,  les  deux  racines  ima- 

ginaires  qu'on  obtient  sont  conjuguées  (n<^  382). 

En  outre,  ces  deux  racines  sont  réciproques  l'une  de  l'autre  (n»299)  ; 
puisque  l'on  a,  pour  leur  produit, 

{  cos hsm  —  .  v/ — 1  )      (  cos sin  —  .  v/ —  1  ) 

sas  cos' h  Sm*  ==1* 

I»  m 

Il  nous  reste  maintenant  à  faire  voir  qu'en  attribuant  à  il;  de  nou- 
velles valeurs  plus  grandes  que  — - —  ou  ^9  on  retombera  sur  les 
mêmes  racines. 

SoU  Sabord  m  un  nombre  impair,*  et  supposons  i  a»  m. [^  n , 


22. 
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tt  étant  un  nombre  entier  positif  quelconque.  U  vient 

(w  +  2n— l)iF  ,     .    (m  +  2n  — l)w         - 

y  =  cos    ■  ±  sm  i .  V  —  *  » 

"^  «M  ni 


ou,  y  =  cos  U  +  ^ i-    ±  sm  U  +  i — ^""^J  •  ^■"*' 

or,  Je  dis  que  ces  valeurs  sont  identiques  avec  celles  qui  correspondent 

,  ,      m—  1       ,         .  ^         m  —  2n  -H  1 
àft=_ (n— 1),  ou  ^ . 

En  effet ,  cette  dernière  valeur  de  k  donne 

(m  — 2n  +  lk.     .    (m  — 2n  +  lit)        ; r- 

•^  w  w 

ou  bien 

mais  on  sait  que,  pour  deux  arcs  n  +  a  et  ir  -^  a,  Ton  a 

cos(w  4-  a)  =  cos  (tp  — a)    et    sin  (w  -f.  «)  =5  — sin  ('jt  — a); 

d*où  Ton  conclut 

r   '     (2n  — 1)1  r         (2n  — IM 

L    .      w»      J  L  «*      J 

m  — "^  1 
Donc ,  les  dsux  racines  j[ut  correspondent  à  k  «s  — •^ h  n,  itiU 

identiques  avec  celles  qui  correspondent  à  k  =  --^5 (n  —  1); 

la  seule  différence  consiste  en  ce  qu'on  trouve  les  deux  racines  dam  un 
ordre  inverse. 

Si  m  est  pair,  soit  encore  fait  ft  ae=  -  +  n;  il  en  résuke 

mrç  +  2nir    ,      .     t»iç  H-  2nir  < 7 

j^  =-  cos ^±  sin —  .  \/  —  1> 

m  w 

^.                    /     ,  2n,ç\  .    .   /    ^2»^\       3 — T 
oubten  y  «  eos  (  ir  -I l±9mï  w  -( ^  >  y^^tx 

mais  pour  ft  es  i-  «^  n^  on  avait  déjà  obtenu 
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(2wic\  /         2nit\ 

ir+— )a=        COSfir  — — -j, 

^  ,                      .     /     ^  2nir\  .    /         2n7r\ 

et  de  sm  (  «  H j  =  — sin  f  w  — —  j  , 

les  valeurs  de  y,  correspondant  kk=s  -^  -^  n,  sont  identiques  avec 

m 
celles  qui  correspondent  à  fc  =  —  —  w. 

Donc  enfin,  le  tableau  des  valeurs  que  Ton  a  obtenues  pour 

ft  s=  0,  i,  2,  ^. . .  — ^ —  on  ^>  renferme  toutes  les  racines  de 

If»*..^  1  as Oy  (|Bc)qiie,-SQit  M, 

MehUègnstnùntleg  ratinisde  réqfwtiùn  y"'  — - 1  si  0. 

391.  £n  jetant  les  ycnx  awr  Je  tablean  des  valeurs  ide  2^  qui  corres- 
pondent aux  diverses  hypothèses,  %;  ==  0, 1,  2, 3,  • . .  et  en  se  rappelant 
la  formule 

(cos  a  -f  sin  a  .  \/ —  l)"»  =  cosma-f  sin  ma  •  \/ —  1, 

on  volt  que 


eos 


cos 


m  in  \      tn  rn  / 

h  sm  —  .  \/  —  1  =  (  cos f-  sm  —  .  v/  —  1  j 

m  m       ^  \       m  m       ^         / 


cos— it  +  si» ,f.\/— 1=(  cos hsm^.  v/ — 1  )^^ 

si  m  est  impair;  et 

J       A        /^       2ir   .     .    2it         , 3-V  . 

eosic  +  sm  ir.  \/— l=s  (  008 l-sm  —  .  v/— 1  }  sitnestDâir. 

\      m  m      ^        /  ^ 

Donc ,  si  Ton  désigne  para  la  première  racine  imaginaire 

cos hsm —  \/— 1, 

m  m 

toutes  les  raemes  du  tableau  d^à  dté,  earrespondant  au  signe  supérieur, 
peuvent  Are  représentées  par 

a%  «',  «',  «',.•.*  *    OU  ?; 
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quant  aux  racines  qui  correspondent  au  signe  inférieur,  nous  avons  tq 
qu*elles  sont  les  réciproques  des  précédentes;  ainsi  Ton  a,  pour  les 
nouvelles, 

111  1  1 


a     CL      a.  "^^ 


ou- 


a    »  a" 

D*où  Ton  peut  conclure  enfin  que ,  a  désignant  la  première  racine 
imaginaire,  toutes  les  racines  de  l'équation  ^'^  -—  1  =0,  peuvent  être 
représentées  par 

m— i  m 

a*,  a%  a%. . .    (T*"  OU  ^,. .  .  a»-*,  a"-*,  «"— ", 

série  dans  laquelle  les  exposants  ne  sont  autre  chose  que  les  nonoJbres 
entiers  compris  depuis  0  jusqu'à  m  —  1. 

392.  Remarque  importante,  —  Cette  propriété  dont  jouit  Tune  des 
racines  imaginaires ,  de  reproduire  toutes  les  autres  avec  ses  diverses 
puissances,    n'appartient    généralement   qu'à   la   première   racinei 

2ir   ,    .    %7       , r         .  .      , 

cos h  sin  —  .  \/  —  1 ,  ou  à  sa  conjuguée 

m  m 

%ç  2ir         . 

cos sin  —  .  v/ —  1.  On  a  bien  prouvé  (n»  388)  que,  «  étant 

m  m  *  X  /  :i     7 

une  racine  imaginaire  quelconque,  aP  est  aussi  une  racine  de  l'équation; 
mais  il  n'est  pas  toujours  vrai  de  dire  qu'en  donnant  à  ^  des  valeois 
entières  convenables,  on  pourra ,  avec  cette  racine  a,  reproduire  toutes 
les  autres. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  j/*  —  1  =  0,  qui,  pouvant  se  mettre 
cous  la  forme  [y^  —  1)  (y^  +  1)  =  0,  donne 

1.  ,  =  1  et  î,==l±vE!,  2.,==_i  etj,=i±^, 

comme  les  trois  premières  racines  proviennent  de  jf* — 1  =  0 ,  si  Fon  dé- 

.     —  1  +  \f^ 

signe  par  a  la  racine — ^ ,  on  a 

À 

«  *=(, 2 )  = 2" '*-*••  «•='«*X«=.; 

d'où  l'on  voit  que  les  trois  premières  racines  seulement  sont  produites 
pr  ries  puissances  de  3 — "^  V        , 
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Mais  il  n'en  est  pas  de  même  de ~ ;  car  on  trouve 

/l  4-  \/^Y  ^  1       /l  -f-  >/^\  '  ^  1+\A^ 

/i  +  \/^^^Y  -  ""  *  "^  \/~^  /i+\A^Y^__i 

^1  +  \/'^^\* _ — 1— v/iiTa'  ^i+\/z::3\»    i— ^tit 

V        2        ^^  ~  2  '    \       2        ;  -         2        • 

Ainsi,    toutes   les    racines    sont    produites    par    les    puissances 

0, 1,  2, 3,  4,  5, . . .  de  la  racine ^ ;  et  cela  tient  à  ce  que 

cette  dernière  racine  est  la  première  donnée  par  la  formule 


27Î        .    2k 


cos  — -I-  sin  —  .  \/  —  1, 
m  m     ^ 


qui  devient,  dans  ce  cas,    cos  -  -J-  siu  ^  .  \/ —  1, 

o  u 

En  effet,  on  a  cos  ^=sin  f^  —  ^  j  =  sin  ^;  mais  le  sinus  du 

6"  de  TT,  ou  du  12"  de  la  circonférence,  est  la  moitié  de  la  corde  qui 
en  sous-tend  le  6",  et,  par  conséquent,  est  égal  à  la  moitié  du  rayon; 
donc, 

cos^ousin-  =  -;dousin-=V/   1— 5  =  2\/3; 


1       1              -              1  -I-  \/  —  3 
ce  qui  donne  enfin  5  4*  5  V  3  .  \J  —  1,  ou ^ ,  pour  la 

première  racine. 
iV.  B,  Cette  exception  a  lieu,  en  général,  pour  les  équations  de  la 

forme  t^»  —  l  =  0,  ou  (y»  —  1)  (îT  -fl)  =  0. 

Résolution  de  V équation  y"*  4- 1  s  0* 

393.  Comme  on  a 

cos  (2fc  -f- 1)  ir  =  —  1,    sin  (2fe  -f  1)  ir  =  0, 
_on  peut  conclure  des  formules  (1)  et  (2)  étaUies  n*"  389 , 
(2&  +  l),p^    .     (2fe  +  l)7r 


cos- 
L  m 


.        .       2fe  +  l7r        , jl» 

cos  (2fc4-l)«±sin(2ft+l)ir.  \/— 1  =  — 1; 
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d'où  l'on  voit  qoe^-expresnoB 

(2fe  +  l>r   ,     .     (2fe  +  l)ic        ; 7 

peut  être  prise  peur  la  racine  m'*"*  de  —  1,  ou  pourllexpressbn  géné- 
rale d'une  racine  de  la  proposée;  et  Ton  obtiendra  les  dixerses  racines 
en  attriteant  à  k  k^érie  des  valeurs  0, 1,  %-3l^  •  • 

.  i\         »i  ^ — ^  • 
Donnons  à  k  toutes  les  valeurs  comprises  depuis  0  jusqu  à  si 

m  est  impair,  et  depuis  0  jusqu  à  —  —  1 ,  ou  — ^ —  si  m  est  pair; 

on  obtiendra  successivement,  pour 

^  s=  0,. . . .     «  =  cos  — ±  sin  — .  \/— 1, 
m  m 

-  3w  ,    .    3«       *      . 

fc=l,....     y=sco8~±tm—  .  \/— 1, 

»      A  5it  ,    .   5tc       — 7 

fc  =  2,. ...     y=  cos —  isin  —  .  \/ — 1, 
m  M 


iJîŒt.,..— — ^^,.  |^!S=iOOS«  HtSBir  .   V"— 1  .  =r— 1, 

fcs-  ■    ^    ,...  «=rcos  f  w  — —  )  ±sin  (  it  —  ^  )  .  \/ —  1% 
2  \        m/  \       my 

Je  dis  que  ce  tableau  renferme  toutes  les  radnes  de  Téquation 

3f  «  4- 1  =  0. 

«n  — 1 

En  effet,  lorsque  m  est  impair,  comme  la  valeur  k  =  — - —  ne 

donne  fue  la  racine  —  1,  mais  que  toutes  les  autres  0,  1,  â,... 

•n  »—  i  «n,  -^  ^ 

q      — - 1  ou  — 5 —  ,  en  dûment  tieusD  chacune,  il  s'ensuit  qM  le 

nombre  total  des  factnes  fournies  par  ces  nteirs  lest 

.  .  ^      2  (m— 3 

1  +  2  4— A^ — ,oui». 

Si  m  est  pdr,  Amfmrtàsm  ie  k  dqmi  Q  ioBqu'à  — :s — doime 

deux   racines;   ainsi,  fc   nombre  total  des    radnes  fournies  est 

^      2  (m  — 2) 

2 +—^-5; — ^oum. 
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On  démontrerait  d'ailleurs,  comme  ou  l'a  fait  pour  2^'— - 1  ss  0, 
qu'en  donnant  à  ft  des  valeurs  plus  grandes:  que   ■  si  m  est 

fw  —  2    .  .  ,  .  ,        ^ 

impair^  et  que  — r—^  nm  est  pair,  on  doit  retrooi^er  les  mentes 

^racines;  donc,  etc. 

394*.  On  voit  encore,  d'après  Tinspection  de  ce  tableau,  que,  si 

a  désigne  la  première  racine  imaginaire,  ou  cos h  sin—  .  \/ — 1, 

m  m 

toutes  les  racines  qui  corre^ondenft  au  signe  supérieur,  sont  exprimées 
par  A  f  c  •,  A  ,t«  «  •  •  •  •  of*^ 


ou  ttS  tt%  «V*  ' 


suiirant  que  m  est  un  nonâbreimptir,  ou  «»' nombre  palîr.  D^aiUeurs, 
ksraoines  qui correspcmdeat  an  dgne  inférieur,  étont  les  rieiproqws 
des  précédentes,  ont  pour  valeurs, 

111  1  1 

ou ,  à  cause  de    a"*  =  —  1 ,    d'où    a**»  =  1, 

a»"-*,  a»""-*,  a*"'-*,. . .  •  a*»  OU  «"»+». 
Donc  enfin  tontes  les  draciaes  de  l'équation  y"  *4-  1  =»  O^soni,  dans 
l'hypothèse  de  m  impair , 


«*  «3  f,^  fP 


^,  a"",  a'"-*-*,.  . .  «»«-',  oc*»--»; 


et  dans  Thypothèse  où  m  est  un  nombre  pair , 

iV.  ^.  Pour  plus  de  généralité,  nous  avons  établi  des  formules  jiour 
résoudre  Téquation  jT  +  1  =  0>  fiœl  que  soit  m^*  mais  quand  «i  est 
impair ,  on  peut  changer  i/  en  —  2/>  ^®  ^***  donne  y»  —  1  =  0;  et  Ton 
voit  que ,  dans  ce  cas ,  ks  raeines  deFéquation  y»  +  1  :==  0  fiont  égales 
aux  racines  de  Téquation  j^m  —  1  =  0,  prises  en  signes  contraires. 

395.  Scolie  général  —  En  récapitulant  tout  ce  qui  vient  d'être  dit 
sur  les  équationt  à  denx  termes,  on  pevt  eotitdvffeqvirmityradicaljfml'' 
conque  a  toujours  autant  de  valeurs  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  indice. 
Oes  vahiurs  sont  •égales  k  h  racme  ari^méH^  de  I»  quanlStèsons  le 
signe ,  considérée  avec  sa  valeur  absolue ,  et  multipliée  successivement 
par  chacune  des  racines  de  4*1  ou  de^  — •  1. 

Ainsi,  lorsque  l'on  a  deux  radicaux  à  multiplier  l'un  par  l'autre,  le 
produit  est  susceptible  d'autant  de  valeurs  différentes  qu'il  y  a  d'unités 
dans  le  produit  des  deux  indices»  à  moins  que  les  degrés  des  deux  radi- 
caux ne  soient  égaux  ;  car  alor&pbisitiir8'¥dear&  devieunoul;  identiques. 
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Soit,  par  exemple,  \/  a  h  multiplier  par  \/  b.  Désignons  par  p 
et  q  leurs  valeurs  arithmétiques,  on  a  (n"  391),  pour  le  premier 

cas, cLy,  op,  a^p, 

et  pour  le  second,.    .    .  a"g,  a^,  a*q;  ' 

multipliant  chacun  des  termes  de  la  première  ligne  par  chacun  des 

termes  de  la  seconde,  on  obtient 


^'p. 

apq, 

»*M. 

apq, 

a'pq. 

a'pq, 

«v«. 

«.*pq. 

CL*pq, 

expressions  qui  se  réduisent  à  trois  différentes,  pg,  tupq,  et  a*pq,  si  Ton 
observe  que  Ton  a  a'  =  1 ,  et  a*  =  a. 

Il  en  est  de  même  lorsque  les  deux  indices  ont  un  facteur  commun. 
Le  nombre  des  valeurs  différentes  du  produit  est  alors  égal  au  muUîpU 
commun  le  plus  simple  des  deux  indices. 

Ces  observations  complètent  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  sixième 
chapitre  (n°  167]  sur  la  multiplicité  des  valeurs  d'un  radical. 

Équation  trinôme,  a?*"»  -f-  pa?*  =  q- 

396.  On  appelle  ainsi  toutes  les  équations  qui  ne  renferment  que  deux 
exposants  de  rinconnue,  doubles  l'un  de  l'autre,  et  des  quantités 
toutes  connues. 

Ces  équations  peuvent  toujours,  par  la  transposition  et  parla  réduc- 
tion ,  être  ramenées  à  la  forme  ci-dessus  ;  et  leur  résolution  dépend 
uniquement  de  celle  de  Téquation  du  second  degré  et  de  l'équation  i 
deux  termes. 

En  effet,  soit  posé  x^  =  y;  il  en  résulte 


y"  +py  =  g,  d'où  î^  =  -|  ±  \/^  +  q; 

donc  0?=:  V2/=  \/ ""|±v/i;+*' 

ainsi,  pour  obtenir  toutes  les  valeurs  de  â?,  il  suflBt  de  muhipKer 


Tune  des  racines  m'^"  de  —  ^  -f-  i/  L  -f.  «^ 

et  Tune  des  racines  w'*'""  de  —  -  —  %/   ?.  -|,  g^ 
par  chacune  des  racines  )»'«?"••  de  -f- 1. 
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Soit, par  exemple,  V équation œ^  —  Ta?'  =  {^SIH; 
en  posant  a?'  =  y,  on  trouve  t/'  —  7 y  =  45144', 
d'où  Ton  déduit  y  =  216  et  i/  =  —  209. 

Donc 
i«  a?»=     216;  d*où  a?  =  6,   a?  =  6  .  a,   a?  =  6  .  a*; 

2»  aî=»=— 209; d'où a?=—  \/2Ô9,a:=— a.  v/2Ô9i'a?=:— a*.  V'^, 

%  désignant  la  première  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité. 

La  résolution  des  équations  trinômes  conduit  à  l'extraction  de  la 
racine  m'^'*  d'une  quantité  en  partie  rationnelle  et  en  partie  irration- 
nelle du  second  degré.  Nous  avons  déjà  (n®  118]  traité  un  cas  par- 
ticulier de  cette  question,  celui  de  la  racine  carrée,  et  nous  aurions 
maintenant  à  considérer  le  cas  général  d'une  racine  de  degré  quel- 
conque. Mais  cette  opération  offrant  peu  d'applications  dans  l'analyse 
algébrique ,  nous  nous  dispenserons  de  la  développer  ici ,  et  nous  ren- 
voyons ,  pour  cet  objet ,  aux  éditions  précédentes  de  notre  ouvrage. 

§  III.  Résolution  des  équations  générales  de  degré  supérieur  au 

second. 

Nous  avons  maintenant  une  t&che  importante  à  remplir,  c'est  de 
faire  connaître  les  travaux  des  analystes  sur  le  fameux  problème  de 
la  résolution  des  équations  générales  de  tous  les  degrés.  Ce  problème, 
qui  a  longtemps  occupé  les  mathématiciens  les  plus  célèbres,  a  pour 
but:  étant  donnée  une  équation  générale  et  complète,  i obtenir  les 
expressions  de  ses  racines,  au  moyen  cf  tm  nombre  limité  d'opérations 
algébriques  effectuées  sur  les  coefficients.  Jusqu'à  présent,  la  question 
n'a  été  résolue  que  pour  les  quatre  premiers  degrés  ;  et  Ton  doute  si 
jamais  on  pourra  parvenir  à  une  résolution  complète  pour  tous  les  degrés. 

Quoi  qu'il  en  soit ,  nous  commencerons  par  exposer  la  plus  simple 
de  toutes  les  méthodes  connues  pour  résoudre  les  équations  du  troisième 
et  du  quatrième  degré  ;  ensuite  nous  ferons  connaître  d'autres  mé-^ 
thodes  susceptibles  de  s'appliquer  avec  plus  de  succès  aux  équations 
d*un  degré  supérieur. 

Équation  du  troisième  degré. 

397.  D'abord,  on  peut  supposer  (n*»  260)  l'équation  privée  de  son 
second  terme ,  et  ramenée,  à  la  forme 

x^  -{-px  +  q  =  0 (1). 

Faisons,  dans  cette  équation,  x  =  y  4-  jt  ....... .  (2), 

c'est-à-dire  supposons  x  égalé  à  la  somme  de  deux  autres  inconnues 
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(celle  forme  qne  nous  donnons  à  la  valcnr  de  a?  pfeut  ètreuaotîvée  snr 
ce  que,  dans  Téqualion  générale  du  second  degré,  la  valeur  de  a;  se 
compose  aussi  de  deux  parlies  distinctes). 

On  obtient ,  en  élevant  Téqualion  (2)  au  cube, 
i^»  =  j^  +  3î/*«  +  3yt*  +  2'  =  î^'  +  «*  "4-  %«  fe  +  *)» 
«ibien,  aî»=  1/»  +  ^'  +  %*•«?, 

et  transposant,  a?'  —  3yir .  a?  —  j^  —  *»  =  0. 

Ponr  que  cette  éq«iÂ(«i  s*accorde  avec  Téquation  (1),  il  faut  et  il 
Mfiiqueroaail 

P^-Syz,  j    ^,^   j  yir  =  -|...<3), 

Dès  que  ces  deux  conditions  seront  satisfaites,  les  valeurs  de  y  et  de 

z  seront  telles  que  leur  somme  exprimera  la  valeur  de  œ,  propre  à  Téri- 

fier  réquation  (1).  Tâchons  donc  de  déterminer  y^z  d^prte  ces  deux 

conditions. 

P' 
L*équation  (3),  élevée  au  ci*e,  dftnne  t^-ar*  ==  "^  «f  ? 

mai&^nad^jà  y'+^^  —  g;/ 

donc  (fl«  tl^)  les  tiuantilés  ^  et  2^  «ont  liées  entre  cUcspir  i'iqMtini 

Un  second  degré 

«"+«*-^  =  0....(5), 

dont  le  second  terme  a  pour  coefficient  la  somme  dmmée ,  —  9,  prise 
en  signe  contraire,  et  le  dernier  terme  est  égal  au  produit  aussi 

P* 
donné»  —  =• 

Cette  équation  est  appelée  la  BÉourrE  de  l'équation  dm  3*  degré, 
parce  que  c'est  de  sa  résolution  que  dépend  celle  de  la  proposée. 

L'équation  (5)  donnant  *  =  —  |  ±  \/   t  "*■  oïr» 

2S        V^       *»         àSI 


«vient   »• 2  +  x/ «:+.£,  ,.  =  .î_^2!  +  ?!. 

d'où,  à  cause  de  la  relation        x  =  'y  +  z, 

expression  qui  renferme  impfidtement  ies  trois  Tachiœ. 
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EniiffiBi^fdéaigiKmsinHr  fliet^oe.qiie  dfiyiennentTrespectivcfiiiefitles 
deux  radicaux  cubiques  quand  on  y  remplace  p  et  q  par  leurs  valeurs 
correspondant  à  l'équation  (1)  ;  puis  observons 

1*»  Que  les  équations  i/*  =  m%  *'asn%  donnent  {n«  395) 

y  =  m,  y  =:  a.fn,  y  ^ssz  a%,     et    ;«  «  ti,  ir  c:  «IV  «  =  «*n 

(I9  «^  a%  étant  les.toois  racines  cubiques  de  Tuiiité)  ; 

2''  Que  le  produit  des  deux  valeurs  de  y  et  de  x,  dont  la  ssmssas  ex- 

P 
prime  la  valeur  de  œ,  doit  être  égal  d  —  ~,  d'après  la  relation  (3). 

o 

H  en  résulte  évidemment  qu'on  obtiendra  toutes  les  racines  de  l'é- 
quation (1)  en  oomfainafit  -âeuœ  à  deux  les  mx  valeurs  ci-dessus  de  y  et 
ÙB  z,  et  ne  prenant  toutefoia  que  les  combinaisons  qui  donnent  un 

P 
produit  égal  à  —  -5. 

Or  9  on  a^  en  premier  lieu , 

donc,  â7= m  +  n  *forme  la  première  racinb. 

En  second  lieu  ,     am  x  a*n  =  a'mn  ^  mn  ==^  —  ~; 

o 

donc,  X  ^  am  +  a'n      donne  une  secot^de  bacike. 

p 
Enfin,  a*m  x  an  =  a^mn  =  mn  =  — -; 

donc ,  w  3s  a^  -4-  an    exprime  un»  sROisiiuiB  racise. 

Aucune  des  autres- ccmifaiwiMOfis  ne  remplit  (conome  onpent<ifen 

p    .    . 
assurer  aisément}  la  condition  que  le  produit  soit  égal  à  — ^;  amsi 

elles  doivent  être  rejetées,  et  l'on  a,  pour  les  trois  racines  de. la 
proposée, 

x=:  m  -^  n,    «,T=  dm  -f- w*w,   x  «  tx'm  -f  a». 

iV^  £.  On  parvient «nfiore;ai»  denxdeniècea  valeurs  de  x^en  divi- 
sant le  premier  m«9(d)j:e  de  Téquation  (1)  par  x-^  m-^n.  Mais  au- 
paravant il  est  nécessaire  demodifier  la  forme  de  ce  fNreoûier  nemhre. 
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Comme  on  a,  en  vertu  des  équations  (3)^  {h)^  et  des  deux  éqaatioDs 


inn  =  — f,  m?  +  n'  =  — sf, 


3' 

il  en  résulte  jp  =  —  3mn,  q  =:  —  m*  —  n'; 
d'où,  substituant  ces  valeurs  de  peideq  dans  le  premier  membre  de 
*  la  proposée, 


.  a?  — m'  — n', 

expression  qui ,  divisée  par  a?  —  m  —  n,  donne 

a?'  +  (w+w)  j?  4-  w*  —  «m  4-  n*. 

Égalons  ce  quotient  à  0,  et  résolvons;  il  vient,  tonte  rédoctk» 
faite , 

valeurs  dont  il  est  facile  de  prouver  Fidentité  avec 
en  se  rappelant  (n®  167)  que 


DlSCUSSIOlIf. 

Les  quantités  m  et  n  renfermant,  dans  leurs  expressions,  le  radical 
V     "i  "^  97  '  ^°  conçoit  que  la  réalité  ou  rtmo^Miorîte  des  trois  r»- 

cines  dépend  principalement  du  signe  de  la  quantité  ^+  ^*  On  est 
donc  conduit  à  faire  les  hypothèses  suivantes  : 

«\/^0    ^^^'^0    «'^^'^O 

Examinons  successivement  ces  trois  hypothèses. 

398 1»    f +^>0. 

Dans  ce  cas,  comme  les  deux  racines  de  la  réduite  (5)  sont  réeDei 
et  inégales,  il  s'ensuit  que  les  quantités  m  etn  sont  aussi  réelles  et  es- 
sentiellement différentes  l'une  de  Vautre. 
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Ainsi  9  h  première  valeur  a;  =  m  +  n, 

ou    «=y/-|+y/|  +  g  +  Y/-|-v/?^ 

est  réelle. 

_      ,  t»  +  tt  .    wi— n     ■  '  ^ 

Les  deux  antres,    «=s  —  — r—  + — 5 — \/  —  3, 

sont  imaginaires;  car  elles  renferment  \J  —  3,  et  d*après  Thypothèse, 
m  —  n  est  réel  et  différent  de  0. 

Quant  aa  signe  de  la  racine  réelle^  le  principe  établi  n^  312,  sur 
les  équations  de  degré  impair,  prouve  que  cette  racine  est  positive  si 
q  est  négatif,  et  négative  si  q  est  positif;  ce  dont  il  est  d'ailleurs 
facile  de  se  rendre  compte  par  la  discussion  de  la  première  valeur  de  œ 
d-dessus. 

899 2.    |  +  g  =  0. 

Dans  ce  nouveau  cas,  les  racines  de  la  réduite  se  réduisant  Tune  et 

raotre  à  — |,  les  valeurs  de  m  et  de  n  sont  réelles  et  égales  cba- 

cune  à  %/    —  ^;  ce  qui  donne,  pour  la  première  valeur  de  x, 


Pour  les  deux  autres,  comme  on  a    m  =  n=  %/  —  ^, 


a  en  résulte    m  — n  =  0,    et    — r— =  •^  —  \/   ""  S' 
ainsi,  ces  valeuii  sont  égales,  et  se  réduisent  chacune  à 

c'est-à-dire  qu'elles  sont  toutes  deux  la  moitié  de  la  première  valeur. 
Donc,  en  supposant  le  dernier  terme  q  positif,  l'équation  (1)  a 

me  racine  réelle  négative,  —  2  y/ 1,  et  deux  racines  positives 
égales    y/|. 
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on  trouve  VM-f-N\/— t=:P4-Q  V—f» 

\/m— N  \;3:ï  =  p— Q  v/^zT; 


cequidoMie  in4-n=  \/M4-N\/^^+  VM— N\/^^=2P; 
ainsi,  la  piemière  valeur  de  x  est  réelle,  et  se  réduit  à 

Quant  aux  deux  autres,  comme  on  a 

w-hn  =  2P,.        tn-^n  =  2Q  \/  — 1, 
on  obtient ,  en^su&stftaant  daoïs  Texpressidn 

tfi  +  n  ,  m  — n     ,  « 

«  =  — P±Q  \/Zrr.v/^^''=— P=FQ\/3  (nM70). 

Ainsi  ^  les  trois  valeurs  de  œ  sont  réelles. 


530  KÛUVBLLB  Asmcàxw»  I 

Le  contraire  a  lien  quand  le  dernier  tenue  esi^igatif^  e'est^à-    | 
dire  qu'elle  a.  une  ieuh  racine  positive  et  deux  racines  négatives 
égales. 

400 *»    \'^§f<^'     Cas  irréductMe. 

Cette  condition ,  qui  exige  nécessnrement  que  p  soit  négatif^  donne 
pour  la  réduite  deux  racines  imaginaires;  et  la  première  valeur  de  x    | 
se  présente  sous  la  forme  I 

(c  =  m  +  n=  V^M+1nv^T+  VM  — Nv/'^X  I 

D*après  cela,  il  semUe  au  premier  abord  que  cette  valeur  de  x  doive 
êtr^  imaginaire,  ausâ  bien  que  les  deux  autres,  qui  renfiermeal  déjà 
dans  leur  expfessîon  le  symb<4e  \/ —  ^  L'équation  (1).  aiuail  donc -ses 
trois  racines  imaginaires;  ce  qui  serait  en  contradiction  avec  le  jurcnkier 
théorème  du  n°  312. 

Mais  on  peut  démontrer  que,  dans  les  expressions  des  trois  ra- 
cines,, les  imaginaires  s'entre^détruisent ,.  et  que  les  trois  racines  sont 
réelles. 

En  cflet,  st,  en  admettant  {ti?  VI Vj  rexactititde  de  la  formufei  da 
binôme  dans  le  cas  de  Texposant  fractionnaire,  on  posé 

m  =:  ^dans  {a+b  y/  — 1)«    (n**  382), 
o 
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Le  dernier  ca&  qpe  nous  venofis  d'examiner,  et  sur  leqael  les  ana- 
lystes se  sont  beaucoup  exercés^  porte  le  nom  de  cAAiBaÉDucriHLB, 
parce  que ,  malgré  la  réalité  bien  prouvée  des  trois  racines,  les  formules 
obtenues  précédemment  ne  peuvent  être  d'aucune  utilité  pour  leur  dé- 
termination. £n  effet,  on  vient  de  voir  que  Ton  ne  saurait  débarrasser 
ces  formules  des  imaginaixes  qa'elka  venàîetmÊOty  qu'en  Béduisant  la 
première  valeur  de  œ  en  une  suite  infinie ,  rarement  convergente;  et  il 
est  impossible,  lors  ménaie^e  la  série  est  convergente,  d'obtenir  les 
expressions  exactes  des  trois  racines.  On  est  donc  forcé,  dans  ce  cas, 
d'avoir  recours,  pour  les  applications,  aux  méthodes  de  la  résolution  des 
équations  numériques. 

Mi.  Au  reste ,  la  condition  de  réalité  des  trois  racines  de  l'équation 

est  une  conséquence  très-simple  du  théorème  de  M.  Sturm  (n<>  347). 

Si  l'on  applique  à  cette  écpiaiion^  la  règle  établie  dans  ce  numéro,  on 
trouve  pour  les  fonctions  X,  X, ,  X,,  X3 , 

Cela  posé,  pour  que  l'équation  ait  ses  trois  racines  réelles,  il  faut 
et  il  suffit  qu'en  substituant  successivement  —  00  et  +  00  dans  les 
premiers  termes  de  ces  fonctions,  on  obtienne  3  variations  par  la 
première  substitution ,  et  3  permanences  par  la  seconde,  c'est-à-dire 
qu'on  doit  avoir  l'uila  d;ôs  deux  combioaifiOBff 

H +  —  ou 1 h 

4-  +  4-  +         -Ih  -f  -I-  4-, 

dontk  dernière  est  la  seule  admissible  ^puisque  l'éifiiation  ei^  de  de^ 
gré  impair. 

Or,,  il  est  évident  que  les  deux  premières  fonctions  X,  Xr  ^  donnent 
respectivement  ^-  +  et  -H  +,  pau  la  substitution  de  ^-oo  et  de  00 , 
sans  qu'il  en.  résulte  aucune  condition  pourj)  et  9. 

Maispoiwr  <pie  X^,  X,^ dojMwnt  ég^lemeat  —  4-  et  H-  4-> on 
voit  qu'il  faut  1^  qp/ù.p.ml  négatif^  2P  que  Voa  ait  — 4/^  *— â7^ 
positif^ouipP -f-  27g'  négatif ^oondÂtton 4101  r^ermeiflaplicitemcot 
la  première. 

Ainsi,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  réalité  des  trois 
raeines  est 

V  +  27«'<0,    ou    ^+^<0. 
Dans  lei  cas  particulier  de  J^  -H  23(§[^  ^  0^  conme  on  a  alocs» 
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X3  =  0,  il  faut  nécessairement  (n«  347)  que  la  proposée  ait  denx 

racines  égales  qu'on  obtiendra  en  posant  X»  ou  —  2pœ  —  3g  =  0; 

Su 
d'où    a?  =--5^. 

Mais  la  relation  supposée  donne  p  =  — •  8  y/  L, 
d'où»  substituant  dans  la  valeur  de  œ  et  réduisant, 

Ainsi,  rfetta?  des  trois  valeurs  de  œ  sont  égales  à  y/  -.  La  troisième 

est  d'ailleurs  nécessairement  —  2  y^j  puisque  l'équation  est  privée 

de  second  terme. 

Lorsque  l'on  a  V  +  ^^  >  0,  une ^etife  racine  est  réelle,  et  les 
deux  autres  sont  imaginaires. 

Tous  ces  résultats  s'accordent  avec  ce  qui  a  été  dit  dans  les  numé- 
ros 398  et  suivants. 

Équation  du  çpMtrième  degré. 


402.  Soit  «?•  4-  pâî*  4-  g^  +  r  =  0  . .  •  (1) 

l'équation  à  résoudre  (  nous  supposerons  encore  l'équation  privée  de 
second  terme). 

£n  se  laissant  conduire  par  l'analogie ,  on  peut  être  tenté  de  faire 
â?  =  2^  4-  z,  c'est-à-dire  œ  égal  à  la  somme  dé  deux  autres  inconnues; 
c'est  en  effet  la  marche  que  Lagrange  a  suivie ,  en  employant  ensuite 
plusieurs  artifices  d'analyse  pour  tirer  parti  de  sa  méthode.  Mais  les 
calculs  qui  se  rattachent  à  cette  méthode  sont  très-compliqués;  et  l'on 
parvient  beaucoup  plus  promptement  aux  expressions  de  l'inconnue  par 
l'introduction  de  trois  indéterminées. 

Soit  donc  fait  dans  l'équation ,  â;  =  2^  +  r  +  u  .'  .   •    •    •   (2)  ; 

il  vient,  par  l'élévation  au  carré, 

aj«   =   2,»  4.   ^   4.   îl«   -f.   2  (yg   4-  yu   H-   zu), 

ou  aî«  — (y*  4-  ^  4.  ««)  =  2  {yz  +  yu  +  zu); 
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carrant  de  nouveau  les  deux  membres  de  cette  dernière  équation ,  Ton 
obtient 

'hSyzu{y+z+u), 
ou ,  remplaçant  y  -{-z-h  u  par  a? ,  et  transposant, 

«*  — 2(^  +  ^  +  «*V— 8y^tia?  +  (2/*4-*'4-tt7  )  _ 

Or,  pour  que  cette  équation  s'accorde  avec  la  proposée ,  il  faut  et  il 
suffît  que  Ton  ait 

l«i>=-2(î,«  +  *«H.u«),  d'oùy>4-^'4-u*=-.|.  .  .(3); 

d'où 2/V  +  t/»u'4-^*u«  =  ^l^...  (4); 

30 q  =z—8yzu,    d'où î^^u  =  — I . . . . .  (5). 

Telles  sont  les  équations  de  condition  qui  peuvent  servir  à  détermi- 
ner les  valeurs  dey,  x,  u,  dont  la  somme  formera  d'ailleurs  la  valeur 
de  a?.  Or,  l'équation  (5),  élevée  au  carré,  donne 

»*"  -64' 

d*où  l'on  voit  que  les  carrés  j/*,  **,  u',  sont  tels  que  leur  somme  est 

P 
'2' 


P 

égale  à  un  nombre  donné,  —-^9  la  somme  de  leurs  produits  deux  à 


deux ,  égale  à  un  autre  nombre  donné,  — ,  et  enfin  le  produit  de 

ces  trois  carrés,  égal  à  ^. 
0* 

Donc ,  en  vertu  des  relations  qui  existent  (n®  242)  entre  les  coeffi- 
cients et  les  racines  de  Téquation  du  troisième  degré,  la  détermination 
<ie  ^,  z^,  u*,  ne  dépend  plus  que  de  la  résolution  de  l'équation  du  troi- 
sième degré 

^2     ^      16  6i^ 

Si,  poursfaire  évanouir  les  dénominateurs,  on  pose  <  =     ,  il  vient 

s'  -h  ^2ps'  4-  (p»  —  4r)  «—  g*  =  0. . . .  (6). 
Bourd,  Alg.  23 
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Telle  est  la  réduite  de  Té^uation  du  quatrième  degcé. 
Désignons  par  s\  s',  s",  les  trois  racines  de  Téquation  (6)  queTcAfiait 
maintenant  résoudre  ;  il  en  résulte 

111 

y=±ô\/''>   *==±s\/'%   w=±5\/*"; 


2 


2 


et  comme  on  a  d'ailleurs  x  =  y  +  z  -^  u,i\  faut  combiner  ces  va- 
leurs par  addition,  ce  qui  donnera,  en  apparence;  huit  valeurs  diffé- 
rentes. Mais  si  Ton  observe  que  l'on  a,  pour  une  des  équations  de  con- 


dition,....  yzu=' 


8' 


on  ne  doit  tenir  compte  que  des  combinaisons  telles  que  le  produit  des 
trois  vadeurs^  ùey,  zei  u,  soit  positif  si  q  est  né^tiC,  et  négatif  st  q  est 
positif. 

D'après  cela,  le  nombre  des  solutions  est  évidemment  réduit  à 
quatre,  savoir  : 

i^  Lorsque  q  est  négatif,  auquel  cas  la  proposée  est 
X*  -^  px^  —  qX'-^T^si  0, 


a:=+5y//  +  .  V//  +  ^\/*% 


2 


2 


x  =  • 


1  1  1 

X^+^s/s'^-s/s'^^^s'^, 


...  (7); 


dans  ce  cas,  les  trois  radicaux  doivent  être  positifs,  ou  Yun  positif  et 
ks  deux  autres  négatifs. 

2°  Lorsque  q  est  positif,  ou  que  la  proposée  est 

a?*  -4-  pa?  4-  çfa?  4-  r  5=  0, 

«'  =  -|\/«'-|\/*'-|v'A 

(A-où  radiaux  né9itt&,  an  tinj^fi8ati£.atv<tet<pfOBtiis)> 


.  ....  (8) 
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Pour  obtenir  iss"  quatre  raeioes  en  fonction  immédiate  des  coefficients 
de  la  peepoflée,  il  ftnidrail  remplaeer  s,  s',  s",  par  leard  fulenns  tirées 
de  la  réduite;  mais  les  formules  que  l'on  obtiendrait  seraient,  comme 
on  peut  m^EgUy  e9Ltrâm<aa»ntiG0mpiii|ué(». 

JHêCHmtm, 

k03,  La  réalité  ou  l'imaginaritc  des  racines  de  la  proposée  dépend 
essentiellement  de  la  natare  des  racines  de  U  réduite;  ainsi ,  l'on  est 
conduit  à  établir  les  hypothèses  suivante»  : 

i^  La  réduite  peut  ayoib  ses  trois  racines  réelles  ;  mais  alors, 
eemme  son  dernier  terme  —  q*  est  essentiellement  négatif,  il  «^ensuit 
q[ue  ces  trois  racines  sont  positives  >  ou  bien  que  l'une  est  positive  et  les 
deux  autres  négatives  (n""  315). 

Si  les. trois  racines  de  la  réduite  sont  posiUves,  les  quatre  racines  de 
la  propQsée  sont  nécessairement  réelles. 

Si  l'une  d'elles  seulement,  s'  par  exemple^  est  positive,  les  quatre 
racines  de  la  proposée  sont  imaginaires  y  à  moins  que  l'on  ne  suppose 
les  deux 'racines  négatives,  s',  s",  de  la  réduite  (6],  égaies  entre  elles, 
auquel  cas  les  formules  (^)  et  (8)  se  réduisent  à 

1  1  11 

ou  bien  a?  =  —  -  v'  *'  —  \/  «'»~5 V  *'  +  \/«'>     f  N/*'>     2  V/*'* 

c'est-à-dire  que,  dans  ce  cas  particulier,  les  deux  premières  racines 
sont  imaginaires,  et  les  deux  autres  sont  réelles  et  égales, 

^  La  réduite  PEUt  avoir  une  seule  racine  réelle. 

Soit'  s'  cette  racine ,  qui  est  nécessairement  positive  (puisque  le  der- 
nier terme  -r  î*  est  négatif)  ;  comme  les  deux  autres  racines  «'  et  s" 
sont  imaginaires^  si  l'une  est  de  la  forme  a  +^v/  —  1»  l*autre  est 
nécessairement  (n®  382)  de  la  forme  a- —  b  \/ —  1;  or,  on  a  {n<>  121) 


\/a4-6\/—l  =  «»•+- n\/  —  l,  \/<r^  6\/— l  =  m— n\/— 1; 
d'où  Vd^b  \f^+  vÇIIT7^TÎ=2m, 

\/,ir-f6\/— 1-*-  \/.a— ftv/^^l«an>/— 1; 

dotie^  quel  qtiesoii  le  sigife  de  q  dan»  Itf'tMroposéey  hê  dew»  premières 
racines  sont  réelles  et  les  deux  autres  imaginaires;  car  dati»  les  fof^ 
mules  (7)^et.  (|E^  r  ^^  ÇigreMlo»  des.  deur  pcemière»  caciaes  renfer- 
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ment  \/  $'  et  yj  $'  avec  le  même  signe,  tandis  que  dans  les  expres- 
sions des  deax  dernières,  ces  deux  radicaux  sont  affectés  de  signes 
contraires. 

£n  récapitulant,  on  roit  que  Téquation  du  4*  dq;ré  peut  avoir 
ses  quatre  racines,  ou  réelles  à  la  fois,  ou  imaginaires  à  la  fois ,  on 
bien  avoir  deux  racines  réelles  et  deux  racines  imaginaires  (ce  résnl— 
tat  est  conforme  aux  principes  établis  n*^  313). 

Méthode  de  résolution  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré 
par  les  fonctions  symétriques. 

De  toutes  les  méthodes  que  les  analystes  ont  essayées  pour  résoudre 
les  équations  algébriques,  celle  qui  est  fondée  sur  la  théorie  des  fonc- 
tions symétriques,  et  que  Ton  doit  à  Lagrange,  est  sans  contredit  la 
plus  féconde  et  la  plus  élégante^  quoiqu'elle  entraîne  dans  des  calculs 
assez  longs;  mais  du  moins  on  se  forme  aisément  une  idée  de  la  ma- 
nière dont  elle  peut  être  appliquée  aux  équations  d'un  degré  supérieur 
au  quatrième. 

Pour  faire  mieux  concevoir  cette  méthode,  nous  allons  d*abord  l'ap- 
pliquer à  l'équation  du  second  degré. 

Équation  du  second  degré. 

404.  Soit   «'  +  jpa?  4-  g  =  0  l'équation  proposée. 
Appelons  a  et  6  ses  deux  racines;  on  a  déjà  (n?  242)  entre  ces  ra- 
cines et  les  coefficients  les  relations 

a  -i-  6  =  —  py  ab  ss  q. 

Si  l'on  pouvait  former  entre  à  et  (  une  autre  relation  du  premier 
degré,  l'on  aurait,  pour  déterminer  ces  deux  quantités,  deux  équations 
du  premier  degré  ;  et  la  question  n'offrirait  plus  aucune  difficulté. 

Désignons  donc  par  la  4-  inb  la  fonction  de  a  et  h,  qui  doit  entrer 
dans  la  composition  de  cette  relation  inconnue;  et  posons 

la  '\-  mb  =  z, 

?,  m,  z,  étant  des  quantités  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Gomme  Ib  +  ma  donne,  par  l'échange  des  lettres  a  et  b,  deux  com* 
bînaisons  différentes,  la  +  mb  et  Ib  +  ma,  il  s'ensuit  (n""  296)  que 
réquation  qui  donnera  la  valeur  de  z  doit  être  du  second  degré  et 
de  la  forme 

[z  —  {la  +  mb)].[z  —  {lb  +  ma)\  =0. ..{!); 
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et  puisque  cette  équation  est  du  second  degré,  il  faut  du  moins  tâcher 
qu'elle  ne  soit  qu*à  deux  termes,  ou  de  la  forme  ^*  =  &,  parce  qii^alors 
une  simple  extraction  de  racine  suffira  pour  la  résoudre. 

Or,  pour  qu'elle  se  réduise  à  cette  forme,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
deux  racines  soient  égales  et  de  signes  contraires. 

Posons  la  condition      /6  +  ma  =  — -  ('a  +  m&)  ; 
il  en  résulte        (/  +  m)  (a  -f  6)  =  0; 

mais  on  ne  peut  avoir  a  4-  6  =:  0,  puisque  le  coefficient  du  second 
terme  de  la  proposée  est  différent  de  0;  on  a  donc  nécessairement 

/-|-w=0,    d'où    J  =  — m. 

D'ailleurs,  la  condition  précédente  suffît  pour  remplir  l'objet  que 
l'on  s'était  proposé;  ainsi,  m  reste  indéterminé,  et  l'on  peut  faire,  pour 
plus  de  simplicité,  m  =  1,  ce  qui  donne  2  =  —  1;  et  l'équation  (1) 
deyient 

on,  réduisant,    jk»—  a*  —  ô*  +  2aô  —  0  . . .  ;  (2). 

Observons  maintenant  que  la  tliéorie  des  fonctions  symétriques 
donne  (n«  292) 

S,  =  a  +  ô  =  — p,  8,  =  — pS.  — 25f  =  p*  —  2î,  ab  =  q. 

Substituant  ces  valeurs  de  a*  +  b*  et  de  2a6  dans  l'équation  (2), 
on  obtient,  pour  cette  réduite, 

**— /  +  ^  =  0;  d'où  z  =  ±  y/f-^kq. 

(Si  la  première  valeur  de  z  représente  a  — -  6,  la  seconde  exprime  celle 
de  6  —  o). 

Combinant  enfin  l'équation  a  +  6  =  — -  p 

avec  la  relation  a  —  6=  \J  p*  —  4g, 


on  endéduita  =  — |+,-\/p*— 4g,   ô  =  — |_-^/_4g, 
ou  bien  a?=  — 1±  y/ ^  — g  :  .  .  C.  Q.  F.  T. 

Équation  du  troisième  degré, 

405.  Soit    a^-{-  px  -{-qssO    l'équation  à  résoudre. 

Puisque  le  second  terme  manque  dans  cette  équation,  on  a  d^à 
entre  a,  6,  e,  la  relation  a  -{-  b  -{-  c  =  0;  si  donc  nous  pouvions 
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former  deux  autres  équations  du  premier  degré  ^  u,hyC,lea  y»- 
leurs  de  ces  quantités  pourraieDt  être  ViisémmX  détermÎAées. 

Désignons  par  la-^mb-i^ne  une  des  foiiictioQs  qui  dment  €»tier 
dans  la  composition  .âes  équati^s  qu'il  s'agil  d'obtenir,  et  posons 
la-^-mb  -}-  ne  ^  z  ,..  (1). 

Comme  cette  fonelion  donne  six  ccnnbiiiaisons  difféeett(e&y  par  1^ 
change  des  lettres  a^  6^  c^  les  unes4ans  les  autres^  saroir  : 

Za  -f  me  4-  nb,       et       W>  -f  wc  -+•  na, 
/c  4-  ma  +  nhy  le  -{-  mb  -{-  na, 

réquation  d*où  dépendra  sa  valeur  doit  être  du  sixième  degré  ;  or, 
pour  qu'une  équation  de  ce  degré  puisse  être  résolue  d'après  les  prin- 
cipes déjà  établis ,  i!  faut  (n*»  3§6)  qu'elle  ne  renferme  que  les  exposants 
6  et  3;  c'est-à-dire  qu'elle  soit  de  la  forme 

z'  +  Az'-^B^O....  (2). 

Tâchons  donc  de  déterminer  lesTelatioQs  q«i  existent  enitre  Ic^Mx 
racines  de  cette  dernière  équation ,  afin  d'en  déduire  celles  qui  doiv^t 
exister  entre  les  six  expressions  précédentes. 

Désignons  par  u'  u',  les  deux  racines  que  l'on  obtient  immédiate- 
ment m  posant        «'»!»; 

A  /A.* 

d'où  u'  4-  At#  4-  B  =  0,  et  w  =  — -  ±  %/  ~  —  B; 

appelons  en  outre  1 ,  « ,  a^^  les  trois  racines  cubiques  de  1  ;  en  a 

ainsi,  en  prenant  ?a  4-  «»^  4-  ne  ==  ¥  et  ?â  4-  wic  4-  fA  ^^  Y  ponSr 
les  deux  combinaisons  principales)  si  l'en  veut  exprimer  cpie  les  qiuiflir 
autres  forment  avec  celles-ci  une  équation  de  la  forme  (2) ,  il  faut  et  il 
suJOBit  que  l'on  ait  les  relations 

1*  ?ç  4-  wa  4-  w6  =  di  {Jta  4-  m&  4-  «c), 
76  -h  «ic  4-  wa  ==  '«*  (la  4-  m6  4-  ne); 

2**  Z6  4-  ma  4-  ne  =  tt  {la  4-  me  4-  n6), 
le  4-  n»ft  4-  n*  =»  *'  (to  4^  me  4-  n6). 

(J7  e«^  à  remarquer  que  l'on  ne  doit  pas  égaler  indifféremment  une 
quelconque  de$  quatre  déttiièrés  coiAbiàa&oris  au  pt^ddit  de  a,  ou  de  a*, 
par  la  principale;  maîè  il  faut  avoîr  soin  que ,  dansia  eemlniiàisoii  prilb 
pour  le  premier  menÉ)rè  de  la  relation  ^  aucune  des  lettres  a,  6,  c,  iil>' 
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soit  affectée  d'un  coefficient  égal  à  cdoi  dont  elle  est  affectée  dans  le 
second  membre;  antrement,  on  serait  conduit  à  des  relations  qui  impli- 
queraient contradiction .) 

Les  quatre  relations  précédentes  peuvent  être  transformées  ainsi  : 
{l — an  )  e-\-{m — pd  )  a4-(« — om)  6=0, 
{l^a*m)  6-f-(w— a'n)  c-f-(n— a'Z)  a=0, 
(l — an  )  h-\-{m-^  0.1)  a-f-(n — «m)  c=0, 

et  ces  conditions  seront  évidemment  satisfaites  si  Ton  a  séparément 

l  =  an,     tn==al,     n=a»i, 

l  =  a*w,  «i=aV  n=aL 
Or,  celles-ci  fie  réduisent  à  deux  essentiellement  différentes,  savoir  : 
m  =  olI    et    n  =  a*/; 

1  1 

en  effet,  on  a  a'.  =  1;  d'où  a  =  —  et  a*  =  -; 

a  a 

1 

donc        wi  =  «?  revient  à  w  =  -7.  /,     d'où     l  =  **t»; 

a 

1 

demême,  ii  =  aVrevT€ntà  n=î«./,    d'où    Z=an; 

enfin,  les  mêmes  relations,  m=:  odyn^xH,  divisées  l'une  par  l'autre, 

donnent  —  =  — ;  d'où  m=:'-n=iofn  et  n  =  «m. 
n       a  a 

Donc,  il  suffit -de  considérer  les  «deux  relations 

m  =:  «?    et    n  =  a*Z. 

Comme  ces  relations  donnent  m  et  n  en  fbnction  de  I,  et  que  l  reste 

indéterminé,  on  p«ut  supposa ,,po«v  plasidesim{>lkité, 

1=1     ce  qui  donne    wi  =  a,  n  =  a*; 

en  sorte  que  les  trois  valeurs  de  l,  m,  n,  ne  sont  autre  diose  que  les  ra- 
cines cubiques  de  l'unité. 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  deux  expressions 

la  '\'  mb  -^^  ne  e=s^  *\    la  -{-  me  -\- nb  =s  z"; 
il  vient  a  4-  a&  4-  a'c  =  z';     a  +  ac  4-  a*6  =  ^r'. 

On  pourrait  égalesient  subsUtuer  ces  valeurs  dans  les  quatre  autres 
combinaisons,  et  fonner.ensnite  réquati<»ien  z;  mais  observons  que , 
puisqu'elle  doit  être  de  la  forme  (2),  ses  six  racines  sont  comprises  dans 
les  deux  équations^ 

z^  =  y»  ==  (a^r  «6  +  ahy,    x"  =  z"  =  (a  4-  ac  H-  ofbf, 
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OU ,  ce  qui  revieDt  au  même ,  dans  Téquaiion  unique 

Ëfifectuant  les  calculs,  et  comparant  les  coefficients  du  produit  à  ceux  de 
ré^ualion  (2),  on  trouve 

A  =  —  [(a  -h  a&  +  a*c)'  -|-(a  +  ac  +  a*6)T, 
B  =  (a  +  aô  4-  a'c)'  .  (a  +  ac  +  a*6)'. 

Si  Ton  remonte  à  la  composition  primitive  de  Téquation  en  z,  on 
reconnaît  que  cette  équation  est  symétrique  en  a,  b,  c;  ainsi  les  coef- 
ficients A  et  B  peuvent  [n?  295)  s'exprimer  au  moyen  des  coefficients  de 
la  proposée;  et  la  difficulté  consiste  à  évaluer  les  diverses  fonctions 
symétriques  dont  A  et  B  se  composent. 

Avant  d*aller  plus  loin ,  rappelons-nous  que  1,  a,  a',  étant  les  racines 
de  l'équation  yf^  —  1  =  0 ,  l'on  a 

a^  =  1 ,        a*  =  a'  .  a  s=  a  ,     af  ^=^  a?  ^     a^  =s  1  •  •  «.  • 
et  l-ha-ha'*  =  0;         d'où         a -}- a*  =  —  l. 

Cela  posé,  développons  les  valeurs  de  A  et  B;  il  vient 

1°  A  =  —  [2T.  a»  -f-  3  (a  -f  a')  T. a'ô 4- 12 aôc], 

ou  A  =  — (2T.  a'  — 3T.  a'6 -}- 12(ièc). 

Or,  les  formules  des  numéros  292  et  suivants,  appliquées  à  l'équa- 
tion   x^  -^  ^x  +  g  =  0,  donnent 

S.--0,S,  =  — PS,— 2Q=— 2i),S3  =  — PS,— Q8.~3R=:-3î; 

d'où,  Ta26=S,  S.  —  Sa  =  —  Sa  =  3^/ 

d'ailleurs  on  a  abc  =  —  g; 

donc,  A  =  —  { —  63  —  9^  —  12g)  =  272; 

2°  B  =  [(a  +  a.b  +  a?c)  (a  4-  ac  -h  ^b)Y;  1 

mais     (a  +  a6  4-  a*c)  (a  +  ac  +  afb)  =  T .  a' +  (a-|-a*)  T.aJ 

=  T.a>— T.06; 
d'ailleurs,  on  a  T .  a*  =  S,  =  — 2p,  T .  aô  =  jp; 
ainsi ,  B  =  ( — 3p)^  =  —  27  f; 

donc  enfin,  l'on  obtient,  pour  l'équation  en  ^r, 

z'  4-  2755'  —  27p»  =  0. 
Cette  équation  donne  d'abord 

ou  bien,  *»  =  27  ( —^±  \/^  +  £.\. 
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d*où  Ton  tire,  pour  les  valeurs  de  ^  et  de  z"^ 


+f' 


V         ^      y     4      27*  V        2      ^    4      27 

Ces  valeurs  étant  connues  »  pour  obtenir  celles  de  o^  h  y  c,  il  suffit  do 
combiner  les  trois  équations 

a  +  a6  -I-  a'c  =  z'f 

a  +  oL^b -{- clc  =  z', 

a  4"    ô  +   c  =  0, 

dont  la  dernière  exprime,  comme  nous  l'avons  déjà  vu,  que  la  proposée 
est  privée  du  second  terme. 
D*abord>  Faddition  de  ces  trois  équations  donne,  en  vertu  de  la 

relation  1  +  a  +  a*  =  0,  3a  =  *'  +  -»', 

*'  4-  z' 
d'où  Ton  déduit  a  =  — ^ — , 

on ,  remplaçant  z'  et  z'  par  les  valeurs  ci-dessus, 

c*est  la  première  racine  donnée  par  la  méthode  du  n<*  397. 

Maintenant,  multiplions  la  première  équation  par  a,  la  seconde 
par  a^  et  ajoutons  ces  produits  avec  la  troisième  équation;  Ton  obtient 

3c  c=  or'  +  aV,    d'où    c  =s ^ —  =  am  +  a^n, 


s 


fli  et  n  désignant  toujours  (n""  397)  les  deux  radicaux  %/   —  ^. . . 

Enfin  multiplions  la  première  par  a^  et  la  seconde  par  a,  puis  ajou- 
tons; il  vient 


Ce  sont  encore  lés  deux  autres  racines  trouvées  par  la  première 
méthode. 

Équation  du  quairiime  degré. 

406.  Soit    a?*  4"  J>«*  +  ja?  -I-  r  =  0    Téqualion  à  résoudre. 

Ckmmie  on  a  déjà  la  relation  a+6+c  +  cis=0,il  faut  tâcher 
d'obtenir  trois  autres  relations  du  i""'  degré  ;en  a,  6,  c,  d. 

23. 
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Désignons  par  Usa  +  76  +  ln«  4-  vmI>  l'an«  de  ces  fonctions  dont  il«'agit 
de  trouver  la  valenr.  Paisqne,  en  permutant  les  lettres  a^  b,  c,  d,  de 
toutes  les  manières  possibles,  on  pourrait  {n?  ihS)  former  24  combinai- 
sons difinSrentes,  il  s'ensuit  que  la  réduite  en  z  serait  du  24^  degré; 
ainsi ,  nous  devrions  faire  en  sorte  de  la  ramener  à  la  forme 

^«  +  Ax''  4-  B*»  +  C  =  0, 
pour  qu'elle  fût  résoluble  à  la  manière  deceUetdu  troisième.  Mais  d'a- 
bord il  est  possible,  à  l'aide  de  quelques  artifiee»  d'analyse,  de  diminuei 
son  degré. 

En  ^et,  kylym,  ny  étant  des  indéterminées ,  on  réduit  le  nombre 
des  combinaisons  à  douze  par  la  supposition  de  ft  =  /. 

Faisant  ensuite  m  b  n,  on  obtient  4es  six  combinais<m$ 

/(a4-6)  +  fn{c  +  d)y  î  (e  +  d)  +m{a-\'b), 

l  (a-^-c)  -{-  m{b+ d),       et       /  (6-f- rf)  -f- «i  (d'H- c), 
î  (a  -h  d)  -f-  m(6-f-  c),  l  (6-f-c)  +  •«(«  4-<Ô» 

toutes  les  autres  rentrent  évidemment  dans  celles-là. 

Cela  posé,  puisque  la  nouvelle  équation  en  z  est  du  6*  degré,  il  faut 
tâcher  de  la  ramener  à  la  fovme 

if*  -h  A:r*  -f-  «^  +  C  =  0. . .  (2)ç 

ce  qui  exige  que  ces  racines  soient  égales  deux  à  deux  et  de  signes  con- 
traires. Or,  il  est  évident  que  l'on  satisfera  à  cette  condition  en 
posant  /  ss  —  m  =  1  ;  car  dors  ks  combinaisons  précédentes  deviens 
dront 

a-f6  —  (c  +  rf),  c+  d-^ia^-h)^ 

a  +  c— (64-rf),       et       Ô4- (/—(a-f-c), 
o  4-  rf—  (b  4-  c)y  b  4-  c-i-(a  +  d). 

(H)seFVons  que  les  combinaisons  placées  sur  une  même  ligne  horizon- 
tale, sont  égales  et  de  signes  contraires;  donc,  en  multipliant  entre  eux 
les  facteurs  du  premier  degré  en  z  qui  correspondent  à  ces  valeurs,  on 
obtiendra,  pour  h  réduite, 

[V_(a4.rf_ô_c)«J=0. 

Cette  équation  étant  évidemment  symétrique  en  a,  b,  e,  d,  ses  coef- 
ficients peuvent  s'exprimer  an  tùàféû  déâ  CbéAôfents  de  la  proposée; 
mais  on  peut  faciliter  leur  détermination  par  les  considérations  sui- 
vantes : 

D'abord    (  a  4-"ft  '—  c  —  rf)«,  développé,  revietot 4 

(a  +  *  +  c  4-  d)* -^4((tc  +  oif  4-  6c  4-  6d>î 
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mais  on  a 

a4-ft  +  c4-cïasO!,    et    a5  +  ac+ ac{+ 6c-|- &(2+c(is:p, 
donc  ~(a  +b  —  €—df  ^  kf  —  k  {ab  ^ifij$ 

on  tronverait  de  même 

—  («  4-  c— '^—  rf)*  SB  4p  —  &  (oc  4-  ô<0, 

—  (a  +  (?—  ô  _  c)*  =  ftp  —  4  {ad  4-  ^c); 

ainsi;  soit  posé  jk*  +  ftp  ^ss  Iku. . . .  (3)  ; 

réqnatioa  en jt Mohmge «n^oélle<:i  : 

[w  —  (aô  4-  ctf  )]  ■■[«  —  («<?  4-  ô^']  [tt  —  [ad  4-  ftc)]  =  0, 

équation  de  la  forme    u*  4-  AV  4-  B'u  4-  Ç'  =  0,     et  dont  il  ne 
8*agît  plus  que  de  déterminer  les  coefficients. 

Or,  on  a,  1»  A'  =  —  {ab  4-  a<?  4-  arf  4-  *<?  4-  M  4-  cd)  =  —p. 

S®    B'  =  {ab  4-  cd)  {ac  4-  ^d)  +  (o*  4-  cd)  {ad  4-  ^ 

+  (oc  4-^({)  {a<f  4-  ôc), 
on,  développant  et  employant  les  notations»  B'  =  T.  a*bc; 

mais  la  formule  du  n<>  SSft», 

T  •  a»6pcp  =  ^"(^)*  *^,^"^^  ^  ^'^^"^  '^  28/i4ap 

décent, danslliypothèsc de    ns=4    et    p=l, 

T^A-      S.(S.)'-2S,8.-(S,)»  +  2S,. 
X  troe^'  ■  ■■■ *  " — 5 —      "   «■^'  ■'  ■  ; 

d'ailleurs  la  proposée  étant  œ*  '\-  poc^  -{-  qx  +  r  ^  0, 

ona    S.==-.P=*0,S. -— 2Q=^-.2p,  S^«=— 3R.«— %, 

84=  — QS.  — 4S=2p»— 4r; 

d'où»  substituant  dans  la  Yaleur.B'  =  T.a^bc, 

3»  C  = .~  (ai  4-,  cd)  {ac  %•  bd)  {ad-h  bc) , 

ou  développant,        C  =  -—  (T .  a'6V  4-  a&cd  x  T .  a*). 
Or,  la  formule  du  n"*  294^, 

devient;  dans  ler.ca3/dt'n  i=s  'S, . 
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d*ailleurs^  on  a  déjà  trouvé 

S.=0,    Sa=— 2p,    83=— 3^,    S4=2p»— 4r; 
d»où      S«:=— QS4— RS3— SS,  =  — 25p'  +  4pr+3^+2pr 

— _2/)»  +  6pr+3^. 

Donc    T.«.>V^-»'+^^'-^^--^'+^^^  +  «^, 

ou  réduisant,  Ta*6V  =  ç*  —  2|>r. 

On  a  enfin  abed,  on  le  dernier  terme  de  l'équation,  égal  à  r; 
d'où ,  abcd  X  Ta'  =  àbed  X  S,  =  —  %>r; 

donc,  C'  =  — ç* +2pr  +  2iw=  ipr—j*. 

Ainsi ,  réquation  en  u  devient 

ti*  —  pu^  — 4ni  +  4pr  — ç"=:  0. 

Remplaçant  maintenant  tt  par  sa  valeur  tirée  de  Féquation  (3),  c'est- 

**  4-  4» 
à-dire  par ,  ou  plutôt  par  z  -\-p,  afin  de  conserver  la  réduite 

au  troisième  degré,  et  d'avoir  des  coe£Bcients  plus  simples,  on  obtient 
finalement,  pour  résultat, 

^4-22)^-1-  (p«— 4r>_g»=  0  .   .   .  (4), 

équation  identique  avec  la  réduite  obtenue  (n"»  k02)  d'après  la  première 
méthode. 

Si  Ton  désigne  par  z',  st^  z^y  les  racines  de  cette  équation, 
hz  y  hz' ,  kz"  y  seront  nécessairement  les  carrés  des  trob  combi- 
naisons 

a-4-ô  — c  — rf,   a-f-c  — 6— y,   a-f-d  — 6  — «, 

puisque  l'on  a  remplacé,  dans  l'équation  primitive  eaz^  s?  par  kx» 
Ainsi  l'on  a,  pour  valeurs  de  ces  combinaisons, 

a  -f-  6  —  c  —  d  =  ±  2\/  x', 
a  ^  c  —  h  -^V  =  ±  2v/  z\ 
a  +  (?  —  6  —  c  =  ±  2v/  *"- 

Combinant  ces  trois  relations  avec  l'équation  déjà  établie, 
a+ô4-c-hd  =  0, 

on  trouve  premièrement,  par  leur  addition, 

4a  =  ±  2  \/  ^'  ±  2  v/  -»'  ±  2  V  -^^ 
d'où,  a  =  ±\s/z'  ±^y/z'±^yyz'. 
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Secondement  y  ajoutant  la  première  et  la  quatrième ,  puis  soustrayant 
de  leur  somme  celle  des  deux  antres,  on  obtient 

46  =  ±  2  \/  V  T  2  V  *'  +  2  \/  A 

d'où         h  =  ±1^/  ^'tI\/  z'  +  lv  ^'; 

on  trouverait^  par  des  moyens  analogues , 

d  =  T  1 V  *'  T  I  \/  *'  ±  i  V  *'• 

Mais  il  se  présente  ici  une  difficulté  analogue  à  celle  que  l'on  a  ren^ 
contrée  dans  Femploi  de  l'autre  méthode  :  elle  est  relative  aux  signes 
dont  les  radicaux  doivent  être  affectés.  Pour  déterminer  ces  signes ,  il 
su£Bt  de  former  le  produit  des  trois  combinaisons 

a-4-6  —  c  —  d,    a-h  c-^h-^d,    a-^  d  —  6  — c. 
Or,  en  les  multipliant,  on  obtient,  pour  produit ^ 
T.a'— T.a•6  +  2T.a6c; 
etcomme    T.a'  =  S3=  — 3^,        T.a'ô=  SaS.  — Sa  =  3g, 

T .  abc  = —  q,        il  en  résulte 
(a4-ô— c  —  d)  (a-f-c  —  ô  —  d>(a4-  d—  6  —  c)  =  —  8g, 

ce  qui  prouve  que  les  radicaux  \/  /,  \/  z' ,  \/  z",  doivent  être  af- 
fectés de  signes  tels  que  leur  produit  soit  positif  si  q  est  négatif,  et 
négatif  si  q  est  positif. 

On  retombe  ainsi  sur  les  mêmes  valeurs  que  celles  qui  ont  été  obte- 
nues par  la  première  méthode. 

407.  Scolie  général — ^£n  appliquant  la  même  méthode  à  l'équation 
du  cinquième  degré,  on  devrait  chercher  la  valeur  d'une  fonction  de 
la  fonne  ha  -h  ^b  -^  le  -^  md  -i-  ne.  Comme  les  cinq  lettres  a,  6,  c, 
d,  e,  fournissent  24  x  5  ou  120  permutations  différentes  (n«  145),  il 
s'ensuit  que  la  détermination  de  cette  fonction  dépendrait  d'une  équa- 
tion du  120<'  degré ,  dont  il  faudrait  ensuite ,  à  l'aide  de  quelques  arti- 
fices d'analyse,  faire  en  sorte  d'abaisser  le  degré.  Mais  jusqu'ici  les  ef- 
forts que  l'on  a  tentés  pour  obtenir  une  réduite  convenable  ont  été 
infructueux  ;  et  l'on  doute  si  jamais  on  y  pourra  parvenir,  à  cause  de  la 
longueur  et  de  la  complication  des  calculs. 

Depuis  longtemps  les  analystes  ont  cru  devoir  renoncer  an  problème 
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de  la  résolution  générale  des  équations,  comme  ne  pouvant  être  d'an^ 
cune  utilité  dans  les  applications  numériques;  le  seul  avantage  qu'oCEri- 
raient  les  résultats  serait  de  confirmer  la  proposition  hypothétique 
(n®  235)  :  Toute  équoUon  a  au  motM  une  rame. 


CHAPITRE  X. 

Compliment  de  la  théorie'des  Suites. 


§  P'.  Des  Séries  récurrentes. 

4*08.  Nous  avons  vu  (n*  18^  qtre  les  fractions  algébriques  ration- 

a  a  '{'  hx 

nelles  de  la  forme  -; 77—,  -7 r-?  >•  •  »  donnent  lieu  à 

a-i-oxa-i-ox-i-car 

des  séries  d*une  nature  particulière,  connues  sous  le  nom  de  séries  ré^ 
currentes.  Or,  on  peut  «e^oposer^  sur  ces  sortes.de  séries ,  deux  ques- 
tions analogues  à  celles  que  nous  avons  résolues  pour  les  progressions 
par  quotient,  qui  sont  d'ailleurs  elles-mêmes  (n**  198)  des  séries  récur- 
rentes du  premier  ordre. 

La  première  question  a  pour  objet  de  JLUermmerU  terme  général 
d*une  série  récurrente,  c'est-à-dire  une  expression  à  Taide  de  la— 
qu^,  le  rang  d'un  terme  étant  donné,  on  puisse  d)tenîr  la  va- 
leur de  ce  terme  ^ns  être  oMigf  de  former  d*abord  tous  ceux  qui 
précèdent. 

lia'seeonde  a  pour  but  de  revenir  de  la  série  récurrente  à  la  fractitm 
génératrice,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  déterminer  la  somme  des 
teKniue delà  série. 

NéwsiE^oserons  que  Ton  ait  revu  avec  attention  ce  qui  a  été  dit 
n?*  IS^ et ^8<^  survies  séries* récurrentes. 

Prehiëre  question.  Détermination  du  terme  général. 

409.  Pour  passer  du  simple  au  composé, considérons^  enpremier  Item, 
laPfiictkw^  ;■  ■  ■■■.■!  i wû «  eomnie enr sril •  .demie* u^Aisanee'à wst'sêriiÊ- 
récmfTênte  du  premier  oréke. 
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On  a  trouvé  (n«  179) 

a  a      a    V        a    b'*  .     a    b'^  ^ 

-7--——-=  -7— -7«-7^H — ;«~:i^ — ^r'-Ti^  •••; 
a+bx     a      a    a        a    a'         a    a^ 

or,  cette  série  n'est  autre  chose  qu'une  progression  par  quotient  dont 

a  b' 

le  premier  terme  est—,,  et  la  raison  —  —,  œ;  donc,  d'après  ce  qui  a 
ad 

été  dit  ad  numéro   192,  le  tetme  général  de  cette  série ,  ou  le 

a     /      6'   x"— 
n^neftney  ert    —  .  (  —  — a?  ) 
a'     \     OL    J 

410.  Soit  maintenant  la  fraction ï,  que  l'on  peut, 

pour  simplifier ,  mettre  sous  la  forme  -; -r,  ...     (1) 

a  b  a'        ,  b'       , 

CD  posant    -;  =:  a,    — .  =  €•    -:  =  «',    et    —  =  €'. 
*^  c  c  c  c 

Désignons  par  a;  —  p  et  «;  -—  g  les  deux  facteurs  du  trinôme 
«*  4-  €'  aï  4-  a',*  et  concerons  que  l'on  ait  pu  décomposer  l'expres- 
sion (1)  dans  la  somme  des  deux  fractions  simples 
Â  B 


ap— p.      œ — q 

Gomme  chacune  d'elles  donne  lieu  à  une  série  récurrente  du  premier 
ordfey  «i  l'on-fonn^  ces  delà  séries  séparémmit,  ainsi  que  le  terme  gé- 
néral de  chacune  d'elles,  la  somme  de  ces  deux  termes  sera  le  terme 
général  de  la  série  du  second  ordre;  donc  la  diffieeUé  consiste  à  déter- 
miner A  et  B  de  manière  qu'on  ail  ^identité 

a*hga?  A  B 


a  +  g'  aï  +  a?*      X  — p     X  —  q 

Or;  «  l'on  réduit  les  ddux  Wvmes  du-second  membre  au  même 
dénominateur ,  il  viendra,  à  cause  de  «'+€'  a?  4-  a?*  =  [x—^p)  (a?— 5[), 

«  +  €aî  =  A  (œ—q)-^  B<4^  — p)  «  (A  4-  B)  a? ^  (Ag  4-  Bp); 

mais  cette  équation  doit  exister,  quelle  que  soit  la  yaleur  de  x;  ainsi 
(n»  180),  l'onasépàréaenty  A4-  B— €;Aî4-Bj>  —  —  a;  d'où 
l'on  déduit 

fi»  4-i«t      ^  6%  4-  a 

A  et  B  étant  déterminés,  si  l'on  compare  les  deux  fractions 
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, ,  à  la  fraction    ,  .   -,  >  pour  laquelle  le  terme  gé- 

X  —  p    X  —  q  a  -^bx  '^         ^  ^ 

néral  est  (n»  407)  —(  —  ---,  a?  j       ,  il  vient  pour  le  terme  gêné-- 
a'  \     a'     J 

rai  de  la  série  qui  correspond  à  Texpression  (1), 

expression  dans  laquelle  il  ne  s*agîrait  plus  que  de  remplacer  A  et  B 
par  leurs  valeurs  obtenues  ci-dessus. 

3  —  '2x  — 3  + 2a? 

Soit,  pour  exemple,  3^^^^    on    __^-_,. 

réquation  a?*  —  2a?  —  3^0  étant  résolue ,  donne  a?  =  3 ,  a?=— 1  ^ 
d*où,  a?*  — 2a?  — 3=^  (a?  — 3)(a?  +  l). 

—  3  +  2a?  A  B 

Si  Ion  pose  — 5 — ^ — r3  = 3 H r^»  on  obtient,  en 

^      —.3 — 2a?+a?*     X  —  3     a?  +  1 

chassant  les  dénominateurs  et  en  réduisant, 

— 3  +  2a?=  (A-f  B)  a?+ A— 3B; 

3  S 

d*où  A  +  B  =  2,  A  —  3B  =  —  3;  ce  qui  donne  A  =  r-,  B=^; 

("A       R\ 
— I — )  «•— S  le  terme  gé- 

3  — 2a? 

néral  du  développement  de  -r — ?r -rest 

o  -|-  Ja?— » 

/Il  ,5     1  \ 

Soit  n=  1,  cette  expression  devient—  T-  —  -•  ja?®,  ou  +1. 
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On  a  donc 9  pont  le  déyeloppement  lui-même, 

3  — 2a?  .4  11    ,      34    . 


3  +  2a?  — a?»  3  9  27 

résultat  qu'il  est  facile  de  vérifier  par  la  rédaction  en  série  d*après  la 
mclhodedes  coefficients  indéterminés.  Mais  le  principal  avantage  qu'on 
relire  de  la  détermination  du  terme  général,  c'est  de  pouvoir  obtenir 
un  terme  de  rang  quelconque  sans  passer  par  tous  les  termes  inter* 
médiaires. 

411.  Cas  particuliers,  —  1^  La  méthode  précédente  est  en  défaut 
lorsque  les  deux  racines  du  trinôme  x*  -^  ^'  x  -{-  a  sont  égales  ;  car 

alors  les  valeurs  de  A  et  de  B  deviennent  -^-jr —  et 5L- — ,  c'est- 
à-dire  infinies;  et  en  effet,  on  conçoit  que  la  somme  des  deux  frac- 

A  B 

lions , ,  ne  peut  reproduire  une  fraction  dont  le  dénomi- 

a?— p  X'-^p 

nateur  est  du  second  degré  en  x. 

Mais  observons  que,  dans  ce  cas ,  la  fraction ,  devenant  alors 

peut  se  mettre  sons  la  forme  . ^i  + r;, 


OU  bien  encore  7— -r,  +  7^— ^i  +  tt— :âi» 


rai 


expression  qui  se  réduit  à   ,  ,  ■  H . 

*'  ^  {x—pY      x—p 

Or,   la  seconde  partie   de  cette  expression  donne  lien   à  une 
série  récurrente  du  premier  ordre,  qui  a  (n^  409)  pour  terme  génc- 

Quant  à  la  première,  elle  revient  à 

p       \     py 

mais ,  en  développant  ce  second  facteur  par  la  formule  du  binôme, 
on  a 

/.      a?\->       r      2a?   .   3aj*       4aî'                 nx""-^ 
(1 )      =H-  —  ++_.+  . ..  + , 

\       py  P       P        P  P^' 

n  désignant  le  rang  d'un  terme  quelconque;  donc  le  terme  général  cor- 
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respondant  à  la  première  partie  est 

— P—  ,  .  ou  --^ — ~^ 

p*  pu— 1    '  pn-fi 

Ainsi,  le  terme^général  qvi  correspond  à  la  proposée 

est  pii±M_il^-.,  ou  !iSL±ilzil!p , 

L     !>''+'  i>J  |)«+» 

412. 2*'  Le  cas  où  les  deux  racines  p  et  q  sont  imaginaires  semble  aussi 
faire  exception  à  la  m^hode  du  n<*  410,  puisque  l'expression  du  terme 
général  renferme  les  quantités  p  et  ^,  et  qu'alors  cette  expression  doit 
être  elle-même  compliquée  d^maginaires.  Mais  il  est  facile  de  s'assurer 
que  les  imaginaires  se  réduisent  et  disparaissent  tout  à  fait. 

En  effet,  si  Ton  remplace  dans  —  (  — ■  H —  )  a?'»—»,  A  et  B  par 

\pn       qn^  ^ 

leurs  valeurs  trouvées n<*  410,  il  vient 

(€g  +  a)|)"  — (ep  +  a)r     ^^^ 
pnqn  (p^q)  •  » 

expression  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

[pnqn(p^q)      p^-^q^^ip-^q)] 
Cela  posé,  si  Ton  a  jp  tss  r  +  #  \/—T, 

on  a  aussi  nécessairement  ^  •=:  r  — •  «  \/' —  1  ; 

d'où,  j)^  =  f*  +  *',  j)'»g"=(f^4-**)«,  pn-^tqn^i  —  (^^^)i»-i^ 

(en  développant  par  la  formule  du  binôme  et  réduisant);   enfin 
Le  terme  général  devient  donc 


j?»-x 


r      2afe.\/— 1       ^       2ey.  ydl      1 

expression  tout  à  fait  débarrassée  d'imaginaires. 

Remarque.  —  Pour  peu  qu'on  réflédiisse  sur  la  marche  que  Ton  a 
suivie  pour  la  détermination  du  terme  général  relatif  à  une  série  récar- 
rejite  du  seoond^vdre,  on  voit  que  la  question  est  ramenée  à  la  décom- 
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position  étune  fraction  rationnelle  en  fractione  simples  dont  les 
dénonoînateturs  soient  les  facteurs  du  premier  degré,  du  dénominateur 
de  la  fraction  proposée.- 

Cette  question  incidente  étant  d'une  très-grande  importance  dans  la 
haute  analyise ,  nous  en  donnerons  encore  la  solution  pour  une  fraction 
rationnelle  dont  le  dénominateur  est  du  troisième  degré  en  œ. 

Décomposki&n  d'une  fraction  ratiotmeUe  en  fractions  simples. 

*13.  Soit       ,   .  ^. — ■ — r-j-; — 5  la  fraction  proposée;  et  dési- 
a  H-  e  a?  +  yar  +  a^  r   r       r 

gnons  par  x  ^^  p,  a '^  q,  é  —  r^  les  trois  facteurs  da  dénominateur , 

que  nous  supposons  d*abord  réels  et  inégaux. 

Posons    ,  ,   ^, — .    .  a  . — î  = 1 1 >  1) 

A,  B,  C,  étant  des  quantités  qu*il  s*agit  de  déterminer. 
Réduisons  au  même  dénominateur ,  et  obseryons  que 

a  4-  g'a?  -4-  ^V-i-  a^«  («  -^F)  («"^  q)i^ — ^)? 
il  vient 

I         A{x^q){X'^r)   j 
a  +  ea?  +  -yaî»—  I   +  B  (a?  — |?)  (x^r)   l   .   .   .  .   (2). 

On  pourrait ,  comme  dans  le  n°  â-lO ,  effectuer  les  calcub,  puis  com— 
parer  les  deux  membres  tesmeà  tenne,  ce  qui^(^;inerait  entre  A^  B,  G, 
trois  relations  desquelles  on  déduirait  ensuite  les  valeurs  de  ces  quantilés  ; 
mais>  par  une  considération  particulière,  on  parvient  plus  simplement 
à  la  détermination  de  ces  vateurs. 

Gommé  les  équations  (1)  et  (2)  doivent  exister  quelle  que  soit  la 
TflleQP  de  Xf  «t  que,  de  plus^  A,  B,  C^  sont  indépendants  de  x,  il  s'en- 
suit que  si,  pour  une  valeur  particulière  attribuée  à  cette  lettre,  cm 
parvient  i  déterminer  des  valeurs  corre^ondantes  pour  A,  B,  G,  ces 
valeurs  convieDdvoQt  également  aux  éqMtions  (1)  et  (^).  Or,  à  Ton- 
fait  successivement  dans  Téquation  (2) ,  a?  =|),  a?  =  g ,  a?  =  r ,  il  vient 

1«  Pour  a?«  p,  a  -f-  6/^  +  7|)*  «=  A  (j)  —  5^)  (^  —  r) , 

.  j                                                          A          «  +  gp  +  7f  ' 
ce  qui  donne  A  «=  ; ; \; 

2oPour.=  «,  B^j±±^±JÏ^ 

o«  «  p         a  +  êr  +  ^ 
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414..  Cas  particuliers.  —  1*»  Supposons  p  =3  j  =  r;  la  décompo- 
sition précédente  ne  peut  plus  avoir  lieu,  car  les  coefficients  A,  B,  C, 
deviennent  infinis. 

Mais,  en  suivant  une  marche  analogue  à  celle  du  n«  410,  on  peut 
poser 

l±JilLïfl=:       ^  B  C 

{x—pY  {a>^pY       {x^pY       x^p' 

et  essayer  de  déterminer  A,  B,  C,  d'après  cette  décomposition. 
Pour  cela,  chassons  les  dénominateurs;  il  vient 

a  +  €0?  +  7a?»  =  A  +  B  {a?  — p)  +  C  (a?  —  /))*. 

Soit  d*abord  a?  =  p;  il  en  résulte  A  =  a  +  6^  +  -yp";  et  réqnatioQ 
devient ,  quand  on  y  met  cette  valeur  de  A , 

€(a?-p)  +-r  (a?*  —  p*)  =  B(a?— p)  +  C(a?— p)% 

ou ,  divisant  par  le  facteur  commun  (a? — p) , 

6  +  7  (a?  +  jp)  =  B+  C  {x^p). 

Faisons  de  nouveau  a?  =  p;  on  trouve 

B=6+27p; 

d*où ,  remplaçant,  dans  Téquation  que  Ton  vient  d'obtenir,  B  par  cette 
valeur, 
^ *t  6r  — i>}»  C Lx-^pii    donc    C  =  «ï- 


Ainsi,  Von  a  l'identité 

«  H-  ga?  +  'ya?*  _  g  H-  gp  +  ^p'       g  +  ^^p  7 

a  H-  6'  a?  H-  y  a?'  +  a?'  {^— p)'  (^— !>)'       «  —  p' 

résultat  dont  il  est  aisé  de  constater  l'exactitude  en  réduisant  en  une 
seule  les  fractions  du  second  membre. 

2<»  Soitp  =  r,  ou  a  4-  g'  a?  -h  7'  a?*  +  a?^  de  la  forme  (a?  — p)* 
â;  -—  gf)  ;  et  essayons,  dans  ce  cas,  la  décomposition  suivante, 

d  +  ^  +  ^a? A B  C 


(a? — pY(x  —  q)       (a? — p)*       a? — p      a?  —  ^r* 
si  l'on  chasse  les  dénominateurs,  on  obtient 

a+ga?+7a?'=A(a?— gf)-|-B  (x-^p)  {x^q)  +  C  (a?  — p)". 
Cela  posé,  soit  x  =  p;  il  vient  a  +  gp  +  ^p'  =  A  (p  —  q), 

relation  d'où  l'on  tire  A  =  l±i£±l^'. 

P— « 
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Mettant  pour  A,  sa  valeur  dans  la  seconde  équation  identique,  et 
transposant,  on  trouve 

— a  (a?  —  p)  —  €}  (a?  —  p)  H-  ^pa?  («— p)  —7?  («*—?') 
=  (P-ï) [B{^-P)  (^-ï)  +  C («-p^; 

si  l'on  divise  par  â?  —  p,  et  que  Ton  fasse  ensuite  a;  s  p,  cette  dernière 
identité  donne 

(g  +  eg  — >yp»+aYpg) 

Enfin,  si  l'on  ùitx  s=  q  dans  la  seconde  des  deux  Identités,  on  en 

déduit  c^!L+Jî±jt. 

iP  —  q) 

Nous  ne  considérons  point  le  cas  où  deux  des  racines  du  poly- 
nôme a  +  6'â?  +  y  â^  sont  imaginaires,  puisque  nous  avons  déjà  vu 
que  l'expression  du  terme  général  peut  être,  dans  ce  cas,  débarrassée 
d'imaginaires. 

415.  Il  est  facile  d'étendre  la  marche  précédente  à  une  fraction 
rationnelle  d'un  ordre  quelconque;  mais,  pour  compléter  ce  qui  a  rap- 
port à  la  détermination  du  terme  général  d'une  série  récurrente,  il 
nous  reste  à  indiquer  comment  on  peut  obtenir  le  terme  général  relatif 

A,  A  A 

à  chacune  des  fractions,  tdles  que  -— -,  ; -, -,. . , , 

auxquelles  on  est  conduit  par  cette  méthode. 

Soit  d'abotd  l'expression  --——-, 
{x  —  pf 

qui  revient  à   A  (a? — p)— ^,  ou 5  f  1  — -  J     . 

Or,  on  a 

A      x\-^      ,      ^    œ     5.k    X*     3.4.5    «» 

\        p/  p       2      p'       2.3      p' 

et  le  terme  général  de  cette  série  est  évidemment 

3.4.5.6....  (n— i).n.(n  +  i)    a^ 

2.3.4.6.... (n  —  1)  p»-»* 

•     va    ♦  nin-^-l)    a^\ 

ou,  en  simplifiant,  ^  ■■    •  ZIZ^> 

donc  le  terme  général  de  l'expression  proposée  est 

A    n(n+l)    a^^  ..  n{n  +  i)      A 

p*  2  p»»— *  2  p*+"* 
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„ai,(l-.)     „i  +  4.-+-.+-^-^.-+ 

féà»  doBtle  tenae-géaéid  est 

4.S.6.7....(n-l).n.(n+l)(n+2)    ay-' 

2.5.4.&.6.7....(«  — 1)  P»-'' 

•          n(n  +  l)(n  +  2)    «^. 
OU,  ea  réouifiaiit, 4^3 *«»-»' 

on  a  donc,  pour  le  terme  général  de  Texpression  proposée, 

p*  2.3  p»-«  St.  «J  p*^ 

•  ••  et  ainsi  d£  suite. 

Sbcondb  question.  Sommation  des  séxies. récurrentes. 

Cette  questioa  se  divise  jcn  deux  parties  ; 

Ou  Ton  demande  la  somme  des  termes  de  la  série  tout  entière,  c'est- 
à-dire  la  fraction  génératrice  qui  a  donné  lieu  à  cette  série;  ou  bien,  la 
somme  d'un  nombre  Umite  de  termes. 

La  première  partie  est  la  plus  facile  à  traiter. 
416.  Première  partie.  —  Soient  A,  B,  G,  D,  E,  F,. . .  les  termes 
d'une  série  récurrente  ;  et  pour  fixer  les  idée»,  sHp^iKOBS  que  tai^érie 
soit  du  troisième  ordre.  Mais  ce  quénous  allons  dire  s'appliquera  aisément 
à  une  série  d'utr  ordre  quefcoôque. 

La  méthode  est.  analogue  à^  celle  qui  a  été  suivie  (p?  Id3)  pour  les 
progressions  par  quotient. 

Désignons  par  p,  q,  r^ les  quantités  qui  forment  l'échelle  de  rela- 
tion^ c'jesl-à-dire  les  quantités  constantes  j^r.  lesquelles  il  faot  multi- 
plier G,  B,  A,  pour  former  D,  pufe  D,  B,  G,  pour  former  !&,  et  ainsi  de 
suite  ;  on  aura  les  relalHons 

^D  =  Cp+^  +  Ar, 
fi=T)ï^-f-G5r-FBr, 
F=^EÎ>*HDf+Cr, 
Gh:**^Fp  +  aEî+Dr, 


Ces  relations  sont^n  nombre  indéfini  ;  denç^  si  on  les  ajoute^rme  i 
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tenne,  et  que  Y&a  appelle  S  la  êomme  ou  la  fimcHon  généruirice  efaer- 
chée ,  on  obtiendra 

S—A—B— C  =  p(S— A— B)+î(S— A)-f-rS, 

d'où  ron  déduit     s^^(^  +  ^)'^gA-(A^B+C) 

jî-f-J  +  r— 1 

En  suivant  la  même  marche  ptur  les  akleadu  !«',  2»,  4.«.  ; .  ordre, 
on  peut  former  le  taUsau  mirante 

1«'  ordre  S=  ^^ '.     (1), 

^ S  =  M-(A-t-B) 

3«  g_J>(A  +  B)-hgA-~(A-f>-t-C)  3 

p.+  î  +  r — 1  ^'' 

a.  o  _  p(ArHB+€)-H'(A+B)-HrAHA4-B+C+D)  „, 

~  p+î+r  +  ^l  ^*>' 

,  •  «  et  akisi  de  suite. 
Soit,  pour  exemple,  la  série  du  troisième  ordre, 

l—arH- 3a?'- 10a?'+ 22a?*— 51»' -f- 125a?^ . ., 

dont  l'échelle  de  relation  se  composa  de  Tensemble  des  quantités 

OD  trouve,  en  appliquant  la  formule  (9),  etJ^OMrvant  que  Ton  a 

Â  =r  1,  B  —  —  2a?,  C  =  3fa?*,p  =  —a?,  g  =  2a?*, r  =  —  3a?», 
_  ^a<l— 2a?)  +  2a?*  — i4"2a?  — 3a?*  j^x-^a? 

"  — a.H-2a?'  — 3a?'  — 1  ""l  +  a?  — 2aî» +3a?»* 

Il  arrive  qoel^efois  ^pe,  dans  la  jsérie  fioposée,  las  éeox  air  trois 
.  premiers  termes  ne  sont,  pas  compris  daos  la  loi  de.  rjÉcurrencê.  Cela 
provient  (n®  IS^i*)  de  ce; que,,  dans  la  fradioa  (piiluia.donoé  nais- 
.sance,  le  degré  du  numiéraleur  est  plus  élevé  ^e  eekii  du^dénoauM- 
teur;  dans  ce  cas^  pour  obtenii;  U^^justi^n  ^^^a(ric0^,^oacomiiieQce 
.  par  faire  abstraction.  dfi&  tAnoes  ^bant.  odi^  wnt  de  pianlerr  pi]^, 
après  avoir  obtenu,  d'après  les  formules  piMdeiites,,.UM«mede$ 
autrestermes^  on  y  «ÎAUte  les  teme&.doDtMi^availId'ahoidâitibftrac- 
tion, en ajanlsoin  de i^dnim la  toafc  eamne awdeiteyymoâaB: bae^ 
tionnaire. 

\kn»  Seconde  partii.  —  ])ai&le9iarmide;'PBéflédftntea,il.n^ntre 
qae.les  premiers  tannes  delà  aérkeilts^fouintUésqaiiaiaum^ 
de  relation.  Mais,  sil'on  demande  Ï£a^emaii,éUiaiêomme.étwÊr 
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hre  déterminé  de  termes,  il  faut  en  outre  connaître  les  derniers  termes 
de  la  série. 

Soit  encore  une  série  récurrente  du  troisième  ordre,  dont  les  pre- 
miers termes  sont  A,  B,  C,  D,  E,. . .,  Téchelle  de  relation  {p,  g,  r),  et 
les  derniers  termes ,  K,  L,  M,  N. 
Puisque  la  série  est  du  troisième  ordre^  on  a  les  relations 
D  c=  Q)  4-  B^r  +  Ar, 
E  =  I^  -h  Cj  4-  Br, 
F  =  Ejp  +  Dî  -h  Cf, 


N  =  Mp  4-  Lç  +  Çr. 

[Le  nombre  de  ces  relations  est  limité  et  égal  au  nombre  des  termes 
dont  on  chercbe  la  somme ,  diminué  de  trois,] 

Cela  posé,  en  les  ajoutant  terme  à  terme,  et  désignant  par  S  la 
somme  cherebée,  on  a  évidemment 

S-A-B-G=p(S-A-B-N)+î(S-A-N-M)+r(S-N-M-L); 
d'où  Ton  tire 

g  _  j)(A-f-B+N)  +  g(A-f-N-f-M)  +  r(NH-MH-L)  —  (Ah-B+C) 
p  +  J  +  r  — 1 

On  pourrait  également  obtenir  les  sommes  relatives  à  une  série  ré- 
currente d*un  ordre  quelconque. 

En  comparant  cette  formule  avec  la  formule  (3)  du  n°  416,  on  voit, 
1"  que  celle-ci  se  déduit  de  celle  qu'on  vient  d'obtenir,  en  négligeant 
tous  les  termes  affectés  de  L,  M^  N, .  •  • 

2«  Que,  pour  appliquer  la  formule  (3),  il  suffit,  comme  nous 
l'avons  déjà  dit,  de  connaître  les  trois  premiers  termes  et  l'échelle  de 
relation  ;  tandis  que ,  pour  faire  usage  de  la  formule  j[)récédenle ,  il  faut 
absolument  avoir  les  expressions  des  trois  termes  qui  précèdent  celui 
aiuquel  on  a  arrêté  la  série;  ce  qui  exige  que  l'on  sache  trouver  le 
terme  général  de  la  série,  c'est-à-dire  l'expression  d'un  terme  de  rang 
quelconque,  question  qui  devient  très-compliquée  quand  la  série  est 
d'un  ordre  un  peu  élevé. 

418.  Au  reste,  les  formules  relatives  au  cas  de  la  somme  d'un  nom- 
bre déterminé  de  termes  s'appliquent  principalement  aux  séries  récur^ 
rentes  numériques. 

Soit,  par  exemple,  une  série  récurrente  du  troisième  ordre,  dont 
les  trois  premiers  termes  étant  1,  2,  3,  le  suivant  est  égal  au  double 
du  troisième,  augmenté  de  la  somme  des  deux  premiers,  le  cin- 
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quième  est  égal  au  double  du  quatrième ,  augmenté  de  la  somme  du 
troisième  et  du  deuxième;  et  ainsi  de  suite.  Le  développement  de  cette 
série  sera 

1,  2,  3,  9,  23,  58,  148,  377,  960,  2445,  6227.... 
Cela  posé,  pour  obtenir  la  somme  des  onze  premiers  termes,  on  fera, 
dans  la  formule  ci-dessus, 

A=1,B=2,  C=3,i)=2,  î=l,  r=l,  N=6227,  M=2W5,L=960; 
ce  qui  donnera 

S  =  ^XQ^O H- 8673+ 9632-^6  ^  ^^^^53 
o 

Si  Ton  demandait  la  somme  d'un  plus  grand  nombre  de  termes^ 
par  exemple,  la  somme  des  50  premiers  termes,  il  faudrait  pousser 
la  série  jusqu'au  50**  inclusivement,  ce  qui  ne  laisserait  pas  que  detre 
fort  long. 

Ou  bien,  il  faudrait  former  directement  les  48*,  49",  50*  termes, 
d'après  l'expression  du  terme  général.  Or,  pour  obtenir  celui-ci  par  la 
métbode  exposée  n^*  409  et  suivants,  on  commencerait  par  met&e  la 
série  proposée  sous  la  forme 

1  +  2a?  +  a»^  H-  9a?»  -f-  23a?*  -h  58a?'^  4-   •  •  •  •; 

on  rechercherait  la  fraction  génératrice  qui  a  donné  Heu  à  cette  série, 
et  on  la  décomposerait  (n®  413)  en  trois  fractions  simples  pour  cha-- 
cune  desquelles  on  obtiendrait  un  terme  général.  Faisant  ensuite  la 

somme  de  ces  trois  termes  généraux,  on  aurait  celui  de  la  série 

1  4-  2a?  -f-  3a?'  -f-  .  •  • .  ;  enfin,  on  supposerait  a?  =  1,  ce  qui  donne- 
rait le  terme  général  de  la  série  1+2  +  3  +  9+23+....; 
mais  il  est  facile  de  s'assurer  que  tous  ces  calculs  sont  souvent  impra- 
ticables. 

En  effet,  si  l'on  applique  la  formule  (3)  du  numéro  416  à  la  série 
1  +  2a?  +  3a?*  +  9a?^  + ,  en  y  supposant 

A  =  1 ,    B  =  2a?,    C  =  3a?%    p  =  2x,     q^  a^,    r  ^  x\ 

on  aura 

.  ..  l-2a?' 

1  — 2a?  — a?»— a?'* 
Or,  l'expression  a?^  +  a?^  +  2a?  —  1 ,  égalée  à  zéro,  ne  peut  évi- 
demment avoir  que  des  racines  incommensurables;  ainsi,  la  décom- 

1  — 2a?^ 

position  de  la  fraction ^r en  fractions  simples  ne  peut 

.  1  —  2a?  —  a?'— r  ûî 

se  faire  d'une  manière  exacte. 

Bourd.  Alg.  24 
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Ces  réflexions  prouvent  qne  l^s  résultats  analytiques ,  simples  en 
théorie,  sont  souvent  peu  susceptibles d^application. 

kid.  Nous  terminerons  la  théorie  des  séries  récurrentes  par  Teiposi- 
tion  d'un  nu^en ,  dû  à  Lagrange ,  pour  recomaitn  H  une  série  proposée 
est  de  la  nature  des  séries  récurrentes. 

Ce  moyen  est  fondé  sur  les  observations  suivantes  : 

1®  Si  la  série  proposée,  que  nous  désignerons  par  S,  est  une  série 
récurrente  du  premier  ordre ,  elle   provient  d'une  fraction  de  la 

forme tt» 

a  -k-ow 

a'  +  b'œ       a'       6' 
Or,  on  a  __  =s  —  -{ —  x; 

a  a       a 

ce  qui  prouve  que  la  fraction  renversée,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
Vunité  divisée  par  la  série  proposée ,  S,  doit  donner  pour  quotient  wu 
fonction  entière  de  x  (n?  230)  égale  à  p  -f-  qx  ;  si  cette  division  ne  se 
fait  pas  exactement,  c'est  que  la  série  (en  supposant  qu'elle  soit  récur- 
rente) est  du  second  ordre  ou  d'un  ordre  supérieur. 
2*  Si  S  est  une  série  récurrente  dasecond  ordre,  die  provioit  d'ime 

a'  +  bx 

fraction  delà  forme  •-; f7 — • — 7-1;  or,  on  a 

a  -h  A  «-h  car 

a'  H-  b'x  +  ca^       a'       ab'  —  ba!  g'c'  —  6  [ah'  —  ha')    . 

a  +  6^  a  €?       "  a*  {a  +  bx) 

K        ^ 

ce  qui  prouve  que  Vtmié  dimsée  par  S  doU  donner  lieu  à  un  quotioA 
entier  de  la  forme  p  H-  q^  >  phis  tin  produit  de  %*  par  urne  -sirie  Ht»- 
rente  du  premier  ordre,  c'est-à-dire  qu'en  désigoaut  .par  SV  le  nste 

auquel  on  parvient  après  avoir  divisé  1  par  S  et  obtenu  le  quolleot 

g 
p  '\-  qx,  on  doit  trouver  g;  égal  à  un  quotient  exact  de  la  fome 

p'  +  q^x;  et  ainsi  de  suite. 

Guidé  par  ces  considérations,  Lagrange  a  donné  la  règle  suivante 
pour  reconnaître  si  une  série  donnée  est  récurrente  :     , 

Soit  S  =  A  +  Bj?  -h  Ca?'  +  J)af  -f  --«jb  série  proposée. 

l""  Divisez  l'unité  par  S,  et  poussex  T opération  jusqu'à  ce  que  ?oa 
^yez  un  quotient  de  la  forme  p  +  gu?,  et  un  reste  ths  la  forme  Stf 
(S'  désignant  une  série  ind^nie  delà  ferme  A'  +  B'ârH-  CV  +...]ï 

2°  Divisez  S  par  &!,  etpoussex  Top^nKion  jusqu'à  ce,que  voosajef 
un  quotient  de  la  forme  p'  «^-g'» y-et^imireite  tel  que  SV  (S' éUnl 
'    làA'  +  B'a?  +  CVH....); 
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3®  Dimex  S' par  S',  et  poussez  V  opération  )nsqa.*k  ce  que  vous  ayez 
un  quotient  de  la  forme  p'  -h  /a? ,  et  un  reste  tel  que  S'  x*  ; 

4®  Dimsex  S'  par  S",  et  poussez  V opération  jusqu'à  ce  que  vous 

ayez  un  quotient  de  la  îoirsuàp'  -\-(fXy  et  un  reste  S»^a?* 

Et  ainsi  de  suite. 

l>h&  que  l'une  de  ces  divisions  se  fait  exactement,  la  série  proposée 
est  récurrente,  et  l'ordre  de  la  série  est  marqué  par  le  rang  de  la  divi- 
sion qui  s'est  faite  exactement 

Quant  à  l'échelle  de  relation  de  la  série,  on  l'obtiendrait  aisément 
(n<^  184)  si  l'on  pouvait  obtenir  la  fraction  génératrice. 

Or,  supposons ,  pour  fixer  les  idées,  que  la  troisième  division  se  fasse 
exactement. 

On  aura  donc  la  suite  d'équations 

1  8' 

gi  =  P  +  «  a?  -h  gT  a^, 

S'  1 


La  dernière  donne  -t- 


,»-.» 


S'       p'  +  q'x 
d'où ,  en  substituant  dans  la  seconde , 

S'      ^  ^  "     ^  f  +  t[x  p'  +  q'x  ' 

"^'"'^                 S       (p'  +  q'x)  (p'  +  q'a)  +  a?' 
Substituant  cette  valeur  dans  la  première  équation,  on   trouve 
1         ^       ^    (p'  +  q'x)a^ 

S  '  ^  +  «*  +  (FniWFT?ï)T^' ""  ••"" 

1  _  (p  4-  ga?)  Çp'  +  q'x)  (p'  H-  q'œ)  -^  {p -{- qx)  a^  +  {p' -h  q'x)  a^ 
8  ip'  +  q'o!)  [p'  +  q'w)+ai'  ' 

donc  enfin  , 

g^ (p'  +  g'a?)(/  +  g*a?)-Ha>^ 

(p  +  qx)  {p'  +  q'x)  (p'  +  g'a?)  +  (jP  H- ««)«"  +  (?'  +  «'«)«»' 
expression  qui>  simplifiée,  est  de  la  forme 
a  +  to  +  «P* 


6i 
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et  récheUe  de  relation  est  alors  (a"*  18{^) 

a'  a  a      / 

420.  Prenons  pour  exemple  la  série 

1,  3,  6,  10,  15,  21,  S«,  36,  45  .  .  ., 

dont  chaqae  terme  s'obtient  d*après  l'expression  générale  — -, 

À 

n  désignant  le  rang  da  terme  que  Ton  vent  former. 

Pour  reconnaître  si  cette  série  est  récurrente,  on  la  mettra  d'abord 
sous  la  forme 
1 -}- 3a?  +  6a^ -f- lOo?' H- 15»*  +  21a?' -f- 28a?^  +  36aî^ + 4&r»+ , .  • . 

Cela  posé ,  en  appliquant  la  règle  ci-dessus ,  on  trouve 
1 1 S' 

S" îTsT+e^lTT: "  "^ S  ^ 

(S'  ayant  pour  développement 

3-f-8a?H-15a?'+ 24a?M- 35a?*  +  48a?»  +  63a?'' -h  80a?^  +  99a?" -f- . . .  )  î 
^       1  +  3a?  H-    6a?'  H-  . .  >  _  1       1  ^    S[ 

'  S''^3-|-8a?-M5a?»+...  ■"3'*"9'^'*"  9  *S' 
(S'=l+3a?+   6a?*-M0a?»4- ...); 
y  3  +  8a?  +  ISa?^  +  . . .        _  q_ 

S'  ""  1  +  3a?  +  6aj^  +  10a?*  +  ...  ■"         ^' 
jfttofteni  exact 
Ainsi,  la  série  est  récurrente,  et  du  troisième  ordre. 
Pour  obtenir   l'échelle  de   relation,  rapprochons  les  équations 

S_l_^l  S'    a?» 

S'~3"^9''"*"s'-"9' 

S'       « 

g,  =  3_a.; 


la  dernière  donne 


S' 


S'      3-.a?' 


S3+a?,ar*        1. 
^^"  S'==-9-"^"9  -3=^' 

1 

et  par  conséquent      ^  =  1 — 3a?+a;*(3 — a?)=l— 3a?  +  3a?*— a?*; 


donc  enfin  S  =: 


li-3a?  + 3a;*— a?»       (i—xf 
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Ainsi,  l'échelle  de  relation  de  la  série  1  +  3a?  +  6û^  +  •  •  •  •  se 
compose  des  quantités  {3xy  —  3a^,  +  x^),  et  Féchelle  de  relation  de 
la  série  proposée,  1+3  +  6+10+  ....est  Tensemble  des  nom- 
bres (3,  —  3,  +  1  )  ;  ce  qu'il  est  facile  de  yérifier. 

Par  exemple,  le  terme  28  se  compose  de  la  somme  des  produits  des 

trois  termes  . 21,       15,       10, 

multipliés  respectivement  par 3,—    3,+    1. 

iV.  B,  On  voit  encore  que  la  règle  précédente  donne  le  moyen  de 
retrouver  ï échelle  de  relation  d'une  série  récurrente,  quand  la  trace 
en  a  été  perdue. 

§  II.  Des  Séries  de  nombres  figurés  et  de  cettes  qui  en  dépendent. 

Il  existe  encore  une  certaine  classe  de  séries  pour  lesquelles  on  peut 
obtenir  facilement  le  terme  général  et  ^ expression  de  ta  somme  <f  tm 
nombre  limité  de  termes  :  ce  senties  séries  numériques  qui  tirent  leur 
origine  d'une  progression  par  différence. 

421.  Détermination  du  terme  général  de  la  série 

a"»  -l_  5»  4-  (jw  +  (j«  . . , .;  a^  6^  c,  <l,  • , . .  étant  les  différents  termes 
d'nne  progression  par  différence. 

On  a  TU  (n""  186)  que,  dans  toute  progression  par  différence, 

'^a»b.c,d,e»f,g»h* ,  »  •, 

lie  terme  général ,  ï,  a  pour  expression ,  /  =  a  +  (n  —  1)  r,  r  désignant 
la  raison  et  n  le  nombre  des  termes;  donc  le  terme  général  de  la  série 
des  m'^**  puissances  des  différents  termes  de  cette  progression  a  pour 
valeur 

Z'»  =  [a  +  (n —  i)r]'n. 

Soit  proposé,  pour  exemple^  de  trouver  le  quinzième  terme  de 
la  série  des  cinquièmes  puissances  des  termes  de  la  progression 
^  1.3.5.7.9.11.13... ..  On  aura,  en  faisant  dans  la  formule, 
n  =  15,  «I  =  5,  a  s  1^  r  =  2, 

P  =  (1  +  14  X  2)»  =  29*  =  20511149. 

423.  Sommation  des  termes  de  la  iérie 

a"  +  6«  +  c«  +  rf««  +  . . .  +  fe«  +  f», 

a,  b,€,  d,  ..•.Je,  l,  étant  les  différents  termes  d'une  progression  par 
différence. 
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On  a,  d'après  la  formule  du  binôme^ 

«n.  ^..  4 

,  À 

m  — 1 
<-»  tt  (6  +  r)«=  6«+  iwrf^-J  4-1» — - — f*6*-*4. , 

^  I 


Ajoutant  toutes  ces  équatious  membre  à  membre,  et  désignant  par 
Sm,S«-,,  Sb-a,...  S.,  S',  les  sommes  des  m^%  (m— l)'^*.., 
puissances,  on  obtient 

ou  réduiaant, 

^_a'»  =  wr(8«^, —7'»-')+«iH-^r'(S«,-,~|i— *)+...  (A), 

formule  qui  renferme  les  sommes  des  puissances,  depuis  Sb.^  joa-* 
qu*à  Soindusirement, 

(S«,  étant  égal  à  a«  +  6»  +  c» +fc»  +  î%  écpiiTaut  an). 

Pour  faire  connaître  l'usage  de  la  formule  (A),  faisons  successire^ 
ment  m  s=  1, 2,  3,  4,  5.  •  • . 
Soit,  1«  m  =  1;  on  trouve 

|-a  =  r(S.-Z«);d'oùS,  =  ^  +  l  =  ^i::^^l±-'  =  n, 

résultat  qœ  r<m  connaît  d^i. . 
2» ift  =  2;  a  Tient  P—  a'  =  2r(S.  —l)  +  r»(8.—  ^^ 

doù  S.-/ ^ g:—, 

donc        8=-^+-^; —g; 

OU  bien,  à  cause  de  l  zs  a  -i-  [n-^  l)r,  d'où  Z  —  a  4-  r  =  fir, 

-    _  {l  +  a).nr  _  (l -{-  a)n 
^'  -         ^  %       ' 

résultat  qui  est  encore  connu  (n^  187). 
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3«  m  =s  3;  la  formule  (A)  devient 

F  — a'  =  3r  (S,  —  P)  +  Sr»  (S.  -  /)  +  r^  (So  — /°), 
résultat  qui  fera  counaitre  S»  en  fbnctioB  de  S,  et  de  So^ 
4«  m  =  k; 

et  cette  formule  donnera  S 3  en  fonction  de  S,,  S,,  So;  ainsi  de 
suite. 

D*oii  Ton  voit  qu'on  pourra  toujours  obtenir  la  somme  des  puissances 
semblables  d'un  nombre  déterminé  de  termes,  en  fonction  des  sommes 
des  puissances  inférieures,  quels  que  soient  les  degrés  de  ces  puissances. 

&23.  Prenons  ;  pour  exemple ,  la  suite  naturelle  des  nombres 

1,  2,  3,  k,  5,  6,  7,  8,9...; 

et  recherchons  la  somme  des  carrés,  des  cubes,  etc.,  des  n  premiers 
termes. 

On  a ,  d'après  les  formules  précédentes ,  et  en  observant  que 

«=1,    rs=l,     Z=sn,    80  ^n, 

!«  b,  -        ^        ,     ou     —g—, 

2o    n»  — t=:3(Sa— fi")-f-3(S,  — »)4-n— .1;  donc 

n»  —  1       n*  —w      n  —  i      2n'  -f-  3n*  +  n 


6 


_.                      ^       n(n+i)  (2n4-i) 
OU  hicn  encore,     S,  ==     ^         '  ^^ ^; 


►  n*  —  l=S<8a  — n»)  +  6  (8..  —  n»)  +  4  (S.  — n)  +  »  — 1; 
n*— 1       an»  — 3n»-f-n      n* -^  n      n—i 


donc  S3  =5  n'  4- 


4  4  2 


^  ^3* 4: ^ 4 1^'^' 

.  On  trouverait  pareillement. 

S4  =- ^  ,  et  amsi  de  suite. 

iV.  £«  Afin  de  distingiier  les  Mumes*  des  puissances  semblables  des 
tennes  de  la  série  aatur^e  1^2,  3.  • . . ,  des  sommes  relatives  à 
tonte  autre  progroMiwi ,.  oo«9  désignerons'  dorénarant'  les  premières 
p«  f.,  f. ,  /»s„^. ...  fir^fn  voici  l'usage  : 

424.  On  peut  toujours ,  à  l'aide  de  ces  expressions,  ohtmir  la  valeur 
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de  la  somme  d*un  nombre  quelconque  de  termes  d^une  série  dont  le 
terme  général  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  du  nombre  des 
termes  que  Von  considère. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  une  série  dont  le  terme  général  est  anP, 
a  étant  un  nombre  connu  quelconque,  p  un  exposant  entier  et  po- 
sitif, n  le  rang  du  terme  que  Ton  considère. 

La  série  proposée  est  alors  delà  forme 

a.iP-\-a.2p-\-a'3p-\-a.ÂP+...  +a.  np, 

série  qui  revient  évidemment  à 

a{iP+^  +  3p  +  kP  -{-...  +nP)=:^  a  .  fp. 

De  même,  une  série  dont  le  terme  général  est  exprimé  pat 
a  .  n/»  +  6  .  n?  ±  c  .  n'^,  revient  à 

a  {iP  -\-  ^P  +  3p  -\- . . .+  rf)  \ 
+  b{i9  +  '^^39^...+  n9)  \=^a.fp±b.fg±c.fr. 
±  c  (r+ 2^ +  3^ +,..+  «'•)  ; 

Or,  les  expressions  fp,  f^,  fr,  sont  connues  d*après  les  formules  da 
n°  423;  ainsi,  la  somme  des  n  premiers^ termes  de  la  série  proposée  est 
également  déterminée. 

425.  Application  aux  séries  de  nombres  figurés.  —  On  appelle  ainsi 
les  séries  que  Ton  déduit  d'une  progression  par  différence,  dont  le  pre- 
mier terme  est  Tunité  et  la  raison  un  nombre  entier,  en  faisant  succes- 
sivement la  somme  des  deux  premiers,  des  trois  premiers,  des  quatre 
premiers. . . .  termes  de  la  progression,  et  opérant  ensuite  sur  la  nou- 
velle série  que  Ton  obtient  par  ce  moyen,  comme  on  a  opéré  sur  la 
progression  ;  et  ainsi  de  suite. 

Soit  d*abord  la  progression  naturelle  des  nombres 

-f  1.2.3,4.5.6.7 

1,  3,    6,  10,  15,    21,    28 , 

1,  4,  10,  20,  35,    56,    84 , 

Les  séries.   ...    ^    1,  6,  15,  35,  70,  126,  210 , 

•••.••••••, 

••••••••..., 

dont  la  première  se  forme  en  ajoutant  successivement  les  deux  premiers, 
les  trois  premiers. . . .  termes  de  la  progression  proposée,  dont  la  se- 
conde se  forme  à  Vaide  de  la  première  comme  celle-ci  s'est  formée  an 
moyen  de  la  progression,  dont  la  troisième  est  déduite  de  la  seconde 
comme  celle-ci  Ta  été  de  la  première» ...  ;  ces  séries,  dis-je,  sont  celles 
àes  nombres  figurés  de  la  première  classe. 
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L.a  première  est  la  série  des  nombres  triangulaires. 

La  seconde,  celle  des  nombres  pyramidaux  triangulaires. 

Les  séries  saîrantes  n'ont  pas  reçu  de  dénominations  particuli&res. 

La  progression  4  1 .  3.  5 . 7.  9. 11. . .  2n  —  1,  donne  naissance 
aux  nombres  figurés  de  la  seconde  classe;  et  les  séries  qui  en  dépendent 
sont  y  d'après  la  loi  ci-dessus, 

1,  4,    9,  16,  2S,  36.  .   .  • 
1,  5,  14,  30,  56,  91.  .   .   . 


La  première  de  ces  deux  séries  est  la  suite  des  nombres  carrés;  la 
seconde,  celle  des  nombres  pyramidaux  ^uadrangulaires. 

Ces  dénominations  proviennent  de  l'analogie  que  ces  nombres  ont 
aTcc  certaines  figures  géométriques, 

426.  Les  séries  qui  viennent  d'être  formées  jouissent  de  plusieurs 
propriétés  curieuses,  dont  nous  ferons  connaître  la  plus  importante; 
c'est  que  l'on  peut  toujours  former  leur  terme  général,  et  obtenir 
V expression  de  la  somme  des  n  premiers  termes  en  fonction  des  quan-' 

•***'  #  «>  r«>  is'  •  •  •  • 

En  effet,  pour  une  progression  quelconque,  la  première  des  séries 
qui  en  dérive,  est  telle  que  son  n*^^^  terme  est  égal  à  la  somme  des  n 
premiers  termes  de  la  progression  proposée;  donc,  1®  ce  terme  peut 
toujours  être  exprimé  rationnellement  en  fonction  de  n;  2°  puisque  ce 
tenue  général  est  une  fonction  rationnelle  de  n,  la  somme  des.» 
premiers  ternies  peut  (n®  424)  être  exprimée  wl  moyen  des  sommes 
f*9  f«>  fi*  •  •  ^  •  do^^  ^^  valeurs  sont  connues. 

Ainsi,  soient  la  progression  •rl-2»3.4.5««..> 
et  les  suites  qui  en  dérivent  1,  3,    6,  10,  15.  .  •  •» 

1,  4,  10,  20,  35 , 


La  somme  des  termes  de  la  progression  étant  i — 5-^»  ^c  terme 

général  de  la  première  suite  est    i —      '   ,    ou    «•  "^  *"  î 
donc  (n«  424)  fai  iomme  des  n  premiers  termes  de  cette  suite  a  pour 


expression  y 

2'"  ^2 


1  1 

24. 
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on^  remplaçant  f»,  ft  par  leors  yaleon  (n«  4âS), 

Ï2         -♦•  "T~  ■*         g » 

.       ,            ...      ,    .   n(n4-l)(n  +  2) 
expression  qui  peut  encore  s  écrire  ainsi  : ç.^  \ 

De  même,  ?e  terme  général  de  la  seeond?  suite  étant 

n»+3K'4.2n  1    ,       1   ,       1 
6 '    ^^    6^+2^+3^' 

on  a  pour  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  suite , 

ou»  substituant  pour  f,,  f.,  f,>  leurs  vdeitTSt 

n*  H-  2n'  +  n*      2n'  +  3n*  -f  n      n*  -Mi 
_ 4. ^ 4._g_ 

ti*4-6n»+iin'  +  6n      n(n  +  i)(n -f- 2)  Çn  +  3) 
«  ^j  «-*  2.3.4 

On  aurait  de  mème^,  pour  htsrme  général  de  ht  Imisîèna  sott^ , 

n«  +  6n'  +  lln»  +  6ii  1     ,      ±  ,      41   , 
^ --yon^n^^-^n'  +  g^n'  +  ti^ 

et,  par  cMséquent,  peur  la  somme  des  n  premiers  termes ^ 
ii»+10n*+3Sn*+Sen^+2fcn     n(n-H)  (W  4-2^(1»^  8)  (M*>4X 

et  ainsi  de  suite. 

iV.  £.  D  est  à  remarquer  que  le»  expression» 
n      n(n4-l)      n(t»4- 1)  (n+g)     n(n+l)  (n  +  2)  (n+8 
1'         2       '  2.3  '  2.3.4  ' 

ne  sont  autre  chose  que  les  termes  généraux  des  coefficients  du  dére** 
I<q[>pement  de (i— â?)*-^,  en  supposant  successivement  iii=2,  m:s3» 
111=4,  ffi=5  5  . . . .  (  Voyez  à  ce  sujet  le  n»  415.) 

427.  Soient  encore  les  nombres  figuirés  qui  correspondent  à  la  pro- 
gression            •fl.3.8.7.9...2n  —  1, 
savoir                    f ,  4 ,  9, 16 ,  25  .  •  .  .  . , 
1,  5,14,30,55 , 
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Le  Vl^^^  terme  de  la  série  des  wmhret  carrh,  étaniJa  «mm»  des  nt 
premiers  termes  de  la  proposée,  a  pour  expression 

2 ""' 

Donc  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  même  série  est 
égale  à  ^a ,  on  (n®  423)  à  g ,,  expression  qui  renaît 

«ncnr.l^  K^  +  1)    (211 -h  1) 

encore  a  ^ — p  . 

»      î^  .         ,  t  ,     /.    .        2n^4-  3n*  4-  n 

JLe  nî*««  termes  de  la  seconde  séné  étant  ^  , 

o 

ou  bien  ^n^  ^  ^n^  ^  ^n, 

on  a ,  pour  la  yaleur  de  la  somme  des  n  premiers  termes , 

1/-I.*/-!.*/        n*  -H  W  -H  5n'  4-  2n 
3^*  "**2"*  ■^6'^'  "^  12*'""  ' 

..  n(n4-l)'(«  +  2) 

ou  bien  encore  --^ ^  ■,      "./, 

3.4 

On  trouverait  de  la  même  mairière  fes  termes  généraux  ttiomni^ 
foires  des  séries  qui  résultent  de  toute  autre  progression.- 

§  m.  Retour  des  suites,  ou  méthode  inverse  des  séries. 

42&  La  méthode  des  coeffîdenis  indéterminés  donne,  en  générai, 
le  moyen  de  développer  toute  fonction  de  a  suivant  les  diverses  puis- 
sances de  cette  lettre.  lUcifitc^uinmit,  cette  fonction,  que  Foti  petit 
désigner  par  y,  étant  développée  suivant  les  puissances  de  a;,  on  peut, 
par  la  même  méthode ,  o&^^ntr  le  développement  de  la  quantité  x  suir- 
vont  les  puissances  dej  ;  et  c'est  en  cela  qite  consiste  lefetour  des  suites, 
ou  h  métbodeibVcrsérdfes  sAieï. 

Soit  y  =  aaî  4-  bù^-V-  <?»■'+  da^  +  ,  ,  .  (1),  la  fittdioft  déveJôïH' 
pée  suivant  les  diverses  puissances  ée^œifi,  hyc^d, .  .  .  étant  des  quan- 
tîté?  connues)  ;  on  demande  réciproquement  la  valeur  de  j.  en  y,  c'est- 
à-dfre  lesr  coefficients  âa  dévdopp«ment 

œ  =:  Ay  +  By^  -hCi^  +  W  +  .  .  .  •  (â). 
Pour  y  parvenir,  élevons  successiveoMOt  memné^  ati  dnbvv  ».«»!«» 
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deux  membres  deFéquation  (1)  ;  il  vient 


équations 

Aa  — 1  =  0,  A6  4-Ba*  =  0,  A<?  +  2Ba6 -H  Ga»  ;=  0 , 
Ad  4-  B6*  -f  2Bac+  3Ca*6  +  Da*  =  0  .  .  . , 

desquelles  on  déduit  successivement, 

1               A6           *    r  r      — Ac--2Baft_26*— 06 
A  =  -,B^ "jr^ -^-ft^L^: -5  ^f-^, 


D  = 


5a6c  — 56»  — a'rf 


Ainsi,  Ton  obtient,  pour  le  développement  demandé^ 

iV.  B.  Si  l'on  a  un  développement  de  k  fonne 

y  =  a -h  aa?  -H  6rD' -H  co?* +. . .  •, 

il  est  facile  de  s'assurer,  en  reprenant  la  méthode  précédente,  que  Ton 
ne  peut  pas  développer  œ  suivant  les  puissances  de  la  fonction  y  elle* 
même  ;  mais  on  peut  faire  y  —  a  =  ^,  ce  qui  donne 

z  ssaœ  +  ba^  +  ea^.  •  • 

Posant  ensuite  a?  =  Az  -f  B«*  -|-  Cz\. . .  on  déterminera  les  coef- 
ficients A,  B,  C  • . .  ;  après  quoi  l'on  remettra  pour  x  sa  valeur  jf  —  a  ;  et 
alors  le  développement  de  œ  procédera  suivant  les  puissances,  non  de  la 
fonction  y,  mais  de  l'expression  {f  —  a. 
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S*  =  o'  .  »'  +  2o6  .  «»  +  6* 

«•  +  2ic 

«»  +  ...., 

+  2oc 

+  2ai 

y'  =  oV      +  3o'6a!'     +  3o6* 

ai'+  ..., 

( 

+  3a*c 

1 

y«  =  oV      +4a'6iB»     +..., 

y»  =  oV       +  .  .  .  ; 

d'où ,  substituant  dans  l'équation  (2)  et  ordonnant, 

OssAa     «  +  AÔ 

«•+ Ac 

or'  +  Ad 

«*+.... 

—  1           +Ba' 

+  2Ba» 

+  B6» 

1 

+  Ca' 

+  ^oe 

1 
1 

+  3Co'* 

f 

+  Do' 

Égalant  à  0  les  coe 

fficients  de  a;, 

X 

,  ar,  X  , .  . 

.  on  obtient  les 

DES  SÉRIES.  569 

429.  Applications.  —  Soit,  pour  premier  exemple,  la  série 

y  ssz  X  -{-  œ*  -fa?'  +  aï*  -H  aï'  -H . . . 
Posons  (r=  Ay  +  By»  -H  Cl/'  4-  W  -H  W  +•  -  • 

En  formant,  comme  ci-dessus,  les  diverses  puissances  de  y,  et  en 
substituant  leurs  valeurs  dans  la  seconde  identité ,  on  obtient  les 
équations  suivantes 

A  — l=0,A  +  B=:0,A  +  2B  +  C=0,A-f-3B  +  3G+D=:0, 
A  4-  4B  +  6C  +  41>  4-  E  =  0 . . . .  ;  d'où  Ton  déduit  successivement 

A=  1,  B  =  — 1,  C=:  -f-l,D  =  — 1,  E=  +  l... 

Donc  x  =  y  —  2/*  4-  2/'  —  î/*  -f  2/'  — •  •  • 

Et  en  effet,  a?  4-  a?'  4-  a?'  4-  . . .  est  une  série  récurrente  dont  la 

X 

fraction  génératrice  est  (n<»  417) 


1  — a?* 

Ainsi,  l'on  a  v  =  -z -;  d'où  Ton  tire  x  =  ■        ■; 

^      1  —  X  14-2/ 

or,  en  développant  cette  dernière  expression  en  série  par  la  division, 

on  trouve 

Soit,  pour  second  exemple,  l'équation 

^"*^r"^T7i"*'î:273"*"i.2.3.4'*"---w» 

dont  le  second  membre  n*est  autre  chose  que  le  développement  de 
e*  (voyez  n"*  2^). 
En  faisant  y  —  1  =s  ^r,  on  a 

_  ^       a?'  a?'  a?* 

^""î"*T2"*"ÎT2T3"*"l.2.3.4"*"'"' 

Poson8alorsa?=  Ar4-B4r'4-Cir'4-I>i*4- <2). 

En  formant,  à  l'aide  de  l'identité  (1),  les  diverses  puiœances  de  x, 
puis  substituant  leurs  valeurs  dans  l'identité  (2),  on  sera  conduit  aux 
équations  suivantes, 

A-.l  =  0.|+B-0,|  +  B+C=0,A.+g  +  |+D=0... 

d'où  l'on  déduit 
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donc  f  le  développement  de  â^  en  ;r  est 
ainsi ,  Ton  a  ponr  celai  de  x  en  y, 

«  =  — j 2 — +--5 ^^-_-— +.... 

OiwnnHM  d'affleots  que  l'éqnation  9  »  «*  donne  {vf  308);,  dans  le 
8  jstime  népérien ,  0»  <=  r  .  y  ;  donc 

Tel  est,  en  effet  (n*"  225) ,  le  dé?eloppement  en  série  du  logaritlime 
natarel  d*an  nombre.  '    . 

La  méthode  inverse  des  séries  est  d'an  osage  pea  fréqaent,  parce 
qu'il  est  difficile  de  reconnaltrev  d'après  la  nature  dea  calculs ,  une  loi 
de  formation  pour  les  coefficients;  et  l'on  est  souvent  obligé  de  déter- 
miner un  grand  nombre  de  coefficients  avant  de  pouvoir  saisir 
cette  loi. 

430.  Nous  terminerons  ce  que  nous  avons  à  dire  sur  cette  méthode 
par  la  remarque  suivante  : 

Si  l'on  a  une  équation  de  la  forme 

«y+  fty*  -*-cy'4-...  =a  a'a  +  5V  +  c'a?' -f . . . ., 

foiméepar  deux s^ies,  et  qu'on  veuille  exprimer  y  en  a»  par  une  série 
telle  que  y=:  Aa?-|-B^'  -f-  Ca?'  -|- . .  • . ,  il  faut,  pour  obtenu  A,  B,  C^. .  * 
former  les  diverses  puissances,  y*,  y',  y\. ..  • .  i  L'aide  de  cette  dernière 
équation^  puis  les  substituer  dans  la  première,  ce  qui  donne  alors  une 
équation  identique  en  x,  dont  on  égale  séparément  à  0  les -coefficients 
correspondants. 

Mais  les  caloûb  dans  lesqmis  on-est  ainsi  entvainA  sont  sottvmit  impiii- 
ticabks,  parce  que  le» coefficients  A,  B^  G,. . . .  €(iitreni,dwt.les  éqaa- 
tlonft  de  condition,  à  des  puissances  de  degré sapéricor  au  second* 

§  rV.  Des  séries  trigonométriques  et  circulaires. 

Nous  compléterons  la  théorie  des  suites  par  la  recherche  dadévdog*^ 
pement  des  trois  lignes  trigonométriques  principales,  sin  œ,  cos  œ,  tang  «, 
suivant  les  diverses  puissances  de  l'arc  â\  séries  qui  servent  àlaconfeo- 
tion  des  talSles  tr%onométrique8«  ^ 
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Bheloppêfnmt  defànw  eid0eo»œ'» 

431.  Pour  résoddre  cette  question ,  neas  partirons  de  la  formule 
€08  a  4*  m  a  •  \/— '!)"•  «  oos  ma  +  sin  ma  .  \7~î, 

démontrée  (n«  389). 

Si  Ton  développe  le  premier  membre  de  eette  équation  d'après  h 
formule  du  binôme^  il  est  aisé  de  voir  que  ce  développement  se  compo^ 
sera  de  deux  parties  distinctes  :  une  partie  réelle  et  une  partie  affectée 
de  y/ — 1.  Or,  pour  que  Téquation  précédente  puisse  exister,  il  faut 
qu'il  y  ait  séparément  égalité  entre  les  parties  réelles  des  deux  membres, 
et  entre  les  deux  parties  imaginaires. 

Supposons  donc  le  développement  effectué;  nous  obtiendrons  les  deux 

nouvelles  équalkas 

m-^1  .  , 

cos  ma  =;  cotf"a— m  .  — 5—  .  cos"^*a  .  swra 

m— 1     m— -2     m  —  3         .        .  .     . 

+  m  .  — - —  .  — — *  .  — -r —  .  cos"^^a  .  sm*a  -f , 

m— 1  m— 2  ,      ... 

sm  ma  =  cos'^^'a .  sm  a — m .  — 5 — .  — - —  .  cos**— 'a .  8in'a+. . . . 

Ces  formules  servent,  en  trigonométrie ,  à  dét^rmâner  le  sinus  et  le 
cosinus  des  arcs  multiples,  ma,  en  fonction  des  sinus  et  cosinus  de 
Tare  a;  mais  on  peut  aussi  en  déduire  les  valeurs  du  sinus  et  du  cosinus' 
d'un  arc  en  fonction  de  cet  arc. 

432.  Observons  d^abolrd  que»  d'après  ta  relaticm 

_  sin  a 

tanga«- — , 
cosa 

on  peut  mettré-les.  formules  précédentes  sous  la  forme 
Gos  ma  ss 

(-         m — 1  ^     -    ,      m— 1  m-«.2i  m— 3      -- .        ,  \ 
1 — m .  — ^ .  tang"a-Hm  •  — ^  -  *-^  •  -y"  •tang*&—  etc.  J , 

/       ,  m— 1  m— 2   ,      ,     ,        \ 

sm  ma  =  cos^a  f  m  .  tang  a-^m  .  — ^ .  —g— .  tang'a  +  . . .  J. 

w 
Gela  posé,  faisons  ma.==sœ,  d'où  m  s  pr  ces  formules  deviennent 

COSâ^ss 

(fl>— a  tante'a        j^— a  »— 2a  «—3a  tang*a       .  \ 
i-*-T-"^-*-*-2 — r-^-'^ — ''"•> 

/     tang  a        «— «  «— 2a  tang'a  .  \ 

sm  âp  =:  coâ?"a  f  » .  — 2—  — «      ■■-,  — 5 — ,  —2 — I- y 
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Remarquons  actuellement  que  les  trois  quantités,  a^wei  m,  étant 
liées  par  la  relation  ma  =  â;, ou  m  «  —  ,  on  peut  faire  varier  nt  et  a  de 

a 

manière  que  leur  produit  x  reste  constani;  car  si  Ton  prend  pour  a,  par . 
exemple,  une  suite  de  valeurs  tout  à  fait  arbitraire^ ,  les  valeurs  de  m, 
correspondant  à  ces  valeurs  de  a  et  à  la  valeur  constante  de  x,  s'ob- 
tiendront au  moyen  de  la  relation  m  =  -.  D'un  autre  côté, Ton  sait, 

d'après  les  principes  de  la  trigùnomiirie,  que  plus  un  arc  a  diminue, 

plu?  il  approche  de  devenir  égal  à  son  sinus  et  à  sa  tangente;  ce  qui  re- 

.....  ,  sina       tans  a        ,  «     .^, 

vient  à  dire  que  le  rapport ,  ou  — ^— ,  tend  sans  cesse  vers  l  umte, 

a  a 

et  que ,  quand  on  suppose  l'arc  moindre  que  tout  arc  donné,  ce  rapport 

ne  diffère  de  l'unité  que  d'une  quantité  moindre  que  toute  grandeur 

donnée;  en  termes  algébriques,  si  l'on  suppose  a  =  0,  il  en  résulte 

sin  0  ^  tang  0  ^  - 

D'après  ces  considérations,  faisons  a  =  0  dans  les  deux  formules 
ci-dessus;  les  premiers  membres  ne  changeront  pas,  puisque  l'on  sup- 
pose X  constant;  mais  les  seconds  membres  deviendront 

d'ailleurs  on  a  cosO  =  1,  d'où  cos^Q  »  1;  donc  enfin,  l'on  obtient 
co,  x  =  l-^  +  ^j-£_-_-^^^^+...     (A), 

""*=î-ïi3  +  roT5-" (»>•(*) 

(*)  En  appliquant  aux  séries  (À)  et  (B)  les  principes  établis  à  la  fin  do  uxiéme 
chapitre  {Note  sur  les  séries  eonvergmies) ,  il  est  aisé  de  reconnaître  qu'elles  finissent 
toujours  par  devenir  convergentes. 

En  effet,  le  rapport  d*on  terme  quelconque  an  précédent  pent  être  exprimé, 


x^ 


pour  la  première  série,  par  — , 

'  .  (2n— l).2ii' 

et  pour  la  seconde,  par        -    ■ 

"^  2fi.{2n+l) 

(n  désignant  le  rang  du  terme  &  partir  du  second). 

Or^  X  ayant  une  valeur /?fiw  et  déterminée,  il  est  toujours  possible  de  prendra  » 
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433.  Pour  faire  servir  ces  formules  à  la  construction  des  tables 
trigonométriques ,  il  faut  supposer,  l*'  que  Ton  connaisse  le  rapport 

'  =  3,1415926* ...  de  la  circonférence  au  diamètre,  ou  de  la  demi- 
^conférence  au  rayon;  %^  que  x  représente  la  longueur  d'un  arc  d*un 
certain  nombre  de  degrés,  rapportée  au  rayon  pris  pour  unité. 

D'après  cela ,  soit  proposé  de  déterminer  le  sinus  et  le  cosinus  de 
Tare  d'une  minute. 

Comme  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  1,  a  pour  va- 
leur 3,1415926...,  il  vient,  pour  le  quart  de  circonférence, 
1,5707963. . .,  et  pour  Tare  de  T,  qui  est  le  10000*^* du  quadrans, 
0,00015707963.  Il  suffit  donc  de  substituer  à  la  place  de  œ,  cette  va- 
leur dans  les  deux  formules  (A)  et  (B),  et  de  calculer  les  deux  premiers 
termes  seulement  ;  car  il  est  visible  que  les  autres  seraient  extrêmement 
petits.  On  peut  même  observer  que  les  termes  étant  alternativement 
positifs  et  négatifs,  Terreur  commise  s'estime  (n<*  176)  par  le  premier 
des  termes  que  l'on  néglige. 

Prenons,  par  exemple,  le  premier  terme  x  de  la  série  relative  au 

sinus,  pour  exprimer  sin  V;  Terreur  commise  est   moindre    que 

(0,00015707...)'    ^ 

i ^^ i.  Or,  on  a 

(0,00015707...)' <(0,00016)',    ou    0,000000000004096; 

le  6^  de  cette  expression  est  moindre  que  0,000000000001;  donc  la 
valeur  de  sin  1'  ne  diffère  pas  de  Tare  lui-même,  dans  les  douze  pre- 
miers chiffres  décimaux. 

£n  général,  tant  que  x  sera  une  fraction ,  ce  qui  aura  toujours  lieu  si 
Ton  considère  un  arc  moindre  que  le  8«""  de  la  circonférence  (ou  50**),  les 
deux  séries  seront  très -convergentes;  et  un  petit  nombre  de  termes 
suffira  pour  donner  des  valeurs  très-approchées  de  sin  x  et  de  cos  x. 

434.  Les  séries  (A)  et  (B)  donnent  lieu  à  des  conséquences  assez 
importantes  que  nous  allons  déduire  successivement. 

Première  conséquence.  —  En  comparant  ces  deux  séries 

cos^«l-p-^  +  j-^^^_...  (A), 

X  a?'  X^  fnx 

""*=î-r:2:3  +  i.2.3.4.5-"'-    ^^' 

assez  grand  poar  que  le  rapport  soit  ane  fraction  ;  et  cette  fraction  diminuera  indéfim- 
ment  à  mesure  que  n  augmentera. 
Ainsi  ces  séries  rentrent  dans  le  premier  cas  da  n°  2  de  la  noté  déjà  citée. 
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à  celle  qui  donne  le  développement  de  c*  (n*  229) , 


1^1.2^1.2.3^1.2.3.4 

on  voit  que  leur  somme  donne  cette  dernière  série,  aux  signes  près, 
de  deux  en  deux  rangs;  mais  si  Ton  remplace  dans  c^e-d ,  jpjpar 
X  \J —  1,  et  qu'on  multiplie  les  deux  membres  de  (B)  par  V  —  1 , 
on  aura  (en  se  rappelant  que  les  diverses  puissances  de  \/  —  1  sont 
+  V-l,  —  l,  —  \f^l,  +  1), 

cos^+V'-lsînx=i+jV-l-ï;2"J^-V-i+{;2:3;4-«---- 

et  .^V^=l+|  vZ^-^^-f-^.  v/=ï+ j^^.^  4- ... 

donc  e*V^  =  cos  a?  +  \/  —  1 .  sin  a?. 

En  changeant  a?  en  —  a?,  et  observant  que  cos  (—  a?)  =  cos  âP, 
sin  ( — 0?)  =  —  sin  a?,  on  trouverait 

g— «V— I  =  cos  a?  —  \/  —  1  .  sin  a?, 
ce  qui  donne  enfin  la  nouvelle  formule 

g3:ixV=ir  =  cos  a?  ±  >/  — 1  •  si»  a?. . . .    (C). 
iVl  B.  Les  valeurs  qu'on  vient  d'obtenir  pour  e+*V— i ,    e-^ V— x , 
combinées  par  addition  et  par  soustraction,  conduisent  aux  deux  for- 
mules suivantes  qui  sont  employées  assez  fréquemment  : 

coia?=|(r+-V-  +  ^V-x), 

2^/— 1 
435.  Seconde  cantéquenee»  —  Si^  dans  la  formule  (C),  on  met  fUr 
à  la  place  de  w^  n  étant  un  nombre  réd  qndoonque,  il  vient 
çdLixV-i  ^çQ^jf^^  ^  —  4  ^  sjn  „^^. 

d'un  autre  côté, 

^nxv^-s  {fl±*V~)»  =  (cos  «  ±  \/— 1 .  sia jy)»; 
donc    (cos  a;  ±  >/  — 1 .  sin  a?)»  s=  cos  na?  ±  >/  —  1 .  sin  nx. 

jkiiifli  la  iûtmule. 

(cos a  ±  sina  .  \/  — l)»»  »  cos ftur  +  sin  ma  \/— 1» 
qui  n'avait  été  démontrée  (n®  389)  que  dans  le  cas  où  m  était  un 
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nombre  entier  et  positif  ^  est  maintenant  vérifiée  pour  un  exposant 
quelconque. 

436.  Troisième  conséquence.^^Delsi  formule  (C)  Ton  déduit  encore , 
en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  dans  le  système  népérien, 

±  a?  \/  —  1  ss  r  (cos  X  ±  \/ — 1 .  sin  a?); 

d*où,  en  séparant  les  deux  formules  contenues  dans  celle-ci,  et  retran- 
chant la  seconde  de  la  première, 

cosap—  \/— 1  .  sino? 

ou  bien,        2x  \/ —  1=1 ^         ?-*.,. 

1 —  \/ — 1  .  tangâ? 

Or,onatrouTé(no  225)  1'^-^^=  sYjf -f  ^  +  ?  +  ....\ 
1  —  2/         \         3       5  y 


faisant ,  dans  cette  formule,  jf  =  \/  —  1 .  tang  x,  on  obtient 

l--\/— l.langiT        ^  8  5/ 

donc  ar  v/=ï  =  2  ftang  a>  -  îf<f  +  î!Bi!î  _  ...  V^; 
\  3  5  y 

tang^âî       tans 'a?  ,^. 

et  par  conséquent,       0?=  tang  x 1^  H 1—  ....  (D). 

Cette  formule  donne  la  valeur  d'un  arc  en  fonction  de  la  tangente 
de  cet  arc.  Donc,  par  la  méthode  inverse  des  séries  (n^'  428) ,  on  pour» 
rait développer  réciproquement  tango?  en  fonction  de  x.  Mais  on  par- 
vient à  ce  dernier  développement  par  le  moyen  qui  suit  : 

Soit        tanga?  =  Aa?4-Ba?'4- Ca?' +  Daï^4-.... 
(en  observant  que  la  tangente,  de  même  que  le  sinus ,  ne  peut  renfermer 
dans  son  développement  aucune  puissance  paire  de  Tare,  puisqu'elle 
doit  changer  de  signe  avec  cet  arc)^ 

Pour  déterminer  A ,  B,  C, . . .  on  substitue  dans  la  relation  tang  x, 
cos  0?  =  sin  â;,  à  la  place  de  sin  x  et  de  cos  x,  leurs  dévelpppements 
trouvés  (n?  432),  puis  à  la  place  de  tang  x,  la  série  ci-dessus;  et  il 
vient 

K     -r      -^v.^ -M/a; -h...;^x     j  2^1.2.3.4     1.2.3.4.6.6       / 
ai        Aï*  a?*  (X? 


1      1.2.3  '  1.2.3.<t.5      1.2.3.4.5.6.7 
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Effectuant  la  multiplication  indiquée,  et  égalant  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  de  x,  on  trouve  successivement 


1.2     1.2.3' 


1.2     1.2.3.4^1.2.3.4.5' 


1.2     1.2.3.4^1.2.3.4.5.6     1.2.3.4.6.6,7' 

et  ainsi  de  suite. 

La  loi  des  coefficients  se  trouve  ainsi  bien  déterminée. 

437.  Les  analystes  ont  fait  servir  la  formule  (D)  du  n*  précédent  à  la 
détermination  du  rapport  approché  de  la  circonférence  au  diamètre. 
Pour  que  cette  formule  puisse  être  utile,  il  faut  que  Tare  dont  on 
cherche  la  valeur  soit  tout  au  plus  égal  à  50» ,  puisque  l'on  a  tang  50*» = 1. 

Cela  posé,  soit  50*»  =  m  -4-  w ,  et  prenons  pour  m  Tare  dont  la  tan- 
1 
gente  est  égale  à  7-9  auquel  cas  on  a,  d'après  la  formule  (D) , 
4 

4     *  ^  *      *  ^ 

"*  ~  4~  TP  ■*"5:v""7i?"^  •••' 

série  très-convergente  dont  la  loi  est  manifeste. 

D'ailleurs,  l'équation  50"  =  m  +  n,  donne  n  =  50«  —  m»;  d'où 

1-1 

tang  50°  —  tang  w  ^  4       3 

**°^  "  ^l  +  tangmtang50»""  '       î  "^  5' 
donc ,  en  appliquant  encore  la  formule  (D) , 

"""ï      3.5» '*"5.5»""7. 5' "*"'•••' 

ainsi  (m  +  n)  ou  Tare  de  50<>,  est  représenté  par  la  somme  des  deux 
séries 

1 1^     ^1 1^  3       3^         3'        y 

4  3.4'"*"5.4'  7:V"^*'""*"5""3:5»'*'6:5'~7:5^"*"-^--- 
La  seconde  de  ces  deux  séries  n'est  pas  très-convergente;  et  il  faudrait 
un  assez  grand  nombre  de  termes  pour  obtenir  un  degré  d'approxima* 
tlon  suffisant. 
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438.  Mats  on  peut  parvenir  à  deux  autres  séries  beaucoup  plus 
convergentes. 

Soit  t;  Tare  dont  la  tangente  est  égale  à -^;  il  en  résulte 

5 

_i 1   ,   1  ___  1   , 

""5      3.5*'*'5.5'      7.5' ■*"•'•• 

Or,  on  a,  d'après  les  formules  trigonométriques, 

2  tango        5     .       ,  2tang2t)        .        1 

^'"«^«^'ïzn;;;^;»^.  tang4„  =  ^-^jj^^  =  l+_. 

Comme  cette  dernière  tangente  diffère  très-pea  de  Tunité,  on  peut 
déjà  conclure  que  i*arc  kv  diffère  peu  de  50<>,  et  qu'ainsi  la  tangente 
de  hv  —  ^  doit  être  une  fraction  très-petite. 

Cela  posé,  soit  ir  =  4t?  —  50®,  d'où  tang  m  =  tang  {hv  —  80**); 

tang  hv  —  1         1 

1  1  11 

•'°""  '  =  239  ■"  Ois?  ^Slây  ""•••' 

d'ailleurs,  l'équation    «  es  4t>  —  50"*    donne    SO»  =  4»  —  x. 
Mettant  dans  celte  expression,  à  la  place  de  v  et  de  x,  leurs  valeors, 
on  obtient 


80»  = 


/-l 1_       J 1_  \ 

U      3.5' """s.  5»      7.3' """"Vl 

\239      3 .  239'      S . 239'      '"J 


d'où  l'on  conclut  enfin,  pour  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre,  ou  pour  le  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon , 


200«  ou  ft  = 


/l L.  +  .J L  ^' 

VS      3.5'      5.5'      7.5''*'"V| 

-4C-L L_^.^ ...v 

\         \239       3.239'       5.239»  J 


Il  est  facile  de  s'assurer  que  les  quatre  premiers  termes  de  la  première 
série,  et  les  deux  premiers  termes  de  la  seconde,  donnent  la  valeur 
de  îT  à  moins  de  0,00001  près. 

&'39.  Conclusion  générale. — En  réfléchissant  sur  tout  ce  qui  vient 
d'être  dit  sur  les  séries  circulaires  ou  trigonométriques,  on  voit  le 
parti  que  Ton  peut  tirer  de  l'emploi  des  symboles  imaginaires ,  pour 
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résoudre  des  questions  d'une  très-grande  utilité.  Comme,  pour  par- 
renir  à  ce  but,  on  étend  à  des  expressions  imaginaires,  des  formules 
qui  d'abord  n'avaient  été  reconnues  vraies  que  pour  des  quantités 
réelles,  on  pourrait  être  tenté  de  révoquer  en  doute  l'exactitude  des 
résultats  auxquels  on  est  conduit;  cependant  si,  après  certaines 
transformations  y  on  parvient  à  des  expressions  débarrassées  d'ima- 
ginaires ,  qui  s'accordent  avec  celles  que  fournirait  un  raisonnement 
strict  et  rigoureux,  on  est  forcé  d'admettre  k  légitimité  des  aïoyens 
employés. 

C'est  ainsi  que  les  analystes  ont  fait  les  découvertes  les  plus  impor^ 
tantes,  auxquelles  on  ne  parviendrait  que  très-difficilement  par  des 
iBoyens  en  apparence  plus  satisfaisants. 

La  méthode  suivie  pour  obtenir  les  expressions  de  sin  aei  eos  x^ 
offire  encore  Texemple  d'un  raisonnement  qui  conduit  promptement  au 
but,  quoique  laissant  d'2d>ord  un  peu  de  vague  dans  l'esprit. 

Pour  parvenir  à  ces  expressions,  on  suppose  que,  l'arc  a  dev&- 

tansT  d 
nant  nul,  le  rapport  — - —  se  réduit  à  1.  Au  premier  abord,  on  a 
a 

de  la  peine  à  concevoir  que,  l'arc  étant  nul,  il  puisse  exister  un  rq»- 

port  entre  l'arc  et  sa  tangente,  et  que  ce  rapport  soit  égal  à  1  ; 

mais  si^  au  lieu  de  supposer  l'arc  tout  à  fait  nul,  on  suppose  qu'il 

fie  diffère  de  0  que  d'une  quantité  extrêmement  petite,  le  rapport 

entre  la  tangente  et  l'arc   est  calculable   et  diffère  très-peu  de 

l'unité;  et  plus  l'arc  est  petit,  moins  le  rapport  diffère  de  l'unité. 

D'où  l'on  peut  conclure  qu'à  la  limite  de  décroissement  de  l'arc^ 

c'est-à-dire  quand  a  devient  nul,  on  a  ■  =  1.  L'exactitude 

a 

des  formules  auxquelles  on  parvient  ainsi,  exactitude  qui  se  trouve 
férifiée  par  les  applications  que  l'on  en  fait  à  la  détermination  des 
anus  et  cosinns  de  certatM  arcsy  confirme  aussi  l'exactitude  des  prin- 
cipes qui  y  ont  conduit. 

La  eonsidéraiwn  des  rapports  des  candeurs  mriahles,  dans  les 
limites  de  leurs  accroissements  ou  de  leurs  décroissements,  est  l'objet 
de  YAmlyte  infinUésimcUe ,  nouvelle  branche  des  mathématiques  à 
laquelle  la  théorie  des  séries  peut  être  regardée  comme  une  espèce 
d'intcodactioD. 

FIN. 
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AUTRE  NOTE  SUR  L'ÉLIMINATION, 


PAB  M.  YINGENT. 


Cette  Note  a  pour  but  de  présenter  un  moyen  général  d'obtenir  l'équation  finale 
débarrassée  de  tout  facteur  étranger ,  et  par  conséquent  de  compléter  la  méthode 
indiquée  à  la  page  502,  d'après  M.  Gérono. 

Appelons  À  et  B  les  deux  polynômes  proposés;  et  supposons  qu'on  leur  applique 
la  méthode  d'élimination  simplifiée  du  n"  373.  Soient  m  >  m'  ,m',  ...  les  multi- 
plicateurs en  y  dont  l'introduction  dans  les  dividendes  successifs  est  nécessaire  pour 
conduire  à  des  quotients  entiers ,  7  >  9' ,  9' . .  <  ;  et  soient  encore  nr,  fCr  ,  n'r'' ,», , 
les  restes  obtenus,  n,n',n' ,  ...  étant  leurs  facteura  respectifs  en  y,  facteurs  par 
lesquels  on  divise  ces  restes,  conformément  à  Tesprii  de  la  méthode  indiquée,  avant 
de  passer  à  la  division  suivante. 

Cela  posé,  nous  aurons,  en  admettant,  pour  fixer  les  idées,  que  le  nombre  des 
équations  soit  de  cinq  : 

m  A.    =  qB     -i-nr 
m'B    =  q'r     -f-  nV 

Multiplions  ces  équations  par  les  facteurs  indéterminës  respectif,  f,  f,  f,f, 
fit,  ajoutons  tons  les  résdtats,  et  égalons  à  Miro  ohaeane  des  qaanlités  qui  multi* 
plient  r,  r',  r^yt**.  Novs  aurons  «nst: 

nf     ^qY     ^  mrr     ==  0  ) 

nY  -+■  qT   —  ^^r^"  =  0  /  •    •    •    •     ^^J* 
n»/*  ^  qKffKt  «  0  ) 

Le  nombre  des  équations  [2]  étant  inférieur  à*une  unité  k  celui  des  facteurs 
fffff»"'  ^^^  pouvons  disposer  d'un  de  ces  facteurs  de  manière  à  les  rendre 
tons  entiers;  ce  qui  se  fera  le  plus  simplement  possible  en  posant 

Cette  Taleur  de  /nr  rendra  évidemment  entières  celles  de  tonteslestaatres  i»léter- 
minées/*  «  f ,  f,  f,  qu'tt  est ,  du  reste,  inutile  d*écrire  et  de  ««leitlerret  akra  le 
fjstème  des  équations  [1]  se  trouvera  remplacé  par  la  seirfe  équation  idenHqm 
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dans  laqudle  on  a  fait,  pour  abréger, 

•ifi'n'»'^n«^==N  [5]. 

Maintenant ,  il  est  clair  qae  t«nte  hypothèse  (faite  sar  x  et  y)  capable  d'annu- 
ler simultanément  À  et  B,  annulera  également  le  produit  N;  et  par  conséquent,  en 
posant  N  =  0 ,  on  aurait  Téquation  finale  si  ce  prodoit  ne  devait  contenir  aucon 
facteur  étranger;  mais  il  n*en  est  pas  ainsi  pour  Tordinaire. 

En  effet,  supposons  qu'une  même  valeur  de  y,  par  exemple  y  =  k,  rende  iden," 
Uquement  nulles  à  la  fois  deux  des  trois  quantités 

elle  rendra  également  nulle  la  troisième,  puisque,  par  hypothèse,  A  et  B  n'ont 
aucun  diviseur  exact  en  y.  Ainsi,  le  facteur  (y —  k)  divisera  identiquement  Vécina^' 
tion  [4],  sans  que,  pour  cela,  la  valeur  y  =  k  appartienne  aux  équations  A  =  0, 
B  s=  0;  et  comme  tout  système  de  valeurs  de  x  et  de  y,  capable  d'annuler  A  et  B, 
continuera  néanmoins  à  annuler  de  même  le  quotient  de  N  par  le  facteur  {y  —  k), 
il  s'ensuit  que  ce  facteur  est  totalement  étranger  à  la  véritable  équation  finale,  et 
doit  en  être  entièrement  rejeté. 

On  voit  facilement  d'ailleurs  que  les  facteurs  en  y ,  communs  aux  trois  termes  de 
l'équation  [4],  sont  les  seuls  qui  doivent  être  ainsi  considérés  comme  étrangers. 

U  ne  s'agit  donc  maintenant  que  d'examiner ,  parmi  tous  les  facteurs  en  y  du 
produit  N,  quels  sont  ceux  qui  peuvent  annuler  la  quantité  mf,  ou ,  ce  qui  est  la 
même  chose,  les  deux  quantités 

mf   et    [qf^m'f). 

Or,  en  se  rapportant  aux  équations. [2],  on  reconnaîtra  que  cela  peut  se  faire  en 
admettant  l'un  des  quatre  systèmes  suivants  : 

!•  N  =  0  et  m   =  0 

2»  N  =  0,  /•  =  0,  et  m'  =  0 

3<»  N  =  0,  Z'  =  0,  ^  sr  0,                  et  m*  =  0 

4»  N  =  0,  /•  =  0,  ^  =  0,  /'  =r  0,  et  w-'  =  0 

Il  n'y  a  plus  d'autre  système  admissible  an  delà  du  quatrième.  Car  si  l'on  sup- 
posait encore  f  =  0^  l'équation  [4]  ne  serait  alors  autre  chose  que  la  dernière 
des  équations  [1 J,  multipliée  par  p^.  Or,  l'équation ,  ainsi  réduite,  ne  peut  admettre 
aucun  facteur  en  y  (excepté  ^iv  qui  est  évidemment  hors  de  la  question},  puisque 
tout  diviseur  en  y,  commun  à  m'^  et  n'^,  devrait  aussi  diviser  q^'^,  ce  qui  est  im- 
possible si  l'on  a  bien  opéré. 

De  ce  qui  précède  il  jésulie  premièrement  que  les  facteurs  étrangers  proviennent 
essentiellement  des  multiplicateurs  m^  m',  m*,  m**. 

Secondement,  Observons  que,  quand  on  a  fait  ^  ==  0 ,  l'équation  [4]  est  divisible 
exactement  parn,  et  devient  entièrement  indépendante  de  n  après  la  division; 
que  de  même,  quand  on  a  fait/'  s=  0,  l'équation  [4]  est  divisible  par  nn,  et  de- 
vient, après  la  division,  indépendante  de  n  et  de  n  . . .  ;  et  ainsi  de  suite.  D'où 
il  résulte  que  les  hypothèses^  =  0 ,  /"'  =  0,  f  =  0,  ont  nécessairement  pour 
effet  de  rejeter  en  dehors  de  la  question  chaque  équation  qui  se  trouve  multipliée 
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par  un  facteur  ainsi  annale;  et  par  saite  (comme  on  peut,  an  reste,  le  conceyoir  d 
priori)  qae  les  solations  communes  aux  équations  [N=0],  [m'=0],  ne 
peuvent  être  attribuées  au  facteur  n;  que  les  solutions  communes  &  [N  =  0  ], 
[ot&  =z  0],  ne  doivent  être  rapportées  ni  à  n  ni  à  n';  que  de  même,  les  solutions 
étrangères,  fournies  par  m*'  =0 ,  ne  peuvent  appartenir  ni  à  n^  ni  i  n',  ni  à  n%  •  •  • 
et  ainsi  de  suite. 

Puisque,  d'ailleurs,  il  ne  saurait  y  avoir  aucun  facteur  commun  entre  m  et  n, 
entre  m  et  n,  entre  m'  et  n',. .  .ainsi  qu*on  Ta  expliqué  ci-dessus  pour  mx^  et 
n>^,  il  s'ensuit  encore  que  les  systèmes  des  équations  [6]  peuvent  être  remplacés 
par  ceux-ci  : 

!•  m    =  0  et  nn'n'n^r  --  0 

2*  m'   =  0  et     n'nTn^'^  =  0 

3»  m'  =  0  et        fi'^n'v  =  0 

4»  m"  =  0  et            !!«▼  a=  0 

lesqneb  reviennent  identiquement  aux  suivants  : 

n  =  0  et  m  =  0 

fi*  =  0  et  mm  =  0 

n"  =  0  et  mm^m'  s=  0 

#iïv  =r  0  et  mm'm'm"  =  0 


[7], 


[81. 


De  là  on  peut  conclure  ce  principe  général  : 

Tout  facteur  en  y  commun  entre  le  reste  d^une  division  et  un  quelconque  des 
multiplicateurs  introduits  dans  les  divisions  précédentes,  est  étranger  d  r équation 
finale,  et  doit  être  supprimé  autant  de  fois  qu'il  se  trouve  dans  ces  multipHeateun 
précédents,  sans  que  jamais  les  solutions  des  équations  proposées  puissent  en  être 
aucunement  altérées. 

Par  suite,  pour  avoir  les  valeurs  de  a  qui  correspondit  respectivement  &  cha«< 
que  valeur  convenable  de  y>  il  faut  commencer  par  supprimer  entièrement^  dans 
chaque  reste,  et  sans  y  avoir  égard  ec  aucune  manière,  les  facteurs  en  y  dont  il 
est  question  ;  on  substitue  ensuite ,  dans  le  diviseur  correspondant  (conformément 
à  la  méthode  du  n^  373),  les  seules  valeurs  de  y  que  cette  suppression  n*a  pas^ 
fait  disparaître. 


FIN  DE  LA  NOTE. 


Bourd.  Alg.  25 
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